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Teil |I.

Funktionentheorie



1. Grundlagen komplexer Funktionen

Erste Ansétze der Funktionentheorie finden sich bereits im 18. Jahrhundert bei L. EULER.
Denkwiirdige Zeilen zu diesem Thema verfasste C. F. GAUSS in einem Brief an BESSEL. Ent-
scheidende Beitrage zur Theorie der komplexen Funktionen lieferte schlieflich B. RIEMANN,
dessen weitreichende Erkenntnisse um die Riemannschen Fléachen genug Stoff fiir den zweiten
Teil liefern.

1.1. Der Korper der komplexen Zahlen

Eine sinnvolle Darstellung der Funktionentheorie muss notwendigerweise mit einer Beschreibung
der komplexen Zahlen C geinnen.

1.1.1. Definition und Rechengesetze

Das Hauptproblem der reellen Algebra bzw. der reellen Zahlen ist, dass es keine reelle Zahl x
mit 22 + 1 = 0 gibt. Es liegt nahe, eine symbolische Lésung ,,i dieser Gleichung einzufiihren.
Eine komplexe Zahl ist dann ein Ausdruck der Form a + bi mit den reellen Zahlen a und b.

Definition 1: Eine komplexe Zahl ist ein geordnetes Paar (a, b) von zwei reellen Zahlen a, b €
R, entspricht also einem Punkt in der euklidischen Ebene R?. Addition und Multiplikation
zweier komplexer Zahlen werden wie folgt deﬁniertﬂ

1. (a1,b1) + (az2,b2) = (a1 + a2,by + b2)
2. (a1,b1) - (a2,b2) = (a1a2 — b1ba, ar1bs + azby)

Die Menge C entspricht also salopp gesagt ,R? mit den obigen beiden Rechenoperationen®, und
wird auch als Gaufssche Zahlenebene bezeichnet.

Satz 2: Fir die Addition und Multiplikation zweier komplexer Zahlen gilt das Kommutativ-,
Assoziativ- und Distributiv-Gesetz, auflerdem ezistiert jeweils ein neutrales FElement.

Eine reelle Zahl a € R wird mit (a,0) € C identifiziert, wihrend die Einbettung der sym-
bolischen Losung i := (0, 1) ist. Auf diese Weise lasst sich die Menge der reellen Zahlen in die
Menge der komplexen Zahlen einbetten, und die Einschrankung der komplexen Rechengesetze
auf R C C liefert dieselben Ergebnisse, wie im reellen Fall. Fiir das Quadrat der symbolischen
Konstante ,,i* gilt

i? =(0,1)-(0,1) = (=1,0) = —1..

Wir definieren |a + bi| := va? 4 b? als Betrag von a+bi, den reellen Teil durch Re(a+bi) :=a
und analog Sm(a + bi) := b als den imaginéren Teil einer komplexen Zahl. Die Operation

'Man erhilt die gleichen Rechengesetze, wenn man die Kommutativitéit, Assoziativitit und Distributivi-
tét vorrausetzt, dann mit der Darstellung z = z + iy die Summe bzw. das Produkt formal zu den Potenzen
der symbolischen Lésung ,,i zusammenfasst, und schlieflich i = —1 verwendet. Strenggenommen ist dies
aber ein Kreisschluf, zeigt aber, dass Addition und Multiplikation komplexer Zahlen ,natiirlich” erfolgen.



1.1. Der Kdrper der komplexen Zahlen

der komplexen Konjugation ist durch a + bi := a — bi definiert, es wir also die imaginére
Komponente einer komplexen Zahl negiert. Es folgt

(a+ bi)(a — bi) = a® + b* = |a + bi|? ,

also ist 22z = |z|2. Fiir 0 # 2z = a+bi erhiilt man damit dann ein multiplikativ inverses Element

durch
41z  a _ b
z |22 a?2+b2 a2 +b?

Zusammen mit dem vorigen Satz bildet die Menge C der komplexen Zahlen dann einen Korper.
Weiter erfiillt die komplexe Konjugation zy - z5 = 27 - Z9 fir alle 21,20 € C, wie man direkt
nachrechnet, und damit folgt zusammen mit der Kommutativitét fiir den Betrag

2120 = 1207172 = 21Z120% = |21 P | 22]? <= |21 - 2] = |21| - | 22| -

1.1.2. Geometrische Interpretation

Wie lésst sich die rein algebraisch definierte komplexe Multiplikation geometrisch beschreiben?
Zuniichst betrachten wir, dass sich jeder Punkt (z,y) € R? in der Form

(x,y) = (rcosf,rsinf)

durch Polarkoordinaten ausdriicken lésst, sodass (r,6) die polaren Koordinaten von (z,y)
sind. Falls (z,y) # (0,0) ist, so sind diese bis auf § + 2km eindeutig bestimmt. Es gilt also
z=x+ 1y =rcosf +irsinf, wobei § = arg z das Argument von z ist.

Betrachten wir nun die Multiplikation zweier komplexer Zahlen in der Polarkoordinatendar-
stellung, so folgt aus den Sinus-/Kosinus-Additionstheoremen direkt

arg(z122) = arg(z1) + arg(ze) mod 27 .

Zusammen mit |z122|? = |21]? - |22]? liisst sich die Multiplikation zweier komplexer Zahlen dann
als Drehstreckung in der komplexen Zahlenebene interpretieren, wobei die reellen Anteile den
Streckfaktor und die imagindren Anteile den Drehwinkel bestimmen.

Definition 3: Fir ein festes zgp € C und € > 0 sei die e-Kreisscheibe um den Punkt zy als
die Menge

D.(z0) ={2€C:|z—2| <} .

imaginére Achse iR imaginare Achse iR

reelle Achse R 6, reelle Achse R

‘ a ‘

Abbildung 1.1.: Die Gaufische Zahlenebene in kartesischen Koordinaten und Polarkoordinaten.



1. Grundlagen komplexer Funktionen

definiert. Eine Teilmenge U C C heift Umgebung von zy, falls D.(zy) C U fiir irgendein £ > 0
gilt, d.h. um zq lasst sich eine e-Kreisscheibe finden, die vollstdndig in U liegt. Dann heifst U C C
offen, falls fiir alle Punkte zp € U ein € > 0 mit D.(zp) C U existiert. V' C C heifst umgekehrt
abgeschlossen, falls das Komplement C \ V offen ist.

1.2. Differenzierbarkeit komplexer Funktionen

1.2.1. Holomorphe Funktionen

Eine der ersten Fragen, die sich auf diesem neuen Zahlenkorper C stellt, ist wohl diejenige nach
der Form und des Verhaltens von Funktionen auf ihr - eigentlich handelt die ganze Vorlesung
von nichts anderem. Es wird sich zeigen, dass insbesondere komplex differenzierbare Funktionen
viele zunéchst vom Reellen unerwartete Eigenschaften haben.

Definition 4: Sei U C C offen, f : U — C eine Abbildung und 2y € U ein fester Punkt. f
heifst komplex differenzierbar in zy, wenn der Grenzwert

Fla= tim O
z€C\{20} 0

existiert, d.h. aus allen Annéherungsrichtungen innerhalb der komplexen Zahlenebene den glei-
chen Wert hat.

Definition 5: Eine Funktion f : U — C auf einer offenen Teilmenge U C C heift holomorph,
wenn sie in allen Punkten von U komplex differenzierbar ist. Oftmals (insbesondere in der
Physik) wird eine holomorphe Funktion auch als analytisch bezeichnet.

Beispiel: 1. Sei f(z) := az + b mit konstanten Zahlen a,b € C eine lineare Funktion. Dann
gilt fiir den Ableitungsquotienten an einem Punkt zy € C
f(z) = f(z0) _ (az+0b) - (az +b)

Z — 20 zZ — 20

)

also ist f mit der Ableitung f’(z) = a holomorph auf ganz C.

2. Sei f(z) := Z die Funktion der komplexen Konjugation. Wegen
f(z)=flz0) Z—=0

Z— 20 Z— 20

ist der Grenzwert hier nicht so einfach abzulesen. Wir linearisieren den Grenzwertprozess,
in dem wir durch ein passendes w € C\ {0} den Punkt z durch z = zy + tw darstellen.
Dann folgt im Grenzwert

ottw—2p tw

SHRS|

zo—l—tw—zo_tw

Bereits bei Betrachtung von w € R und w € iR erhalten wir die unterschiedlichen Grenz-
werte +1 und —1, die Konjugationsfunktion f ist also in keinem Punkt komplex differen-
zierbar.

3. Die Funktion f(z) := 1 ist mit der Ableitung f'(z) = —Z% in C\ {0} holomorph.



1.2. Differenzierbarkeit komplexer Funktionen

Wegen der Linearitat der Differentiation, genauer gesagt des Grenzprozesses der Differentia-
tion, und der Darstellung f = Re(f) +1i- Sm(f) einer komplexwertigen Funktion, iibertragen
sich die reellen Differentiations-Gesetze auch auf komplexe Funktionen:

1. Summenregel: (f+9g) = f"+¢
2. Produktregel: (f-g)=f"-g+f ¢

3. Kettenregel: (go f)'(z) = ¢ (f(2)) - f'(2) fiir U-—Lov 9o C mit U,V C C offen.

1.2.2. Reelle und komplexe Differenzierbarkeit

Beim Versuch die Konjugationsfunktion komplex zu differenzieren trifft man auf einen gravie-
renden Unterschied zur reellen Differentiation, wo die Ableitung von (a, b) — (a, —b) problemlos
moglich ist. Wir werden daher nun die Unterschiede zwischen reeller und komplexer Differen-
zierbarkeit genauer untersuchen. Zunéchst aber zur Erinnerung:

Definition 6: Die Funktion f : C — C heifit reell differenzierbalﬂ im Punkt zp € C, falls
es eine reell-lineare Abbildung L : C — C gibt mit

f(z) = f(z0) = L(z = =0)

Z— 20

—0 wenn 2z — zq .

Reell-linear bedeutet L(z1+22) = L(z1)+ L(z2) sowie L(az) = aL(z) fiir reelle Skalare o € R.
Die Abbildung L wird im obigen Fall {iblicherweise mit D f., bezeichnet.

Wir fiihren zunéchst ein wenig Notation ein. Fiir eine komplexe Zahl sei z = z + iy die
iibliche Zerlegung. Mit den partiellen Ableitungen % und g—]; einer Funktion f : U — C,
bezeichnen wir die innerhalb der komplexen Zahlenebene entlang oder senkrecht zur reellen
Achse vorgenommenen Differentiationen, d.h.

O 1y =y LGED=TCG) g Oy gy LEFD TG
oz t—0 t oy t—0 it
teR\{0} teR\{0}

aukerdem definieren wir die Ableitungsoperatoren 0f und Of als

_of _1(of .of 5,._0f _1(0f .0f
af"az'_2<ax 18y) und af‘_az‘_2<ax+lay>‘

Satz 7: Die folgenden Aussagen iiber die reelle und komplexe Differenzierbarkeit einer Funktion
f:U — C an einem Punkt zo € U mit U C C offen sind dquivalent:

1. f ist komplex differenzierbar in zg.

2. f ist reell differenzierbar in zy und es gibt eine komplexe Zahl w € C mit Df, (z) = wz
fir alle z € C.

3. f ist reell differenzierbar in zy und 0 f(z) & ?(20) =0.

z

ZDieses ist die urspriingliche Definition aus der Analysis II in einer abgewandelten Notation. Ersetzt man C
durch R?, so erhilt man einen Spezialfall der allgemeinen Formulierung.



1. Grundlagen komplexer Funktionen

1.2.3. Die Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen

Sei nun U C C offen und g,h : U — R zwei reell differenzierbare Funktionen, wir betrachten
f := g +ih. Wann ist die Funktion f: U — C dann holomorph? Nach dem vorigen Satz [7] ist
eine reell differenzierbare Funktion genau dann holomorph, wenn df = 0 gilt, sprich

Spt (00 (90 ORY L (Oh  og) _
2-0f = <8x+18y>(g+lh)_<8x 8y>+1(8x+8y>_0’

also miissen die folgenden beide Gleichheiten gelten:

- dg _ oh
f holomorph <= 0f =0 < { %_ 8y89 }
dr — 0Oy

Die letzten beiden Gleichungen heiffen Cauchy-Riemann-Differentialgleichungen. Sie bie-
ten ein relativ einfach anzuwendendes Kriterium, um zu entscheiden, ob eine Funktion holo-
morph ist.

1.2.4. Differenzierbarkeit komplexer Polynome

Betrachten wir nun, welche Polynome der allgemeinen Form

P(x,y) := Z ajk:cjyk mit aj; € C
0<j,k<n

holomorphe Funktionen auf C definieren. Mittels der iiblichen Zerlegung z = x+iy und Z = x—iy
kénnen wir umgekehrt durch z = (2 + %) und y = % (z — z) das Polynom in die Form
Pz)= > bgz’z" mit bypeC
0<j,k<n

als passende Koeffizienten umschreiben. Falls U C C eine offene Teilmenge ist und die Funktio-
nen f,g: U — C reell differenzierbar sind, so gilt nach der Produktregel %(f-g) = %g—k f%
und analog fiir 6%' Fiir unsere Differentialoperatoren folgt damit

f-9)=0f)-g+f-(09) und  I(f-g)=(f)-g+[-(9g) .

Satz 8: Die Polynom-Funktion P(z) := Zogj,kgn bjkszk ist genau dann eine holomorphe
Funktion auf ganz C, wenn bj, = 0 fiir alle k > 1 gilt. In diesem Fall ist P(z) = Z?:o bj0z’
ein komplexes Polynom.

Dieses Ergebnis ist nicht unerwartet, da wir im Beispiel von Seite[d] bereits gesechen haben, dass

die komplexe Konjugation nicht komplex differenzierbar ist. Nach dem Satz sind die komplexen
Polynome somit von der ,altbekannten Form

P(z) = iaizi :
i=1



1.3. Funktionenfolgen

1.2.5. Differenzierbarkeit elementarer Funktionen

Lemma 9: Sei U C C offen und f : U — C holomorph. Dann gilt f' = 0f = %.

Dies liefert uns nun eine sehr praktische Aussage, da wir alle aus elementaren holomorphen
Funktionen zusammengesetzte Abbildungen wie reell differenzierbare Funktionen behandeln
koénnen, und iiber die ,altbekannte* Ableitung die komplexe Ableitung erhalten.

Definition 10: Eine offene Menge U C C heifst zusammenhingend, falls es keine nicht-
leeren, offenen Mengen Uy, Us C C mit U; NUs = () und U = Uy U Uy gibt.

Beispiel: C\ R ist nicht zusammenhéngend.

Definition 11: Wir nennen eine nicht-leere, offene und zusammenhéngende Teilmenge von C
ein Gebiet.

Satz 12: Sei U ein Gebiet und f : U — C holomorph sowie f' = 0. Dann ist f konstant.

Somit iibertrigt sich eine weitere aus der reellen Analysis bekannte Aussage, ,Andert sich
eine Funktion nicht, so ist sie konstant!“, ebenfalls auf holomorphe und analytische Funktionen.

1.3. Funktionenfolgen

Im weiteren Verlauf des Kapitels werden wir nun einige Ergebnisse aus der reellen Analysis
wiederholen, hauptséchlich die verschiedenen Konvergenzbegriffe und elementare Aussagen zu
Potenzreihen.

1.3.1. Mehrdimensionale Integrale

Sei f : [a,b] — R™ stetig, also f = (f1,..., fn) mit f; : [a,b] — R als Komponentenfunktionen
- eine solche Funktion kann man sich als eindimensionale Linie bzw. Kurve im R"™ vorstellen.
Dann definieren wir die Notation

L= ([ [ )

d.h. wir integrieren einfach komponentenweise. Fiir n = 2 sei dann fiir eine komplexe Funktion
f:C — C wegen C ~ R? analog

/abf::Lb%e<f>+i/ab%m<f>.

Lemma 13: Falls T : R" — R™ eine lineare Abbildung ist, so gilt fir f : [a,b] — R"

To/abf:/abTof.

Satz 14: Fur Integrale der vorigen Form gilt die Abschdtzung

/abf\g/abw




1. Grundlagen komplexer Funktionen

1.3.2. Punktweise und gleichmillige Konvergenz

Definition 15: Sei U C R" offen, f : U — R" eine Abbildung und {f; : U — R"}yen eine
Funktionenfolge. Dann ist

1. fr — f punktweise auf U konvergent, falls fiir alle Punkte « € U die Differenz
|fe(@) = f(z)] =0
fiir k — oo geht.
2. fr — f gleichméfig auf U konvergiert, falls die maximale Differenz
— — 0
max | fi(2) — f(2)]
flir K — oo geht. Dies impliziert trivialerweise auch punktweise Konvergenz. Das Prinzip
der gleichméRigen Konvergenz ist in Abbildung [1.2] dargestellt.

Beispiel: Natiirlich gibt es auch Funktionenfolgen, die zwar punktweise konvergent, nicht aber
gleichmaéfig konvergent sind. Auf U = [0, 1] betrachte man fiir die reellen Dimensionen m =
n = 1 die Abbildungen

IAIA IA
IAIA IA
— o=

xT
T
T

(@)
T = O

wie in Abbildung[1.3 fiir k = 2 dargestellt. Dann konvergiert fi, — 0 punktweise auf [0, 1], aber
es gilt max,¢(o 1) [fr(z)| = 1 fiir alle k € N.

Zwei weitere bekannte Sétze aus der Analysis I sind die Folgenden:

Satz 16: Fulls die Funktionenfolge fi. — f gleichmdifig konvergiert und jede einzelne Funktion
fr stetig ist, dann ist auch die Grenzfunktion f stetig. O

Satz 17: Sei {fr : U — R"}ren eine Funktionenfolge, dann konvergiert fi. genau dann gleich-
mafig gegen eine Grenzfunktion f, wenn

max | fi(z) — fiz)| = 0
fir k,1 — oo geht. O

Die nachfolgenden zwei Sétze liefern nun zwei wichtige - allerdings ebenfalls aus der Analysis
I bekannte - Aussagen iiber die Vertauschbarkeit von Grenzwertbildung, Integral und Differen-
tiation.

Satz 18: Sei {fi : [a,b] — R"}ren eine gleichmdflig konvergente Folge von stetigen Abbildun-
gen. Dann gilt die Vertauschbarkeit von Limes und Integral

b b
li = li .
kovoo / Tx / o35

Satz 19: Sei U C R™ offen und {fx : U — R"}xen eine Funktionenfolge. Sei 1 < j < n und
auflerdem gelten die folgenden drei Bedingungen

1. ng’; existiert und ist fiir alle k stetig,

2. {fx}ken konvergiert punktweise auf U,

3. {g—i’; kN konvergiert gleichmdf$ig auf U.
Dann gilt 53-limy o0 f = limyo0 g, d.h. dic Vertauschbarkeit von Limes und Diffe-
rentiation.



1.4. Potenzreihen

1.4. Potenzreihen

Spéter werden allgemeine Potenzreihen zu einem der wichtigsten Objekte der Funktionentheorie
werden, und wir werden iiberaus niitzliche Satze zur Taylor- und Laurent-Reihenentwicklung
beweisen. Zunéchst aber wiederholen wir die bereits bekannten Aussage aus der Analysis 1.

1.4.1. Konvergenzradien

Im Folgenden betrachten wir nun Potenzreihen )77 a2, wobei wir Aussagen iiber ihre Kon-
vergenzeigenschaften tétigen. Ein bekanntes Analysis [-Ergebnis liefert der folgende Satz:

Satz 20: Seien ag,a, ... € C. Definiere den Konvergenzradius R € [0, 00| U{co} mit § := oo
und é =0 durch

1 1 1
— :=limsup |ay|» <= Ri= ————.
R nsoo lim sup V/|ay|

n—oo

Dann gelten folgende Aussagen fiir die Konvergenz einer Potenzreihe:
1. 3 g anz™ konvergiert absoluﬂ fir |z| < R,

2. 30 yanz" dwergiert fir |z| > R,

3. Y o2 g anz™ konvergiert gleichmdfig auf D,(0) = {z : |z| <r} fir 0 <r < R.

Bemerkung: Die Reihen Y . a,2" und die Reihe Y77 nanz" "' der gliedweisen Ableitungen
haben denselben Konvergenzradius R, weil lim,, o, /n =1 gilt.

1.4.2. Holomorphie von Potenzreihen

Zuletzt betrachten wir nun die in der Funktionentheorie besonders interessierenden Holomor-
phieeigenschaften von Potenzreihen. Der folgende Satz liefert eine Verbindung zwischen Potenz-
reihen und ihren Ableitungen.

Satz 21: Sei f(z) =Y 2 ap2" fir|z| < R eine durch eine Potenzreihe dargestellte Funktion.
Dann ist f holomorph auf der offenen R-Kreisscheibe D(0) und f'(z) = >.°0 | na,z""1.

3 Absolut konvergent bedeutet, dass neben > panz" < 0o auch die Reihe der Absolutbetrige der Sum-
manden konvergiert, also > 7 |anz"| < co. Insbesondere darf nach dem Riemannsche Umordnungssatz bei
absolut konvergenten Reihen die Summationsreihenfolge vertauscht werden.

Y

\J

o

N[ =

Abbildung 1.2.: Grafische Darstellung der gleich- Abbildung 1.3.: Darstellung von f» einer nicht

missigen Konvergenz. gleichméssig konvergenten Funktionenfolge.
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1.5. Elementare Funktionen

Zum Abschluss des Kapitels untersuchen wir nun einige elementare Funktionen. Zwischen der
Exponentialfunktion und den trigonometrischen Funktionen besteht ein tiefer Zusammenhang,
der erst fiir komplexe Argumente in Erscheinung tritt.

1.5.1. Die Exponentialfunktion

Die Exponentialfunktion fiir komplexe Argumente ist durch ihre reelle Taylor-Reihenentwicklung

o0 n

z
e® = exp(z) := Z ol

n=0

mit dem Konvergenzradius R = oo definiert, indem man einfach komplexe Argumente einsetzt.
Wir kénnen die reelle Eigenschaft %et = ¢! auch im Komplexen durch

I N R Thr aEO M B 3= B
dz dz = alzn'_n:1 n! _nzl(n—l)!_nzon!_

verifizieren. Als néchstes zeigen wir eine weitere wichtige Eigenschaft der Exponentialfunktion:
Satz 22: Es gilt e¥* = e¥ - e* fiir alle w,z € C.

Damit haben wir aber noch nichts neues erhalten, sondern lediglich ein paar bekannte Gesetze
auch explizit fiir das Komplexe gezeigt.
1.5.2. Trigonometrische Funktionen

Die trigonometrischen Funktionen Sinus und Kosinus sind ebenfalls durch ihre Taylorreihen

(_1)n n . = (_1)n n
22 und sin(z) = Z mz2 +
! o !

o
2

li
WE

n=0

fiir z € C definiert, fiir ihre Ableitungen gilt folglich (da beide Reihen absolut konvergent sind)
wie im reellen Fall

cos'(z) = —sin(z) und sin’(z) = cos(z) .

Durch Einsetzen der Taylorreihen und Aufspaltung in reelle und imaginére Beitrage folgt die
Eulersche Identitét e'* = cos(z) +isin(z), umgekehrt lassen sich somit der Sinus und Kosinus
mithilfe der Exponentialfunktion durch

1 . . . .
—(e¥ +e7%) und sin(z) = —(e* —e™ )

2

definieren. Fiir alle z,y € R ist daher e = e%e¥ = ¢*(cos(y) + isin(y)). Mit dieser Identitét
lasst sich dann die trigonometrische Darstellung bzw. Polarkoordinatendarstellung durch

cos(z) = 5

Re(z) — o I

r=le*|=e
<~ zZ=re

0 =arge* =Qm(z) =y
ausdriicken. Jede komplexe Zahl lisst sich also durch z = x + iy = re' mit z,y € R sowie

r € Ry und 6 € [0, 27| eindeutig darstellen - mit Ausnahme der Null in der trigonometrischen
Darstellung.

10



1.5. Elementare Funktionen

Satz 23: FEs gilt e* # 0 fiir alle z € C, die Exponentialfunktion hat also auch im Komplexen
keine Nullstellen.

Zusétzlich zu den trigonometrischen Funktionen definieren wir noch den Sinus hyperbolicus
und Kosinus hyperbolicus durch

1 1
cosh z := E(ez +e %) = cos <E> und sinh z := i(ez —e ) =isin (E) .
i i

Satz 24: Fir alle w,z € C und x,y € R gelten folgende trigonometrische Identititen bzw.
Additionstheoreme:

1. cos(w + z) = cos(w) cos(z) — sin(w) sin(z),

2. sin(w + z) = sin(w) cos(z) + cos(w) sin(z),

3. cos(z + iy) = cos(x) cosh(y) — isin(z) sinh(y),

4. sin(z +iy) = sin(z) cosh(y) + icos(x) sinh(y).

0+ 2w

exp

Abbildung 1.4.: Grafische Darstellung der Wirkung der komplexen Exponentialfunktion.
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2. Integration komplexer Funktionen

Mit den im ersten Kapitel erlauterten und wiederholten Elementen gelangt man zu keinen tiefe-
ren Aussagen bei der Betrachtung komplex differenzierbarer Funktionen. Ein sehr wesentliches
Werkzeug fiir die Untersuchung holomorpher Funktionen sind Integrale innerhalb der komplexen
Zahlenebene C, die wir nun untersuchen. Daraus werden wir die Existenz von Stammfunktionen
folgern kénnen und zudem einen komplexen Logarithmus als Umkehrfunktion zur Exponential-
funktion definieren.

2.1. Kurvenintegrale

Zuerst betrachtet man nun sogenannte Kurvenintegrale. Diese entsprechen einfach ausgedriickt
dem Integral einer Funktion entlang eines eindimensionalen Weges innerhalb der komplexen
Ebene, wobei das Integral parametrisierungsunabhéngig ist.

2.1.1. Integrationswege und Kurvenintegrale

Als erstes bendtigen wir eine saubere Definition eines Integrationsweges und des darauf defi-
nierten Kurvenintegrals.

Definition 25: Eine stetige und stiickchenweise stetig differenzierbare Abbildung ~ : [a,b] —
C heifst Integrationsweg, d.h. es existieren a = ag < --- < ap = b, sodass die Einschrankung
7|[a]._1,a].] fir j = 1,..., k stetig differenzierbar ist.

Auferdem bezeichnen wir mit Sp(y) := 7([a, b]) die Spur von v, d.h. das Bild des Weges als
Punktmenge in der komplexen Zahlenebene.

b
L) = [ (o) de
,,Ggschwindi gkeit

gibt die Lange der von v beschriebenen Kurve an. Der Integrand des Langenintegrals lasst sich
dabei als die Momentangeschwindigkeit der Parametrisierung interpretierenE]

Definition 26: Sei v : [a,b] — C ein Integrationsweg und f : Sp(y) — C stetig. Dann ist
das Kurvenintegral iiber ~ definiert durch
b
[feras= [ 16w) A0
0% a

Bemerkung: Im Bezug zur Analysis I1I-Vorlesung kénnen wir das Kurvenintegral auch anders
interpretieren. Falls f auf einer offenen Menge definiert ist, so ist f dz eine komplexwertige
1-Form, also gilt

/7 fdz = /[a,b] Vi (f dz) = / " F o) A 1) d

Man beachte, dass die Lange L() der ,Parametrisierungslange entspricht, aber nicht unbedingt der Weglédnge
in der Ebene, da gleiche Linien mehrfach iiberlaufen werden kénnen.
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2.1. Kurvenintegrale

Betrachten wir nun eine kleine Anwendung der Definitionen:

Beispiel: Sei «(t) := re fir r > 0 und 0 < t < 27 ein kreisformiger Weg entgegen des
Uhrzeigersinns um den Nullpunkt der komplexen Zahlenebene sowie f(z) := %, dann gilt

o 2 I(¢ 2 1 )
ffdzd:f/ 'VUdt:/ — -irel df = 2ri .
~ o () o rel

Durch den kleinen Kreis im Integralsymbol soll angedeutet werden, dass iiber einen geschlosse-
nen Weg (d.h. y(a) = (b)) integriert wird.

2.1.2. Eigenschaften von Kurvenintegralen

In den nachfolgenden Sétzen fithren wir nun die wichtigsten Eigenschaften von Kurvenintegralen
auf. Zunéchst folgt eine relativ grobe Abschitzung, dann der Beweis der Parametrisierungsin-
varianz.

Satz 27: Fir alle Integrationswege v : [a,b] — C und stetige Funktionen f : Sp(y) — C gilt
die Abschdtzung

[yfdz

Satz 28: Sei der Integrationsweg 7 : [a,b] — C stetig differenzierbar, die darauf definierte
Funktion f : Sp(y) — C stetig und die Umparametrisierung v : [a',b'] — [a,b] stetig
differenzierbar. Dann gilt

< L(y) - max | f(y(8))] -

a<t<b

(') =b
(@) =b

L@ @) =a
(Z”z‘{ [ fde s u)=a

Ein Kurvenintegral ist also vollig unabhéngig von der genauen Form der Parametrisierung
oder Art und Weise, in der der Weg entlanggelaufen wird. Wichtig ist nur, dass die gleiche Spur
innerhalb der komplexen Ebene durchlaufen wird. Ahnlich dem Riemann-Integral sindert dabei
die Umkehrung der Laufrichtung nur das Vorzeichen des Integrals.

u
u

Satz 29: Sei~y : [a,b] — C ein Integrationsweg, f : Sp(y) — C stetig und die Umparametri-
sierung u : [a', '] — [a, b] stetig, bijektiv und stickweise stetig differenzierbar, also insbesondere
streng monoton. Dann ist you : [a', V'] — C ein Integrationsweg und

_ [, f(z)dz : wu wachsend
you (2) dz = { — fz f(z)dz : w fallend

2.1.3. Modifikationen des Integrationsweges

Wir untersuchen nun, wie sich mehrere Integrationswege zu-
sammensetzen lassen, und wie sich derartige Operationen am
Integrationsweg auf das Integral auswirken. Der Weg und seine ~(t)
Ableitung lassen sich wie folgt interpretieren:

(1)
e 7(t) gibt die Position in der komplexen Ebene C an,

e 7/(t) gibt den aktuellen Geschwindigkeitsvektor an.
Abbildung 2.1.: Integrationsweg
und Ableitung.
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2. Integration komplexer Funktionen

Diese Eigenschaften finden sich auch in der nebenstehenden
Abbildung wieder. Zwei einfache, aber wichtige Beispiele
flir Integrationswege sind die folgenden:

Beispiel: 1. Sei y(t) := (1 —t)zo + tz1, dies parametrisiert die Strecke zwischen zy und zj.

2. Fiir f : [a,b] — R sei v(t) := (¢, f(t)), dies beschreibt den Graph von f. Dies ist in
Abbildung 2.2 dargestellt.

Zu einem Integrationsweg v : [a, b] — C definieren wir
den entgegengesetzten Integrationsweg durch

v liabh —C  tea(at+b-t), v(®)

laufen also die gleiche Strecke bzw. Spur riickwirts ab.
Dann gilt folglich

/ifw:—/fw. la t b
y! o

Abbildung 2.2.: Funktionsdefinierter
Integrationsweg.

Wie man erkennen kann, notieren wir die Zusammenset-
zung von Wegen in einer multiplikativen Schreibweise, da-
her y~1 statt —v.

Des Weiteren definieren wir die Hintereinanderschaltung von Integrationswegen ~; : [a, b] —
C und 73 : [b,c] — C mit v1(b) = 72(b) als den zusammengesetzten Weg

Ny ila,d —C  te { 3;%2 ig {Z:S]]

Wegen der Zerlegbarkeit fac = fab + fbc der Integrationsgrenzen eines Integrals gilt dann bei der
Integration iiber diesen Weg

fdz:/fdz—l-/ fdz,
Y172 7 Y2

da sich die Integrationsgrenzen des Integrals iiber die konkreten Parametrisierungen zerlegen
lassen.

2.2. Stammfunktionen

2.2.1. Der verallgemeinerte Hauptsatz

Sei nun U C C offen, F' : U — C holomorph und die Ableitung F’ stetig sowie v : [a,b] — U
ein Integrationsweg. Durch g(t) := F(7(t)) sei die Abbildung g : [a,b] — C definiert. Dann
gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

b
9(b) — gla) = / JWyd mit gt = F'((1) A1) |

und damit folgt dann
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2.2. Stammfunktionen

Kurz gesagt hingt der Wert eines Kurvenintegrals entlang eines Weges durch das Holomor-
phiegebiet einer Funktion nur vom Wert am Start- und Endpunkt abE] Ist insbesondere y
ein geschlossener Weg, also y(a) = v(b), so folgt

fF’(z)dz _0.

Beispiel: Wegen d%";ﬁll = 2" fiir n # —1 folgt

/Zn dz = 1 (’y(b)n+1 . ,y(a)nﬂ—l) ]

Wir wollen diese letzte Erkenntnis nun verallgemeinern, denn die letzten Ausfiihrungen liefern
uns eine verallgemeinerte Version des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung fiir
Kurvenintegrale in der komplexen Ebene. Dazu fithren wir den Begriff der Stammfunktion ein,
den man bereits aus der reellen Analysis kennt, wo er aber nicht ndher untersucht wurde.

2.2.2. Stammfunktionen und ihre Eigenschaften

Kennt man die Stammfunktion einer zu integrierenden Funktion, so ldsst sich ein Kurvenintegral
leicht berechnen. Zunéchst aber bendtigen wir wieder ein paar Definitionen.

Definition 30: Sei U C C offen und f : U — C stetig. Eine Funktion F' : U — C heifst
Stammfunktion von f, wenn F holomorph und die Ableitung F’ = f ist.

Definition 31: Eine Teilmenge U C C heifit konvex, wenn fiir alle w, z € C gilt, dass (wt +
(1 —-t)z) € U fir alle t € [0, 1] ist.

Bei konvexen Mengen lassen sich also alle Punkt durch eine gerade Strecke miteinander ver-
binden, die vollstdndig in der Menge liegt. Insbesondere sind Dreiecke konvexe Mengen, und
dies werden wir sofort im néchsten Satz ausnutzen.

Satz 32: Sei U C C eine offene, konvexe Teilmenge und die Funktion f : U — C stetig. Dann
sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

1. Die Funktion f hat eine Stammfunktion.
2. Fiir alle abgeschlossenen Dreiecke /N C U gilt faA f(z)dz =0, vgl. Abbildung ?7?.

Wir kénnen die Aussage dieses Satzes nun von der Dreiecks-
Form wegbringen, und so im folgenden Satz ein wenig verallge-
meinern.

Satz 33: Sei U C C ein Gebiet und die Funktion f : U — C
stetig. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

1. Die Funktion f hat eine Stammfunktion.

2. Fir alle geschlossenen Integrationswege gilt ﬁy f(z)dz=0.

2Man beachte, dass der Integrationsweg vollstandig im Holomorphiegebiet F liegen muss, denn sonst lassen
sich schnell Gegenbeispiele finden.
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2. Integration komplexer Funktionen

2.2.3. Existenz von Stammfunktionen

Nachdem wir ein paar niitzliche Aquivalenzaussagen fiir die Existenz von Stammfunktionen
formuliert haben, werden wir nun die Existenz von Stammfunktionen mit dem folgenden Satz
beweisen.

Satz 34 (Goursat): Sei U C C offen, die Funktion f : U — C holomorph und A C U ein
abgeschlossenes Dreieck. Dann gilt §, . f(z)dz = 0.

Bemerkung: Das folgt bereits aus dem Satz von GreerE] falls die Ableitung f’ stetig ist.

AN

Abbildung 2.3.: Zerlegung des Dreiecks im Beweis des Satzes von Goursat.

Eine sehr einfache - aber iiberaus niitzliche - Folgerung aus dem Satz von Goursat lautet:

Korollar 35: Jede holomorphe Funktion auf einer offenen, konvexen Teilmenge von C besitzt
eine Stammfunktion. O

Beispiel: Wir betrachten noch einmal die Funktion f(z) := % fiir z # 0, dann gilt

7{ 1dz =21 #£0,
|2|=r

z

also besitzt f keine Stammfunktion in C\ {0}. Wir werden den komplexen Logarithmus spéter
allerdings genau untersuchen und feststellen, dass er zumindest in Teilen der komplexen Ebene
eine Stammfunktion fiir z — % liefert.

2.3. Homotopieinvarianz des Integrals

Wir werden nun ein bereits sporadisch beobachtetes FErgebnis der vorigen Abschnitt genauer
untersuchen, namlich die Unabhéngigkeit des Integralwegs von der konkreten Form des Integra-
tionswegs. Mit anderen Worten zeigen wir also, dass zwei zueinander homotope Integrationswege
mit nur wenigen Forderungen denselben Integralwert liefern.

3Der Satz von Green ist der ein- bzw. zweidimensionale Spezialfall des allgemeinen Satzes von Stokes. In der
Analysis III wurde er wie folgt formuliert:

Satz (Green): Sei C eine nichtleere, kompakte, zusammenhdingende 1-Untermannigfaltigkeit von R? und W
der Abschluf der beschrinkten Komponente von R?\ C. Auferdem sei C als Rand von W orientiert und
f,9: W — R zwet Funktionen. Dann gilt

fcfdm—i—gdy://w (%_%> drdy .
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2.3. Homotopieinvarianz des Integrals

A s
|4
(a7} l T a2 - = i» i» (C
— -
a1 U

Abbildung 2.4.: Darstellung der Quadratpara- Abbildung 2.5.: Zerlegung des Quadrats in Teil-
metrisierung und der Abbildung ¢. quadrate und Verkettung mit ¢ und f.

Satz 36: Sei U C C eine offene Teilmenge, die Funktion f : U — C holomorph und die
Abbildung ¢ : K :=[0,1] x [0,1] — U stetig. Der Rand des Quadrats [0,1]? sei durch

aq(t) := (t,0) :0<t<1
N ag(t) == (1,t—1) : 1<t<2
asg(t):=(3—-t1) : 2<t<3

ay(t) = (0,4—t) : 3<t<A4

parametrisiert, vgl. Abbildung[2.4] Wir setzen vj := poaj, und bezeichnen die Zusammensetzung
der Wegstiicke mit v := ~y1v2y3v4 : [0,4] — U. Falls nun v ein Integrationsweq ist, so gilt

¢, f(z)dz=0.
Beweisidee: Man kann den Satz auf mehrere Arten beweisen:

1. Wir zerteilen das Quadrat [0, 1] x [0, 1] ist kleine Teilquadrate, die von ¢ auf U abgebildet
werden, und auf die wir dann f anwenden, vgl. dazu auch Abbildung Dann lauten
die Beweisschritte:

e Das Integral von f {iber jedes kleine Quadrat ist Null.
e Die Summe dieser Quadrate ist dann ebenfalls gleich Null.
e Die Summe entspricht fv f(z)d=.

Problem: ¢ ist nur stetig, aber nicht unbedingt differenzierbar, sodass wir unsere vorigen
Sétze nicht anwenden kénnen.

2. Wir nahern stetige Wege durch Polynome beliebig genau an, sodass sie glatt werden (vgl.

Abbildung [2.6)).

Um nun die erwéahnten Homotopieeigenschaften des Integrals zu untersuchen, definieren wir
zunéchst einmal den zugehorigen Begriff.

Definition 37: Sei U C C eine offene Teilmenge und ~o,71 : [a,b] — U zwei geschlossene
Wege in U. Beide Wege heissen homotop, im Zeichen g ~ 71, falls es eine stetige Abbildung

¢ :[a,b] x [0,1] — U mit ©(5,0) =70(s) und ¢(s,1) =7(s)

MMM/UW%W > W
Abbildung 2.6.: Approximation stetiger Wege durch differenzierbare Polynome.
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2. Integration komplexer Funktionen

fiir a < s < b gibt und ¢(a,t) = ¢(b,t) stets fir alle 0 <t < 1 erfiillt ist.

Anschaulich ausgedriickt lassen sich also zwei homotope
Wege wie mit einem , Drehregler” stetig ineinander iiber-
fiihren.

Bemerkung: Fiir jedes t € [0,1] ist s — ¢(s,t) mit der
oben verwendeten Abbildung ¢ ein geschlossener Weg und
{%}te[o,l] eine einparametrige Familie von geschlossenen

Wegen (vgl. Abbildung[2.7).

Der entscheidende Homotopiesatz dieses Abschnitts ist
dank unserer Vorbereitungen nun sehr schnell bewiesen.

Satz 38: Sei U C C offen, 79,71 : [a,b] — U zwei ge-
schlossene Integrationswege und f : U — C holomorph.
Sind die Wege y1 ~ 2, so gilt

Abbildung 2.7.: Mehrere Wege v: aus
{’Yt}te[o,u

(2)dz= ¢ f(2)dz.
Yo 7

Definition 39: Ein Gebiet U C C heiftt einfach zusammenhingend, falls jeder geschlossene
Weg homotop in U zu einem konstanten Weg ist.

Anschaulich kénnte man auch einfach sagen, dass ein einfach zusammenhéngendes Gebiet
ylochfrei ist, d.h. wir kdnnen jeden beliebigen geschlossenen Weg auf einen Punkt zusammen-
ziehen.

Definition 40: Eine Menge U C C heift sternformig, falls es einen Punkt 2y € U gibt, sodass
[(1—t)z+tz) € U fir alle z € U und 0 < ¢t < 1 gilt.

In einer sternférmigen Menge U sind also die Verbindungsstrecken zwischen dem Bezugspunkt
zo und jedem anderen Punkt z € U vollstdndig in der Menge enthalten, was auch die beiden
folgenden Beispiele zeigen:

Beispiel: 1. Konvexe Mengen sind in jedem Punkt sternférmig.
2. C\] — 00,0] ist mit einem Bezugspunkt zy € |0, co[ sternférmig.

Satz 41: Jede offene sternformige Menge U ist einfach zusammenhdngend.
Mit den vorigen Sétzen folgt damit trivialerweise direkt:

Satz 42: Sei U C C ein einfach zusammenhdngendes Gebiet und die Funktion f : U — C
holomorph. Dann ist fv f(z)dz = 0 fir alle geschlossenen Integrationswege vy in U, also hat f
eine Stammfunktion in U. U

2.4. Der komplexe Logarithmus

In der reellen Analysis ist es oft leicht das Definitionsgebiet einer Umkehrfunktion anzugeben -
anders als in der komplexen Analysis. Dieses Phdnomen, auf das wir aber an dieser Stelle noch
nicht néher eingehen mochten, fiihrt letztendlich zur Theorie der Riemannschen Fléchen, auf
die wir im zweiten Teil néher eingehen werden. In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns nun
ausschlieflich mit dem Logarithmus als Umkehrfunktion der Exponentialfunktion.
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2.4. Der komplexe Logarithmus

A

!
#

Abbildung 2.8.: Die Definition des komplexen Logarithmus iiber einen beliebigen Weg.

2.4.1. Konstruktion und Definition des Hauptzweigs

Mit der gerade bewiesenen Existenz von Stammfunktionen konstruieren wir nun den komplexen
Logarithmus im folgenden Korollar.

Korollar 43: Es existiert genau eine holomorphe Funktion Log : C\] — 00,0 — C mit
Log(1) = 0 und Log'(z) = 1, die durch

1
Log(z) := / —dz
[1,2] #
definiert ist. Diese Funktion Log(z) heiffit Hauptzweig des Logam'thmusEI g

Von dem so definierten Hauptzweig des Logarithmus erwarten wir natiirlich dieselben Um-
kehreigenschaften im Bezug zur Exponentialfunktion, die auch den reellen Logarithmus kenn-
zeichnen.

Satz 44: Es gilt e*°8% = 2 fiir alle z € C\] — 00,0], d.h. der Hauptzweig des Logarithmus
Log(z) ist im Definitionsbereich die Umkehrfunktion der Ezponentialfunktion.

Korollar 45: Es gilt Log(re'’) = log(r) + i fir alle r > 0 und —7 < 6 < .

Definition 46: Wir definieren den komplexen Logarithmus analog zum Korollar als
Log : C\ ] — 00,0] — C durch

1
Log(z /dw—/ —dw
[1,2] W

wobei nach dem vorigen Satz 8% = 2 gilt. Ab jetzt sei log(x) der bekannte reelle Logarithmus.

Wir koénnen den Hauptzweig des komplexen Logarithmus
Log(z) durch den rellen Logarithmus log(z) und einen zusétz-
lichen rein imaginaren Teil darstellen - dies haben wir bereits aus
der Umkehreigenschaft in Korollar [45| gezeigt. Mit der obigen De-
finition des komplexen Logarithmus ist dies aber auch direkt aus
der Definition moglich, daher noch einmal:

Satz 47: Es gilt Log(re'’) = log(r) +i0 fiir alle r > 0 und —7 <
0<m. Abbildung 2.9.: Wegzerlegung

4Man beachte den grok geschriebenen Anfangsbuchstaben des Hauptzweigs des Logarithmus. Wes Baweise
Weiteren mit log(x) den reellen Logarithmus, mit Log(z) den Hauptzweig des komplexen Logarithmus
und spéter mit Lg(z) weitere Zweige des komplexen Logarithmus bezeichnen.
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2. Integration komplexer Funktionen

2.4.2. Zweige des Logarithmus

Die Frage ist nun, ob sich der so definierte komplexe Logarithmus auch in den iibrigen Eigen-
schaften genauso wie der reelle verhélt. Was ist etwa mit Log(z122) = Log(z1) + Log(z2)? Bei
21 =1= 29, also z129 = —1, ist Log(—1) beispielsweise nicht definiert.

Satz 48: Fir j = 1,2 sei z; = 'rjeiaf mit v; > 0 und —m < 0; < w. Dann gilt z122 =
r1roetO1102) - Fiir 0, 4 0y = 41 ist Log(z122) nicht definiert. Ansonsten gilt

21 . 2r <O+ 6 <
Log(z122) — Log(z1) — Log(z2) = 0 : —7m<b1+0<m
—27i T<bO1+6 <21

Kommen wir nun zu den bereits erwdhnten Zweigen eines Logarithmus, die wir einfach allge-
mein als Funktionen definieren, die innerhalb ihres Definitionsgebietes die komplexe Exponen-
tialfunktion umkehren.

Definition 49: Sei G C C\ {0} ein Gebiet. Eine holomorphe Funktion f : G — C mit
ef(?) = = fiir z € G heifit Zweig des Logarithmus auf G.

Fiir einen solchen Zweig des Logarithmus f gilt dann fiir die Ableitung innerhalb des Defini-
tionsgebietes wieder

1= 202 D) = pael@ e gz =1
z

Der zuvor definierte Hauptzweig eines Logarithmus ist also nichts anderes als ein besonderer
Zweig, den wir auf sehr natiirliche Weise geméaf der obigen Definition erhalten.

Man kann nun allerdings zeigen, dass wir fiir einen Grofteil der Gebiete stets einen Zweig des
Logarithmus, also eine lokale Logarithmusfunktion definieren kénnen.

Satz 50: Auf jedem einfach zusammenhdngenden Gebiet G C C\ {0} gibt es einen Zweig des
Logarithmus.

Wir kénnen den Satz allgemeiner formulieren: Sei G C C ein einfach zusammenhdngendes
Gebiet und f : G — C holomorph und ohne Nullstellen. Dann gibt es eine holomorphe Funktion
g: G — C mit e9?) = f(2) fir alle z € G.

Von nun an bezeichnen wir einen beliebigen Zweig des komplexen Logarithmus mit Lg(z). Mit
der Exponentialfunktion und dem nun wohldefinierten Logarithmus kénnen wir auch komplexe
Potenzen, also Potenzen der Form ,komplex hoch komplex* definieren.

Definition 51: Sei G C C\ {0} ein Gebiet und Lg ein Zweig des Logarithmus auf G. Wir
definieren

ab .= eblel@) firallebe Cund a e G .

Die Potenz-Funktion G — C mit z — 2° heifit Zweig der b-ten Potenz auf G.

Natiirlich verhélt sich auch die komplexe Potenz genau wie die reelle, d.h. es gilt

9 b 0 pre) _p. Lpnat) _ g1

0z 0z z
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3. Holomorphe Funktionen

In diesem Kapitel werden wir uns nun hauptséchlich mit den besonderen Eigenschaften holo-
morpher Funktionen beschéftigen. Der zentrale Satz ist dabei die Cauchysche Integralformel,
die es erlaubt, den Wert einer Funktion durch ein Integral iiber den Rand eines umliegenden
Gebiets auszudriicken - zunéchst allerdings nur in der Formulierung fiir konvexe Gebiete.

Digression: Differenzierung unter dem Integral

Zunéchst aber werden wir noch eine kurze Abhandlung {iber die Vertauschbarkeit von Integra-
tion und Differentiation vornehmen. Dazu betrachten wir den folgenden Satz aus der reellen
Analysis II.

Satz 52: Sei U C R" eine offene Teilmenge und die Funktion f : [a,b] x U — C stetig. Dann
gelten die folgenden beiden FEigenschaften:

1. Die Abbildung U — C mit x — ff f(s,z)ds ist eine stetige Funktion auf U.

2. Falls die partielle Ableitung % fir1 <j <mninla,b] x U existiert und stetig ist, so gilt
J
die Vertauschbarkeit von Integration und Differentiation in der Form

B b b 8f
ax]/a f(s,a:)ds—/a a—xj(s,w)ds.

3.1. Die Cauchysche Integralformel und Folgerungen

3.1.1. Beweis der Cauchy-Formel

Nach der kurzen Erinnerung an den vorigen Vertauschungssatz werden wir nun die Cauchysche
Integralformel fiir kreisférmige Gebiete beweisen, spater werden wir diesen Satz dann auch noch
verallgemeinern.

Zuerst zeigen wir in einem kleinen Hilfssatz, dass kreisformige We-
ge mit dem gleichen Umlaufsinn homotop zueinander sind, d.h. stetig
ineinander deformierbar.

Lemma 53: Seia € C mit |a| €]0,1] und r > 0, sodass |a| +1 < 1
ist (vgl. Abbildung . Fiir s,t € [0,27] sei a(s) := e* und analog
B(t) := a + re definiert. Dann gilt o ~ 3 in C\ {a}.

Kommen wir nun endlich zum Beweis der Cauchy-Formel.

Satz 54 (Cauchy-Integralformel): Sei U C C eine offene Teil-
menge, die Funktion f : U — C holomorph, zo € U ein fester
Punkt und der Kreisradius R > 0 so gewdhlt, dass Dgr(z9) C U liegt

Abbildung 3.1.: Zwei
Wege.
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3. Holomorphe Funktionen

(vgl. Abbildung [3.9). Dann gilt fir alle Punkte z € D := Dpg(z0) des Kreises die Cauchysche
Integralformel

1
f2) = — flw) dw .
2mi Jop w — 2
Eine iiberaus wichtige direkte Folgerung aus der Cauchy-Formel
lautet wie folgt.

Satz 55: Jede holomorphe Funktion ist beliebig oft komplex dif-
ferenzierbar. Falls f holomorph in einer Umgebung einer abge-
schlossenen Kreisscheibe D ist, so gilt fiir alle z € D

n ! f
™ (z) = 27;1%91) w —(ZJ))”H dw .

aytorreihen-Entwicklung

RbbildiengoBadiidenudhysfiihrungen erinnern wir uns, dass fiir einen beliebigen Integrationsweg
v : [a,b] — COrMEBsEine Folge stetiger Funktionen f, : Sp(y) — C mit n € N aus der
gleichmiifigen KBH&&genz von f,, — f die Vertauschbarkeit von Grenzwert und Integral folgt

(vgl. Satz [L§ auf Seite [§)), d.h.

lim ¢ fn(2)dz :?{ lim f,(z) = j{f(z) dz .
n—00 n—0o0
gl gl v
Dies folgt unter Einsatz von « direkt aus dem entsprechenden Satz aus der reellen Analysis,
denn (f, 07) -9 — (f o) -+ konvergiert gleichméfig auf [a, b].
Damit beweisen wir nun den Satz iiber die Taylor-Entwicklung einer Funktion.

Satz 56 (Taylorreihe): Sei f : Dr(z9) — C eine holomorphe Funktion mit dem Kreisradius
R > 0, durch welche die Koeffizienten a,, := %f(")(zo) definiert sind. Dann gilt fir |z — zo| < R
die Taylorreihen-Darstellung

f(z) = Zan(z —2z0)" .
n=0

Taylorreihe
von Log(z) 4

a Taylorreihe von

Log(z) — 2mi

- - - — — O

Abbildung 3.3.: Die zwei Pole a und b der Funk-
tion mit dem Konvergenzkreis um den Ent-

wicklungspunkt 2. Abbildung 3.4.: Konvergenzkreis der Taylorrei-

hen-Entwicklung des Logarithmus.
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3.2. Folgerungen und die Cauchysche Ungleichung

Beispiel: 1. Betrachte die Funktion f(z) := (z —a) ' (z —b)~! mit a # b. Sei Y o0 cn(z —
20)™ die Taylorreihe von f in zy und R ihr Konvergenzradius, dann wollen wir die Koeffizi-
enten ¢, berechnen. Aufierdem sei r := min (|20 — al, |20 — b|) der minimale Abstand von
29 zu einem Pol zur Funktion f (vgl. Abbildung. Dann ist f in D,(zg) holomorph, so
ist R > r, aber andererseits gilt

lim, . | f(2)| = o0

nmﬁbrf<z>|=oo} = f=r=ec

Die Berechnung der Taylor-Koeffizienten erfolgt anhang der Partialbruchzerlegung

f(z)d:ef(z_a)l(z_b) :aib<zia_zib>

der Funktion. Fiir die n-te Ableitung von f gilt dann

n! 1 1
F(E) = () —— <(z—a)n+1 - (Z—b)n“) 7

und damit fiir die Koeffizienten der Reihendarstellung von f

d_efi (n) /1 1 1 _ 1
Cpn = n!f (20) = (—1) a—b<(z0—a)"+1 (Zo—b)"'H) )

2. Betrachte Log : C\] — 00,0] — C mit Log’(z) = 1. Die Taylorreihen von Log und Log’'
in zy haben denselben Konvergenzradius R, also R = |zy|, denn am Nullpunkt hat der
Logarithmus immer einen Pol - egal welchen Zweig wir wéhlen (vgl. Abbildung . Fiir
zo = 1 nimmt die Reihe die Form

X 1\ynt+l
Log() = 3 0 1y
n=1

mit dem Konvergenzradius R =1 an.

3.2. Folgerungen und die Cauchysche Ungleichung

Fiir die weitere Untersuchung holomorpher Funktionen sind ein paar einfache Folgerungen aus
der Cauchyschen Integralformel notwendig, insbesondere die Cauchysche Ungleichung. Aufser-
dem werden wir den Identitdtssatz und Satz iiber die Gebietstreue beweisen, nach dem die
Bilder von Gebieten unter nichttrivialen holomorphen Funktionen wieder Gebiete sind.

3.2.1. Nullstellen holomorpher Funktionen

Zunéchst aber bendtigen wir wieder einen kleinen Hilfssatz, mit dem wir dann den Identitétssatz
beweisen werden.

Lemma 57: Sei die Funktion f # 0 holomorph in Dr(0) fir R > 0. Dann gibt es ein r € |0, R},
sodass f(z) # 0 fir 0 < |z| <r gilt.

Eine Funktion, die nicht mit der Nullfunktion identisch ist, hat also innerhalb einer punktier-
ten Kreisscheibe keine Nullstellen - insbesondere gibt es also um jede Nullstelle eine Nullstellen-
freie punktierte Kreisscheibe. Mit den folgenden Definitionen kénnen wir dies auch so aus-
driicken, dass bei einer holomorphen Funktion die Menge der Nullstellen diskret ist.
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3. Holomorphe Funktionen

Definition 58: Sei A C R™ eine Teilmenge. A heiftt diskret, wenn fiir alle ¢ € A ein 7 > 0
existiert, sodass D,(a) N A = {a} gilt, d.h. man kann um jeden Punkt der Menge einen offenen
Ball legen, der nur den Punkt a der Menge A enthalt.

Definition 59: Sei A C R" eine Teilmenge. Der Punkt a € R" ist ein Hiufungspunkt, wenn
eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

1. a € A\ {a},
2. Fur alle r > 0 gilt D,(a) N (A\ {a}) # 0.

Ist also A diskret, so enthélt A nach dieser Definition keine Anhdufungspunkte. Die Umkeh-
rung gilt ebenfalls. Ein paar Beispiele sollen die Begriffe erlautern:

Beispiel: 1. Die Menge 7Z C R ist diskret.

2. Die Menge A := {% in € N} hat einen Haufungspunkt bei Null, da fiir den Abschlufs
A={L:neN}u{o} gil.

Nun kénnen wir einen weiteren niitzlichen Satz fiir holomorphe Funktionen beweisen.

Satz 60 (Identititssatz): Sei die Funktion f holomorph auf einem Gebiet G C C. Dann sind
die folgenden drei Aussage dquivalentm

1. f=0, d.h. f ist mit der Nullfunktion identisch.
2. Das Urbild f=1(0) der Null enthdlt Hiufungspunkte.
3. Es existiert ein zg € G, sodass f"™ (z0) = 0 fiir alle n. > 0 gilt

Setzt man dieses Ergebnis nun mit der Aussage des letzten Lemmas zusammen, wonach eine
holomorphe Funktion, die nicht identisch der Nullfunktion ist, nur diskrete Nullstellen hat, so
erhalten wir fiir holomorphe Funktionen die Aquivalenz

diskrete Nullstellen <= nicht identisch der Nullfunktion .

3.2.2. Cauchy-Ungleichung und Gebietstreue

Nach dem Identitétssatz kommen wir nun zur erwdhnten Cauchy-Ungleichung, die eine einfache
Abschétzung der Taylor-Koeffizienten einer Funktion durch das Verhalten der Funktion auf
einem kleinen Kreis um den Entwicklungspunkt erlaubt.

!Der Name ,Identitétssatz‘ wird bei einer leicht abgewandelten Fassung des Satzes deutlicher:
Satz (Identitiitssatz): Die folgenden drei Aussagen sind fir zwei auf einem Gebiet G C C holomorphe
Funktion f und g dquivalent:
1. f =g, d.h. die beiden Funktionen sind identisch.
2. Es gibt eine nichtdiskrete Menge I C G mit f(z) = g(z) fir alle z € I.
3. Es gibt ein zo € G mit ™ (z0) = g™ (20) fiir alle n € N.

Zum Beweis wende man die urspriingliche Formulierung des Identitétssatzes auf die Differenz f — g an.
2Einen solchen Fall werden wir spéter eine Nullstelle der Ordnung co nennen.
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3.3. Minimums-/Maximums-Prinzip und Mittelwerteigenschaft

Satz 61 (Cauchy-Ungleichung): Sei die Funktion f holomorph in einer Umgebung von
D, (20). Dann gilt die Abschditzung

IO <r e max |f(2)]

|z—zo|=r
—_——
n-ter Koeffizient Grofster Wert auf
der Taylorreihe dem Kreis Sy (z0)

Um nun mithilfe des Identititssatzes den Satz von der Gebietstreue zu beweisen, zeigen wir
zuerst mit der eben bewiesenen Cauchy-Ungleichung einen kleinen Hilfssatz, um den eigentlichen
Beweis zu verkiirzen.

Lemma 62: Die Funktion [ sei in einer Umgebung von D,(zp) holomorph. Falls

[f(z0)] < min [f(2)|

|z—zo|=r
ist, so hat f eine Nullstelle in der Kreisscheibe D, (z).

Satz 63 (Gebietstreue): Sei f eine nicht-konstante holomorphe Funktion auf dem Gebiet G.
Dann ist das Bild f(G) wieder ein Gebiet.

Auf Seite[63] werden wir spéater noch weitere Eigenschaften von Gebieten beweisen, das Schliis-
selglied ist der Riemannschen Abbildungssatz. Nach ihm kdnnen zwei beliebige Gebiete sogar
biholomorph (!) aufeinander abgebildet werden.

Der Satz von der Gebietstreue hat aber auch wichtige Konsequenzen, denn holomorphe Funk-
tionen mit konstantem Real- oder Imaginérteil sowie konstantem Betrag sind selbst wieder
konstant, da die Bildmenge eines Gebiets nicht offen ist.

3.3. Minimums-/Maximums-Prinzip und Mittelwerteigenschaft

3.3.1. Maximums- und Minimums-Prinzip fiir holomorphe Funktionen

Aus dem Satz von der Gebietstreue konnen wir die folgende Eigenschaft holomorpher Funktionen
folgern.

Satz 64 (Maximums-Prinzip): Es sei f eine auf dem Gebiet G holomorphe Funktion. Wenn
|f| in einem Punkt zo € G ein lokales Mazimum hat, so ist f konstant in G. Falls G beschrinkt

ist und f auf G eine stetige Fortsetzung besitzt, dann nimmt |f| das Maximum auf dem Rand
0G des Gebiets an, d.h. fir alle z € G gilt

[f(2)] < max [£(£)] .

£€0G

Dieses Ergebnis ist im Vergleich zur rellen Analysis sicherlich sehr unerwartet. Beschréankte
holomorphe Funktionen nehmen also ihre Mazima stets auf dem Rand des Holomorphiegebiets
an. Mit ein paar Modifikationen konnen wir diese Aussage auch fiir Minima formulieren.

Satz 65 (Minimums-Prinzip): Sei f eine holomorphe Funktion auf dem Gebiet G, dann
gelten die folgenden beiden Aussagen:

1. Hat |f| ein lokales Minimum in zo € G, so ist f(z0) = 0 oder f ist konstant.

2. Lisst sich f stetig auf G fortsetzen und ist das Gebiet G beschrinkt, so hat f Nullstellen
in G oder | f| nimmt das Minimum auf OG an, also | f(z)| > mingecoq | f(€)]-
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3. Holomorphe Funktionen

3.3.2. Verallgemeinertes Maximums-Prinzip fiir stetige Funktionen

Wir wollen nun das Maximums-Prinzip verallgemeinern, sodass wir einige der Bedingungen von
Satz nicht mehr benétigen. Es sei daran erinnert, dass nach dem Cauchy-Integralsatz fiir
eine holomorphe Funktion f: G — C

27
@ =om § LLae - [T e rdtyar
Yr

é.—Z 2 0

fiir einen kreisférmigen Weg ~, um z mit dem Radius r gilt.

Definition 66: Eine stetigeff] Funktion f auf der offenen Menge U C C hat die Mittelwert-
eigenschaft, wenn es zu jedem zp € U ein R > 0 mit Dr(z9) C U gibt, sodass fir 0 < r < R
gilt:

1 27

flao) = 5z | Fot eyt =2 o(Fi0)

Die Bezeichnung , Mittelwerteigenschaft® kommt von der besonderen Form des Integrals, dass
einmal im Kreis um den eigentlichen Punkt integriert, und somit den Mittelwert des Funktions-
werts entlang des Kreises angibt. Wir illustrieren den Begriff kurz.

Beispiel: 1. Jede holomorphe Funktion auf einem Gebiet hat die Mittelwerteigenschaft.

2. Haben f und g die Mittelwerteigenschaft, so hat auch die Linearkombination af + B¢
wieder die Mittelwerteigenschaft.

3. Hat f die Mittelwerteigenschaft, so haben auch Re(f), Sm(f) und f die Mittelwerteigen-
schaft.

Mit der neuen Mittelwerteigenschaft einer Funktion verallgemeinern wir nun das bereits in
Satz [64] gezeigte Maximums-Prinzip auf stetige Funktionen.

Satz 67 (Allgemeines Maximums-Prinzip): Es sei f eine auf der offenen Menge U C C
stetige Funktion mit der Mittelwerteigenschaft. Besitzt |f| in zg € U ein lokales Maximum, dann
ist f in einer Umgebung von zy konstant.

3.4. Ganze Funktionen und Polynome

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels behandeln wir nun ganze und transzendente Funktionen.
Wir werden nebenbei einen sehr knappen und eleganten Beweis fiir den Fundamentalsatz der
Algebra finden. Aufserdem zeigen wir zwei Kriterien, mit denen sich schnell herausfinden lésst,
ob eine holomorphe Funktion ein Polynom ist.

Zunichst wieder die notwendigen Definitionen der Grundbegriffe.

Definition 68: Eine holomorphe Funktion f : C — C heifst ganze Funktion, das Holomor-
phiegebiet sei also ganz C.

Definition 69: Eine ganze Funktion, die dariiber hinaus kein Polynom ist, heifft ganze trans-
zendente Funktion.

Aus der Definition folgt, dass die Taylorreihe Y 7 jan(z — 29)" einer ganzen Funktion um
den Entwicklunsgpunkt zg fiir alle z € C konvergiert, sie stellt die Funktion also vollstdndig dar.

3Man beachte also, dass die Mittelwerteigenschaft von einer (nur) stetigen Funktion zusétzlich eine Eigenschaft
fordert, die wir urspriinglich aus der Holomorphie einer Funktion gefolgert haben.
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3.4. Ganze Funktionen und Polynome

3.4.1. Eigenschaften und Abschitzung von Polynomen

Im néchsten Satz werden wir nun ein paar einfache Abschétzungen von komplexen Polynomen
aufzéhlen. Auf Seite [6] haben wir in Satz [§] bereits gezeigt, dass komplexe Polynome von der
gleichen dufseren Form wie reelle Polynome sind.

Satz 70: Seip(z):=) 1, az® ein komplezes Polynom vom Grad n, wobei der oberste Koef-
fizient a,, # 0 sei. Dann gelten die folgenden beiden Abschitzungen:

1. Fir alle R > 0 ezistiert eine Konstante Mi(R) > 0 mit |p(z)| < My|z|™ fir |z| > R.
2. Es existiert ein Konstante My > 0 und ein R > 0 mit |p(z)| > Ma|z|" fir |z| > R.

Der néchste Satz liefert, dass wir anhand des Wachstumsverhaltens einer Funktion entscheiden
kénnen, ob es sich bei der Funktion um ein Polynom handelt.

Satz 71: Sei f eine ganze Funktion, n € Ng und R, M > 0, sodass |f(z)| < M|z|" fir |z| > R
gilt. Dann ist f ein Polynom mit Grad kleiner oder gleich n.

Da nur Polynome vom Grad Null, d.h. konstante Funktionen, beschrankt sind, erhélt man
daraus sofort zwei weitere interessante Folgerungen.

Korollar 72 (Liouville): Jede beschrinkte ganze Funktion ist konstant.

Korollar 73 (Fundamentalsatz der Algebra): Jedes nicht-konstante komplexe Polynom
p(2) hat eine Nullstelle.

Korollar 74: Jedes komplexe Polynom p(z) vom Grad n hat die Form p(z) = c(z —21) -+ (2 —
zn) fiir passende Konstanten ¢, z1,. .., z, € C.
3.4.2. Transzendente Funktionen

In der Fufnote von Seite 24 haben wir bereits kurz den folgenden Begriff erwédhnt, der wir nun
definieren.

Definition 75: Eine holomorphe Funktion f hat in zg eine Nullstelle der Ordnung k£ > 1,
wenn eine der folgenden Bedingungen erfiillt istE]

1. Bs gilt 0= f(20) = f'(20) = ... = f* D (2), aber f#)(z) # 0.
2. Die Taylorreihe von f um zp lautet f(z) => 7, an(z — 20)" mit ay # 0.
3. Es gilt f(2) = (2 — 20)¥g(2) mit g holomorph in einer Umgebung von zo und g(zq) # 0.

Beispiel: Betrachte die Abbildung z — cos z — 1, dann ist zyp = 0 eine Nullstelle 2. Ordnung,
denn es gilt fiir die ersten beiden Ableitungen

cos’(0) = —sin(0) =0 und cos”(0) = —cos(0) = =1 #0 .

Es soll an dieser Stelle noch einmal an die Definition einer dichten Menge erinnert werden,
wobei wir nur dichte Mengen innerhalb der komplexen Ebene betrachten.

4Die Aquivalenz der drei Bedingungen ist trivial durch ,,1. = 2. = 3. = 1.% zu zeigen, fiir den Teil ,2. = 3¢
verwende g(z) := > 07 ak—nz".
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3. Holomorphe Funktionen

Definition 76: Eine Menge A C C ist genau dann dicht in C, wenn fiir alle offenen nichtleeren
Teilmengen U C C der Schnitt U N A # () ist.

Satz 77: Sei f eine ganze transzendente Funktion. Dann ist das Bild f(C\ Dg(0)) C C der
»gelochten® komplexen Ebene dicht fir alle Kreisradien R > OE|

Mit dieser interessanten Eigenschaft ganzer Funktionen koénnen wir ein weiteres Polynom-
Kriterium &hnlich zu Satz [71] beweisen, welches im Gegenzug eine Abschitzung des Polynom-
grades nach unten hin erméglicht.

Satz 78: Sei f eine ganze Funktion, n € Ng und R, M > 0 mit |f(2)| > M|z|" fir |z| > R.
Dann ist f ein Polynom mit Grad gréfler oder gleich n.

Betrachten wir ein zwei Anwendungen der vorigen Sétze.

Beispiel: 1. f(z) := e # 0 gilt fiir alle z € C. Sei wg := re' mit > 0 und § € R, dann
definiere die Folge z, :=logr +1i(0 + 27n). Dann gilt f(z,) = wo fiir alle n € Z, aber die
Folge divergiert wegen |zy| — oo, wahrend |f(z,)| beschréankt bleibt. Folglich ist das Bild
f(C\ Dg(0)) = C\ {0} fiir alle R > 0, vergleiche auch die Fufnote zu Satz

2. f(z) :=cosz = 1(el* —e7%). Sei wieder wy € C. Suche ein z mit cosz = wy, also ein
a = €% mit a + a" ' = 2wy, lbse also a®> + 1 = 2awy. Fiir diese Gleichung existiert
eine Losung a # 0, also gibt es wegen der Periodizidt der Kosinus-Funktion ein z mit |z|
beliebig grof, wihrend e &y ist, und deswegen cos z = wy gilt. Also ist fiir alle R > 0
das Bild cos (C\ Dg(0)) = C.

*Wir kénnen den Satz auch in einer deutlich abgewandelten Weise formulieren:

Satz: Sei f eine ganze transzendente Funktion. Dann gibt es zu jedem wo € C eine Folge {zm }men in C mit
limpm— o0 2m = 00 und liMm— oo f(2m) = wo.
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4. lIsolierte Singularitaten

Viele Funktionen sind mit Ausnahme einzelner Punkte von C holomorph, sodass ihre Untersu-
chung wichtig ist. Aufterdem liefert das Studium von Funktionen in der Néhe derartiger isolierter
Singularitdten viele wichtige FErkennisse. Wir werden spéter das Konzept der Taylorreihe auf
Summanden mit negativen Potenzen erweitern und der Residiuensatz wird die Berechnung vieler
zunachst ,unlosbarer” Integrale ermdoglichen.

4.1. Singularitaten
Wir beginnen das Kapitel mit einer genauen Definition des Begriffs ,Singularitét®.

Definition 79: Falls U C C offen, a € U und f : U \ {a} — C holomorph (in a aber nicht
definiert) ist, so heifst der Punkt a isolierte Singularitit von f. Es gibt drei Untertypen, die
wir unterscheiden:

1. Gibt es eine holomorphe Funktion g : U — C mit g[yn\ ey = f, so heikt a hebbare
Singularitat von f.

2. Falls |f(z)| — oo fiir z — a strebt, so heift a Pol von f.

3. Erfiillt a keine der ersten beiden Eigenschaften, so heifst a wesentliche oder schwan-
kende Singularitat von f.

Wir werden spéter sehen, dass hebbare Singularitdaten und Pole relativ problemfrei zu behan-
deln sind, dafiir aber haben die wesentlichen Singularitdten interessantere Eigenschaften. Der
Kiirze halber definieren wir fiir die folgenden Abschnitte die Menge

Dl(z0) :={2€C:0<|z— 2| <r}=Dy(20)\ {20}
als die offene punktierte Kreisscheibe, bei der der Mittelpunkt entfernt wird.

Satz 80 (Riemannscher Hebbarkeitssatz): Falls die Funktion f : D.(a) — C holomorph
ist und lim,_,q(2 — a) f(2) = 0 gilt, so ist a eine hebbare Singularitdt von f.

anl

Beispiel: f(z) := 627_1 = > o1 5, hier ist 0 eine hebbare Singularitét, wie man unschwer

an der Reihendarstellung erkennen kann.

Satz 81: Sei f : D.(a) — C holomorph und a ein Pol von f. Dann existiert ein n € N und
eine holomorphe Funktion h : Dy(a) — C mit h(a) # 0 und f(z) = h(z))n fiir z € Dl(a).

T (2—a

Ein iiberaus interessantes Ergebnis fiir die Umgebung einer wesentlichen Singularitét liefert
der folgende Satz.
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4. Isolierte Singularititen
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Abbildung 4.1.: Darstellung der wesentlichen Abbildung 4.2.: Darstellung des Pols der Funkti-
Singularitét der Funktion |exp (%)| bei Null. on E} im Nullpunkt.

Satz 82 (Casorati-Weierstraf3): Ist a eine wesentliche Singularitit von f : D).(a) — C,
dann ist das Bild f(D.(a)) C C dicht fiir alle Radien € € ]O,T]El

4.2. Laurent-Reihen

4.2.1. Zerlegung in Haupt- und Nebenteil

Kommen wir nun zur Theorie der Laurent-Reihen, die einer Verallgemeinerung der Taylorreihen
sind. Im Gegensatz zu Taylorreihen sind Laurent-Reihen oft nicht auf einer Kreisscheibe, sondern
einem Kreisring definiert.

Definition 84: Fiir a € C und die Radien 0 < r < R < oo definiere die Menge K,(r, R) :=
{z € C:r < |z —a|] < R} als den offenen Kreisring um a.

Satz 85: Sei f : Ky(r, R) — C eine holomorphe Funktion. Dann gibt es genau ein Paar von
holomorphen Funktionen

Hauptteil von f:  fu:C\ Dy(a) — C
Nebenteil von f: fx:Dgr(a) — C,

fir die f = fu+ fx auf Ko(r, R) gilt und lim,_,o fu(z) = 0 ist.

4.2.2. Taylorentwicklung von Haupt- und Nebenteil

!Man kann noch eine wesentliche stirkere Aussage zeigen, die als der Satz von Picard bekannt ist. Nahere
Details zum Satz und eine Beweis finden sich im Buch , Funktionentheorie 2 von R. Remmert.

Satz 83 (Grofer Picardscher Satz): Sei a € C eine isolierte wesentliche Singularitit der Funktion f.
Dann nimmt f in jeder Umgebung von a jede komplexe Zahl mit hochstens einer Ausnahme unendlich oft als
Wert an.
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4.2. Laurent-Reihen

In der Zerlegung entwickeln wir nun den Nebenteil fy der Funktion in
eine Taylorreihe um a, also

n(z) :Zan(z—a)” . ’
n=0

Diese konvergiert gleichméfig auf der abgeschlossenen Kreisscheibe D, (a)
fiir alle p < r. Um eine Reihenentwicklung fiir den Hauptteil zu erhalten,

definiere eine Funktion Abbildung 4.3.: Laurent-
(w) ._ fH(a+ %) D 0<|w| < % =:s Radien.
g T 0 cw=0 :

Diese ist stetig in der offenen Kreisscheibe D4(0) und holomorph in der punktierten Kreisscheibe
D!(0), und damit nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz holomorph in ganz D4(0). Somit
kénnen wir die Funktion g in eine Taylorreihe um den Nullpunkt

n=1

entwickeln, wobei w :=
Reihenentwicklung

=g (2, ) - gjlbn(z oy

des Haupteils, die gleichméafig auf C\ D,(a) fiir alle p > r konvergiert. Setzen wir beide Teile
zusammen, so erhalten wir folglich eine Doppelreihe. Daher definiere ab nun eine Doppelreihe
stets durch die Zerlegung

. S z=a+ % gilt. Setzten wir dieses w ein, so erhalten wir eine

-1

(o] [o.¢] o o
Z Cp 1= Z cn—l—ch:Zc_n—i—ch.
n=0 n=1 n=0

n=—oo n=-—oo
Eine solche Doppelreihe >~ heift konvergent, wenn beide Einzelreihen konvergieren.
Analog heifit eine Reihe Y 2 gleichméBig konvergent, wenn dies fiir die beiden Einzel-
reihen

-1 o]
Z n und Z fn
n=0

n=—oo

jeweils fiir sich gesehen gilt.

4.2.3. Definition der Laurent-Reihen

Satz 86 (Laurent-Entwicklung): Die Funktion f sei holomorph in K, (r, R). Dann gibt es
eindeutig bestimmte Koeffizienten a, mit

f(2)= ) an(z—a)"
fiir z € Kq(r, R). Die Koeffizienten der Reihe sind fir r < 6 < R gegeben durch
1
Ay = 71?(10) dw

B % |lw—z|=0 (U} - a)n+1 '
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4. Isolierte Singularititen

Nachdem wir sie nun eigentlich schon hergeleitet und dabei spezifiziert haben, definieren wir
nun eine Laurent-Reihe noch einmal explizit.

Definition 87: Eine Laurent-Reihe ist eine Doppelreihe der Form

o0

Z an(z —a)™ .

n=—oo

: ; 0 n 1 : o0 n
Sei R der Konvergenzradius von ) a,z" und - der Konvergenzradius von ) ’°, a_n,w",

dann konvergiert Y 2 an,(z —a)™ absolut fiir alle z € K,(r, R). Ist > R, so konvergiert die
Reihe Y °°° _ ap(z —a)™ fir kein z.

n=—oo

4.2.4. Laurent-Reihen und isolierte Singularitaten

Satz 88: Sei f(z) => .0 an(z—a)" die Laurent-Entwicklung der Funktion f in K,(0,7) =

n=-—o00
D! (a) fir den Kreisradius r > 0. Die isolierte Singularitat a ist

1. hebbar genau dann, wenn a, = 0 fir alle n <0 ist,
2. ein Pol der Ordnung k > 1 genau dann, wenn a_j # 0 und a, = 0 fir n < —k ist,
3. eine wesentliche Singularitit genau dann, wenn a, # 0 fir unendlich viele n < 0 gilt.

Wir kénnen somit anhand der negativen Koeflizienten der Laurent-Reihe um eine isolierte
Singularitat direkt die Art der Singularitéit ablesen.

Zusatzlich zu einem ,,Pol der Ordnung £“, den wir im vorigen Satz anhang des niedrigsten
negativen nichtverschwindenden Laurent-Koeffizienten definiert haben, definieren wir noch einen
Pol im Unendlichen wie folgt.

Definition 89: Eine holomorphe Funktion f : Ky(r,c0) — C auf der ,gelochten” Zahlenebene
hat einen Pol der Ordnung k > 1 im Unendlichen, falls die Funktion z f(%) einen Pol
der Ordnung & im Nullpunkt hatE]

Ahnlich definieren wie eine hebbare und wesentliche Singularitit im Unendlichen. Aus
dem letzten Satz folgt dann der Bogen zuriick zu Abschnitt von Seite 26] iber ganze und
transzendete Funktionen sowie Polynome.

Satz 90: 1. Ein Polynom vom Grad k > 1 hat einen Pol der Ordnung k im Unendlichen.
2. Eine ganze transzendente Funktion hat eine wesentliche Singularitidt im Unendlichen.

Fiir den weiteren Verlauf der Vorlesung wir der folgende Begriff einen zentralen Stellenwert
einnehmen.

Definition 91: Sei U C C eine offene Teilmenge und A C U diskret. Eine holomorphe Funktion
f: U\ A— C, die in jedem Punkt von A einen Pol hat, heift meromorphe Funktion auf
U.

Beispiel: Betrachte f(z) := < mit U := C und A := 77 oder etwa rationale Funktionen.

sin z

2Es ist bei dieser Definition wichtig, dass das Holomorphiegebiet der Funktion alle ,Unendlichkeiten enthilt,
d.h. zumindest die Form Kq(r, 00) fiir 7 > 0 hat, da nur dann der Typ der Singularitit wohldefiniert ist. Zur
Veranschauung des Vorgangs sei auf die Riemannsche Zahlenkugel ab Seite 57| verwiesen.
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4.2. Laurent-Reihen

Salopp gesagt ist eine meromorphe Funktion somit eine holomorphe Funktion mit ,Defi-
nitionsléchern®, die jeweils durch die Unendlichkeit von Polen entstehen. Dabei ist zwischen
denjenigen meromorphen Funktionen mit endlich und unendlich vielen Singularititen zu
unterscheiden, die Ersteren lassen sich durch den folgenden Satz sehr genau klassifizieren.

Satz 92: Jede meromorphe Funktion f auf C mit nur endlich vielen Singularititen und mit
keiner wesentlichen Singularitdt im Unendlichen ist eine rationale Funktion.

Abschliefsend betrachten wir nun noch ein paar Beispiele zur Laurent-Entwicklung von Funk-
tionen.

Beispiel: 1. f(z) := (z —a)™™ mit a € C\ {0}. Entwickle zunéchst die Taylorreihe fiir
|z| < |a| um den Nullpunkt, wobei fiir die k-te Ableitung der Funktion

O = (=) (k=D =0 = ()T

f® 0 n+k—1 .
— B (" e

(z—a)™ "

gilt. Fiir |z| < |a| gilt somit

(2 a) i ("Jrk_l)(_a)—"—’fzk

k=0

Die Laurentreihe fiir |z| > |a| erhdlt man aus der Zerlegung

=rmorr ars) 27O

k=0

2. f(z) = Z(zii)Q =44 Z+ (z+1)2’ dann folgt

1=(2+1)?A+2(z+1)B + 2C — A=-1, B=1, C=i,
1

also ist die Partialbruchzerlegung der Funktion f(z) = —; + zT—l + (ZJH)Q
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5. Die verallgemeinerte Cauchy-Formel

5.1. Umlaufzahlen

In den néchsten zwei Abschnitten werden wir nun Umlaufzahlen und Wegkomponenten einfiih-
ren, um spater auf Seite die verallgemeinerte Cauchysche Integralformel zu beweisen. Wir
beginnen mit dem folgenden Satz zur Wohldefiniertheit der Umlaufzahlen.

Satz 93: Sei~y:[0,1] — C\ {0} ein geschlossener Integrationsweg. Dann existiert genau eine
Zahln € Z, sodass v homotop in C\ {0} zum Weg ay, : [0,1] — C\ {0} mit t — e*™" jst, der
die Null n-mal gegen den Uhrzeigersinn umlduft. Aufserdem gilt

1 dz
n=—qao —.
27 y 2

Durch Verschiebung kénnen wir die Umlaufzahl um einen beliebigen Punkt dann wie folgt
definieren.

Definition 94: Sei vy : [0,1] — C\ {a} ein geschlossener Integrationsweg. Wir definieren die
Umlaufzahl n(vy,a) des Wegs v um den Punkt a wie im vorigen Satz.

5.2. Wegkomponenten

Als néchstes betrachten wir nun die Eigenschaften von Wegzusammenhangskomponenten, die
wir kurz Wegkomponenten nennen. Ihre Definition lautet:

Definition 95: Sei M C R™. Fiir zwei Punkte p,q € M definieren wir
P~ q <= es existiert ein stetiger Weg von p nach ¢ in M .

Dies definiert eine Aquivalenzrelation auf M. Die Aquivalenzklassen heiffen Wegkomponenten
von M. Falls M C R” offen ist, so ist auch jede Wegkomponente von M offen. Ist M aufserdem
zusammenhéingend, so hat M auch nur eine Wegkomponente.

Satz 96: Sei v ein Integrationsweg in C\ {a}. Dann ist z — n(7;z) eine stetige Abbildung
C\ Sp(y) — Z, und deswegen konstant auf jeder Wegkomponente von C\ Sp(7). O

Beispiel: Sei (t) := zy + rel mit t € [0,27] und r > 0 ein kreisférmiger Weg vom Radius r
um zg. Falls |a — 2| > r ist, so ist w + —— holomorph in der konvexen Menge K, also gilt

w—a

» ufli”a = 0 nach Cauchy, und somit ist die Umlaufzahl n(y,a) = 0. Ist |a — zo| < r, so gilt
¢ 20— 2.
v w—a

Der folgende Satz zeigt, dass zwei unterschiedliche Wegkomponenten von C \ Sp(y) stets
auch unterschiedliche Umlaufzahlen aufweisen. Die anschauliche Aussage zu beweisen erfordert
allerdings einigen technischen Aufwand, wie wir sehen werden.
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5.2. Wegkomponenten

Satz 97: Sei v : [a,b] — C ein Integrationsweg und ty € |a,b] so gewdhlt, dass w = y(to),
v (to) # 0 und v~L(w) = {to} gelten.

1. Fir alle hinreichend kleinen Kreisradien r > 0 gibt es a’, b/ € R mit a < a’ < tg <V < b,
sodass die folgenden drei Figenschaften gelten (vgl. Abbildung :
a) Sp(v) N Dy (w) = ~([d’, V'])
b) Sp(v) NODy(w) = {~(a’), (¥}
¢) Dy(w) \ Sp(y) hat genau zwei Zusammenhangskomponenten Cy und Cs.

2. Seien r, a' und b’ so gewdhlt, dass die vorigen drei Figenschaften erfillt sind, sowie Cy
und Cy so nummeriert, dass C1 NAD,(w) der positiv orientierte Kreisbogen von p nach q
ist (vgl. Abbildung . Dann gilt n(~y, ze) = n(vy,z1) + 1 fir alle z; € Cy und z3 € Cs.

Die beiden Wegkomponenten aus dem vorigen Satz kdnnen wir durch einen weiteren Satz ein
wenig genauer spezifizieren. Zuerst fiihren wir noch einen weiteren Begriff ein.

Definition 98: Ein Weg ~ : [a,b] — C heifst einfach geschlossen, falls v(a) = 7(b) und
Yl ja,p injektiv ist.

Satz 99 (Jordanscher Kurvensatz): Sei vy ein einfach geschlossener Weg in C. Dann hat
C\ Sp(v) genau zwei Wegkomponentenﬂ

Korollar 100: Falls v ein einfach geschlossener Integrationsweq ist, Cy die unbeschrinkte und
Cy die beschrinkte Komponente von C\ Sp(7y) ist, so gibt es ein e = +1

0 : z€(Cy
e : z€C]

n(y;2) = {

Wir nennen einen einfach geschlossenen Weg ~ positiv orientiert, wenn ¢ = +1 gilt. Den
Orientierungsbegriff eines Weges kann man sich als den Drehsinn des Wegen innerhalb der
komplexen Ebene vorstellen.

In der Analysis III haben wir einen sehr dhnlichen Satz bewiesen, der hier allerdings streng genommen nicht
anwendbar ist, da Sp(y) im Allgemeinen keine differenzierbare Untermannigfaltigkeit von C = R? ist.

Satz (Jordan-Brouwer Zerlegungssatz): Sei X C R" eine kompakte, zusammenhdngende (n — 1)-
dimensionale Untermannigfaltigkeit. Dann hat R™ \ X genau zwei Zusammenhangskomponenten, eine be-
schrinkte C1 und eine unbeschrinkte Co. Der Abschluff Ci ist wieder eine kompakte, berandete, n-
dimensionale Untermannigfaltigkeit von R™ mit 0C1 = X.

SN
= ) q p

n =

Abbildung 5.2.: Darstellung der Konfiguration

Abbildung 5.1.: Darstellung der Voraussetzun- i zweiten Teil.

gen zum ersten Teil von Satz
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5. Die verallgemeinerte Cauchy-Formel

5.3. Verallgemeinerte Cauchy-Formel

Im verallgemeinerten Cauchy-Satz werden die Um-
laufzahlen sehr wichtig, wir fithren daher noch die
folgenden beiden Begriffe ein.

Definition 101: Sei « ein geschlossener Integra-
tionsweg in der offenen Teilmenge U C C.

1. v heifit nullhomotop in U, falls v homotop
in U zu einem konstanten Weg ist.

2. 7 heifst nullhomolog in U, falls die Umlauf-
zahl n(v;z) =0 fiir alle z € C\ U ist.

Die Eigenschaft nullhomotop impliziert dabei
nullhomolog, die Umkehrung gilt aber nicht, wie
in Abbildung [5.3] zu sehen ist.

- N

2 \

Abbildung 5.3.: 717271_172_1 ist nullhomolog,
aber nicht nullhomotop.

Satz 102 (Morera): Sei U C C eine offene Teilmenge und die Funktion f : U — C stetig.
Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

1. Die Funktion f ist holomorph.

2. Fir jedes abgeschlossene Dreieck N C U gilt §,, f(z)dz = 0.

Satz 103 (Allgemeiner Cauchy-Integralsatz): Sei U C C eine offene Teilmenge und -y
ein nullhomologer geschlossener Integrationsweg in U. Sei auflerdem die Funktion f:U — C
holomorph. Dann gelten die folgenden beiden Aussagen:

1. Es gilt § f(z)dz=0.

2. Fir jeden Punkt z € U \ Sp(y) und k € Ny gilt

k! 271

N IO NS N (O
n(’Yv ) - ﬁ(w d
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6. Residuenkalkil

Wir kommen nun zu einem der wichtigsten und praktisch anwendbarsten Kapitel der Funk-
tionentheorie, dem Residuenkalkiil. Mit seiner Hilfe werden wir in der Lage sein, verschiedenste
Integrale durch Integration um Pole zu berechnen. Die zentrale Aussage liefert dabei der Residu-
ensatz, der eine Verallgemeinerung der Cauchyschen Integralformel auf Funktionen mit isolierten
Singularitdten darstellt.

6.1. Das Residuum

6.1.1. Definition und Berechnung des Residuums
Zuerst definieren wir nun den Begriff des Residuums (lat. ,Rest®).

Definition 104: Sei U C C eine Umgebung von a € C, dann heifst U \ {a} punktierte
Umgebung von a.

Definition 105: Sei f holomorph in einer punktierten Umgebung U \ {20} von zp mit Laurent-

Reihe f(z) =>77 an(z — 29)". Wir definieren das Residuum von f in z, als
1
res,, (f) ==a_1 = 2 f(z)dz .

|z—2z0|=6

Die Berechnung des Residuums durch ein Kurvenintegral ist sehr umsténdlich. Die folgen-
den beiden Satze liefern zwei niitzliche Identitéten fiir die Berechnung des Residuums mithilfe
einfacher Differentiationen.

Satz 106: Sei f holomorph in einer punktierten Umgebung von zy, wobei zy entweder eine
hebbare Singularitit oder ein Pol der Ordnung kleiner oder gleich k sei. Definiere die Funktion
g(2) := (2 — 20)* f(2), dann ist diese Funktion holomorph in einer Umgebung von zg. Dann gilt

g% (2)
res, (f) = o1

und resy, (f) = lim,—,, (2 — 20) f(2) wenn k =1 ist.

Satz 107: Seien f,g : C — C holomorph in einer Umgebung von zy. Hat g eine einfache
Nullstelle im Punkt zg, so gilt fiir das Residuum

o (£) = L2

9'(20)

Beispiel: f(z) := (Lmﬁ fiir C\ | — o0, 0]U{1}, finde das Residuum in zy = 1. Wegen Log' z = 1
ist zg = 1 eine einfache ?\7 ullstelle von Log z. Also hat f einen Pol zweiter Ordnung in 1. Mit

o) = (2 — 12f() & (L‘gl)
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6. Residuenkalkul

folgt res1(f) = ¢'(1). Mit der Taylor-Reihendarstellung des Logarithmus um zy = 1

o

_1\n—1 ”— 2 ”— 3
Logz:z(li(z—l)":(z—l)—( 21) +( 31) -,

n=1
definieren wir eine weitere Hilfsfunktion
Logz:1_2—1+(z—1)2 o
z—1 2 3

sodass g(z) = h( —— und ¢'(z) = 22;((?) folgt. Da h(1) = 1 und K (1) = —1 gilt, folgt ¢'(1) =1,
also ist das Residuum der Funktion f 1m Punkt zp = 1 dementsprechend res;(f) = 1.

h(z) =

6.1.2. Residuenberechnung bei rationalen Funktionen

Fiir die Berechnung von Residuen rationaler Funktionen verwendet man entweder den
vorigen Satz oder die Partialbruchzerlegung.

Beispiel: 1. Betrachte auf C \ {0, —i} die Funktion

1 1 1 1
1= v = L e
9(2) h(z)

dann ist h holomorph in einer beliebigen Umgebung von zy = 0. Fiir das Residuum folgt

reso(f) = reso(g) +resp(h) =14+0=1 und res_i(f) =—1.

2. f(z):= COSQ Bk Um die Singularititen zu finden, sucht man, wo die Kosinusfunktion Null-
stellen in der komplexen Ebene hat. Seien x,y € R, dann gilt nach Seite [I1]

cos(zx + iy) Satz[2 coszcoshy —isinz sinhy =0 < cosz=0undy=0,
~—— ~—~—
>0 sinh 0=0

da coshy > 0 fiir alley € R ist. Der reelle Kosinus hat nur die bekannten reellen Nullstellen
(k: + %)7[' fiir k € Z, alle diese Nullstellen sind wegen cos’ x = — sinx von erster Ordnung,
analoges gilt bei Betrachtung des Sinus.

Also hat f einen Pol der Ordnung 2 in allen zy = (k: + %)7[' mit k € 7. Betrachte die
Funktion

g(Z)th(g—Z> 7 Zan

mit g(—z) = g(z). Da diese Funktion also gerade ist, folgt

o
0=g(z) —g(—2) =2 ag 12"
k=0

und wegen der Eindeutigkeit der Laurent-Entwicklung muss aor_1 = 0 fiir alle k gelten,
und damit folgt insbesondere

0 =reso(g) = —resz (f) .

Wegen der Periodizitat f(z + m) = f(z) folgt auerdem, dass alle Pole das Residuum 0
haben.
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6.2. Der Residuensatz

6.2. Der Residuensatz

Wir wollen nun den zentralen Residuensatz des Residuenkalkiils beweisen, nachdem wir uns mit
der Berechnung der Residuen selbst beschéftigt haben.

Satz 108 (Residuensatz): Sei U C C offen, B C U diskret, U \ B offen (d.h. B habe keine
Haufungspunkte in U) und die Funktion f : U\ B — C holomorph. Sei vy ein geschlossener
Integrationsweg in U \ B, der nullhomolog in U ist. Dann gilt

y{f(w) dw = 27i - Zn(*y; b) resp(f) -
g

beB

In vielen Anwendungen ist U = Cm also sind alle geschlossenen Wege nullhomolog in U und
B ist endlich.
6.3. Anwendung des Residuensatzes

Wir werden nun mehrere verschiedene Integraltypen mit isolierten Singularitdten - hauptsachlich
rationale Funktionen - betrachten und nach ndherer Analyse mit dem Residuensatz berechnen.

6.3.1. Rationale Funktionen R(cost,sint)

Im Folgenden betrachten wir Integrale der Form f027r R(cost,sint) dt. Es sei R(x,y) eine rationale
Funktion, sodass R(cost,sint) fiir alle ¢ € R definiert ist.

T

(2)
Q(z

Definition 109: Es seien P(z) und Q(z) Polynome ungleich Null. Dann ist durch R(z) :=
eine rationale Funktion mit deg R = deg P — deg @) definiert.

~

Mit der Exponentialdarstellung der trigonometrischen Funktionen folgt

27 elt + e—lt e1t _ e—1t> ielt

2m
t,sint)dt =
; R(cost,sint) /0 R< 5 5

:?%R('Z—'_Zl,z_Zl) 2 dz
1/, 2 2

mit dem Integrationsweg 7(t) := e'*. Definieren wir den Integranden kurz als

ieit

-1, -1
f(z)::R<Z+2Z ,Z 22 >z_1,

dann ist f eine rationale Funktion, hat also nur endlich viele Pole. Dann gilt

n(y: 2) = 1 @ |zl <1
TE=0 |z| > 1
fiir die Umlaufzahl, und mit dem Residuensatz erhalten wir schlieflich

27 1

R(cost,sint) dt = n f(z)dz =2 Z res,(f) .
0 l2l=1 |2]<1

Man beachte, dass dieser Ausdruck wohldefiniert ist, da res.(f) = 0 fiir ein beliebiges z im
Holomorphiegebiet gilt - das Residuum ist also nur an Singularitdtspunkten nichttrivial.
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6. Residuenkalkul

Beispiel: Fiir w > 1 gilt [ w+dctost = \/uj;—l' Zur Herleitung betrachte

Tt 1 (2™ adt
/Ow—l—cost_Q/O w—l—cost_wzrebz(f)

|z|<1

mit f(z) = ! ! = 2

;w+z+§71 224220417

Dann gilt 22 + 2wz +1 = (z + w)? — (w? — 1) = (z + w+a)(z + w — a) mit a := Vw2 — 1, was
wegen der Vorraussetzung w > 1 wohldefiniert und reell ist. Ist w 4+ a > 1, dann gilt

w? — a? 1 1 1 1
w—a= = <1 = flz)=- - ;
w—+a w—+a a \z+w—a z+w-+a

also ist a — w der einzige Pol von f in D1(0) und mit resq_,(f) = 2 folgt fiir das Integral

T dt ™ ™
/0 w—{—cost_ﬁzresz(f)_g_ -1

|z|<1

6.3.2. Gewohnliche rationale Funktionen

Satz 110: Sei R(z) eine rationale Funktion mit deg R < —2. Falls R keine Pole auf R hat, so
gilt die Gleichheit

/oo R(z)dx = 2mi - Z res,(R) = —2mi - Z res,(R) .

- Sm(z)>0 Sm(z)<0

Beispiel: Betrachte fiir P(z) := z? und Q(z) := 1+ 2* das Integral

g2 s

[

o 1t V2

2

4= 1 <= 2% = 4i gerade die ungerade Potenzen der

Die Nullstellen von Q(z) sind wegen z" =
achten komplexen Einheitswurzel a = %, also a, a®, a® und a”. Durch Ableiten folgt trivial,

dass @) nur einfache Pole hat. Dann gilt
P(a) a* 1

S d ,
Q@ 1@ 1 un res,s(R)

res, (R) = = @

und damit folgt fiir den Weg des zu berechnenden Integrals schlieklich

oo g2 <1 1 >a2i7ri T
de=2mi—+ — )= a_p=".
/_0014—7;4 4a = 4a3 2a V2

Satz 111: Sei f eine meromorphe Funktion auf einer offenen Umgebung der oberen komplexen
Halbebene {z € C: Sm(z) > 0}, sodass die folgenden drei Bedingungen erfillt sind:

1. f hat nur endlich viele Pole.
2. f hat keine Pole auf der reellen R-Achse.

3. Es geht r - max|;|—p gm(z)>0 | f(2)| = 0 fiir r — oo.
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6.3. Anwendung des Residuensatzes

Dann gilt fir das Integral iber f entlang der reellen Achse

M
J\/}iinoo/_M f(x)dx =27 - Z res,(f) .

Sm(z)>0

Bemerkung: Wir wissen h1erbe1 nicht, ob [;° f )dac existiert. Betrachte etwa f(z) = L, dann
gilt aus Symmetriegriinden f Mz L dx =0, aber fo < L dx = oo fiir alle M > 0.

6.3.3. Rationale Funktionen R(z)e* ohne reelle Pole

Lemma 112: Sei R(z) eine rationale Funktion mit deg R < —1 und ohne Pole auf R. Dann
existieren die uneigentlichen Integrale

00 M 00
/ R(z)cosxdr := lim R(z) cosx dx und / R(z)sinz dz .
0 M—o0 0 0

Nach dem Beweis der Wohldefiniertheit des vorigen Integrals werden wir mit der komplexen
Exponentialfunktion und der Eulerschen Identitit die Verbindung zum Residuensatz herstellen.

Satz 113: Sei R(z) eine rationale Funktion mit deg R < —1, die auf der reellen R-Achse keine
Pole hat. Dann qilt die Identitat

/OO R(x)e dx = 27i - Z res, (R(w)e™) .

o Sm(z)>0

Beispiel: Seia > 0 gegeben, dann gilt nach dem vorigen Satz und der Residuen-Differentiationsformel
fiir Pole erster Ordnung aus Satz

oo 1 o 1 oo ix
/ gos:z:2dx:/ 7;:08:62 drx = - Re </ 726 2dz>
0o a°+x 2 ) _0*+x 2 L0 Ot
1 e? 1 e me~ ¢
= — Re | 27i - res; = — Re | 27i = .
2 e(“ res“[(eria)(z—ia)D 2 e(mZia> %

6.3.4. Rationale Funktionen R(x)e” mit einfachen reellen Polen

Wir willen nun betrachten, wie man (zumindest in erster Betrachtungsweise) iiber die Pole
selbst integrieren kann. Dazu definieren wir den folgenden Begriff.

Satz 114: Seien a < b < ¢, die Funktion f : [a,c] — C stetig und im Punkt b differenzierbar.
Dann existiert der Grenzwert

f b—e
PV/ d:p = lim </ / >
e—0+ b+e .I‘—b

wobei das ,P.V.“ fiir engl. ,principal value, d.h. fiir den Hauptwert des Integrals, steht.

Mit dem folgenden Lemma zeigen wir, dass einfache Pole nur einen endlichen Betrag zu einem
Integral {iber sie beitragen, der durch das Residuum des Pols bestimmt ist.

Lemma 115: Sei a € C ein einfacher Pol und die zugehdrige Funktion f in einer punktierten
Umgebung von a holomorph. Dann gilt fiir einen halbkreisformigen Weg ~,(t) := relt mit t €
[0,1]

lim / f(z)dz = mi-resy(f) .

r—0+ ~
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6. Residuenkalkul

g

- - - - -

-M ya-—r a+r N

—M + hi 4 hi 2 N + hi
|
|
X
: Pole T "
|
|
|

Abbildung 6.1.: Integrationsweg fiir R(x)el® mit
einem reellen Pol, der umgangen wird.
Abbildung 6.2.: Der ,Schliisselloch-Integrations-

weg'.

Damit kénnen wir nun Satz in einer verallgemeinerteren Version mit reellen Polen for-
mulieren.

Satz 116: Sei R(z) eine rationale Funktion mit deg R < —1, die auf R nur einfache Pole hat.
Dann gilt fiir den Hauptwert iber R(z)e®

P.V. /_OO R(z)e"® dx = 2mi - Z res, (R(w)ei“’) + i - Zresx (R(w)ei“’) .

Sm(z)>0 zeR

sin x
T

<3 00 2 oo Litx
/ MUY g = P.V./ ST Jr = Sm (P. v./ ¢ dx)
oo X o T o X

iw

e ei:): eiw
= Sm | 27i - E res, () + i - E res; () =Qm [Wi - Tesy <>}
w T w

Sm(z)>0 zeR

Beispiel: Wir berechnen das Integral iiber wie folgt:

=Qm(mi) =7 .

6.3.5. Rationale Funktionen und das ,,Schliisselloch-Integral

Satz 117: Sei R(z) eine rationale Funktion mit deg R < —2 wund ohne Pole auf [0,00]. Sei
Lg(z) eine Stammfunktion von % auf C\ [0, 00, also ein Zweig des Logarithmus. Dann gilt

/ R(z)dz =~ ) res.(RLg) .
0 2€C\[0,00]

Bemerkung: Falls R(—z) = R(z) gilt, so folgt [;° R(z)dz = § [ R(x)dz, diese Integrale
sind schon bekannt.

Beispiel: Wir wollen das Integral [;° 722 berechnen. Das Polynom p(z) := 1+ 2% hat die drei

0 1423
einfachen Nullstellen —1, a und a~', wobei

42



6.3. Anwendung des Residuensatzes

27 -1 -1
X z+z z—Z 1
R(cost,sint)dt = 2m - E R
; (cost,sint) T |Z‘<11resz { ( 5 3 )z }

fir R rational

/OO R(z)dx = 2mi - Z res,(R)

o Sm(z)>0

fiir R rational, deg R < —2 und ohne Pole auf R

M
lim /M f(z)dx =27 - Z res,(f)

M—o0
Sm(z)>0
fiir f mit endlich vielen Polen, ohne reelle Pole, r sup |f(z)| — 0
|2|=
oo
p. V./ R(x)e'" dx = 271 - Z res, (R(w)e™) + i - Z res; (R(w)e™)
- Sm(z)>0 z€R

fiir R rational, deg R < —1, einfache Pole auf R

/ R(z)dx = — Z res, (R Lg)
0 z€C\[0,00]
fir R rational, deg R < —2 und ohne Pole auf [0, oo|

Tabelle 6.1.: Ubersicht iiber die mit dem Residuensatz berechneten rationalen Integrale.

die sechste Einheitswurzel ist. Dann folgt fiir den Logarithmus-Zweig Lg aus dem vorigen Satz

Lg(~1) - Le(a) = Lg(a™") = Lg(~1) = =
| ——

3
e
mit (t) := ¢ fiirt € [§,n]. Falls z eine Nullstelle von p ist, gilt

P'(2)

fiir das Residuum, und damit folgt dann schliefslich fiir das zu berechnende Integral

* d L L L
—/ :z: 3 =res—q (g) —+ res, (g) + res,-1 <g>
0 1+ p p p

L) Le(-)(-%)  La(-1)+ %

3 3a? 3a—2
Lg(— 27ri
= g(3 )(1+a2+a*2)+ %(QQ—a’Q)
:271'1 —ail—i-a)—@(a— )= 2m
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7. Umkehrung von Funktion und unendliche
Partialbruchzerlegung

Nicht nur fir die Berechnung von Integralen erweist sich der Residuensatz als niitzlich, es
lassen sich auch zahlreiche funktionentheoretische Anwendungen finden. Mit dem Prinzip vom
Argument und dem Satz von Rouché lasst sich etwa die Anzahl der Nullstellen und Pole einer
Funktion durch Berechnung eines Integrals angeben. Aufterdem betrachten wir die Umkehrung
holomorpher Funktionen genauer.

7.1. Das Prinzip vom Argument

Auf die etwas eigentiimliche Bezeichnung des folgenden Satzes gehen wir anschlieffend ein, zu-
néchst folgt nun der Beweis.

Satz 118 (Prinzip vom Argument): Sei f meromorph auf dem Gebiet G mit den Nullstellen
Z1, ...y 2m und den Polen py,...,pn je nach Vielfachheit gezdhlt. Sei g holomorph auf G und
ein nullhomologer Integrationsweg in G, der durch keinen Punkt z; oder p; lduft. Dann gilt

L L0l ae =S gtz - S sty -
2mi J,, f(2) P o

Nullstellen Pole

Insbesondere gilt dann, falls v einfach geschlossen und g :== 1 ist,

1 [
2mi ), f(2)

dz = # {Nullstellen von f innerhalb v} — # {Pole von f innerhalb v} ,

ebenfalls wieder mit Vielfachheiten gezdhlt.

Bemerkung: Warum nennt man diesen Satz ,,Prinzip vom Argument‘? Dazu betrachte einen
Integrationsweg 7 : [a,b] — C, dann folgt

f'(z) | def b (v() P (fo)(t)
ﬁﬂad‘ﬂfmm”@“‘L “

(f o)(t)
def ?{ dz - (Gesamtéinderung des Arguments VOH)
pu— — ’7'[- .

f

oy 2 fo~(t) wenn t durch [a,b] lduft

7.2. Umkehrung holomorpher Funktionen

Bevor wir den zentralen Darstellungssatz fiir holomorphe Funktionen und ihre Umkehrbarkeit
beweisen, betrachten wir noch die folgenden Ausfithrungen.
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7.2. Umkehrung holomorpher Funktionen

Bemerkung: Zuerst ein kurzer Einschub: Sei f holomorph und nicht konstant auf Dg(zp) mit
R > 0. Da f nicht konstant ist, ist zo ein isolierter Punkt von f~!(wy), d.h. f(20) = wo. Wéhle
nun r > 0 so klein das wy & f(aDr(zo)) liegt, wobei diese Menge kompakt, also insbesondere
abgeschlossen ist. Also findet sich ein § > 0 mit

J(0Dr(20)) N Ds(wo) =0,

d.h. fiir |z — 29| = r gilt dann |f(z) — wo| > 6. Dann aber gilt fiir alle w € Ds(wo)

’ v . o )
h(w) : 1 & FR— {Losungen der Gleichung f(z) —w =0 m1t}

~ 2 z—zo|=r f(2) —w |z — 20| < r mit Vielfachheiten gezéihlt

nach dem Satz vom Argument. Also ist h : Ds(wy) — Ny stetig, also folglich h = h(wy) > 1
konstant. Daraus folgt quasi als neuer Beweis des Satzes [63 von Seite [25]

\\ DS(ZO) //

~ -
~ ~

Abbildung 7.1.: Darstellung der Urbilder und Umgebungen.

Korollar 119 (Gebietstreue): Sei f holomorph und nicht konstant auf einem Gebiet G, dann
ist auch das Bild f(G) ein Gebiet, also offen und zusammenhdingend.
7.2.1. Der Darstellungs- und Umkehrbarkeitssatz

Satz 120: Sei die Funktion f holomorph in einer offenen Umgebung von zg. Dann gelten:

1. Falls die Ableitung f'(20) # 0 ist, dann hat der Punkt zo eine offene Umgebung V C U,
sodass die Finschrinkung f|y injektiv und das Bild f(V') ebenfalls offen sind, sowie die
Umkehrfunktion f=1: f(V) — V holomorph ist.

2. Falls f'(29) = 0 ist, dann sei k > 2 die Ordnung der Nullstelle von f(z)—wq fiir den Punkt
wo = f(20). Dann ezistiert eine offene Umgebung V- C U wvon zy und eine holomorphe
Funktion g auf V' mit einer einfachen Nullstelle in zg, sodass

z»—>wo+zk

f(2) = f(z0) + g(2)F ~ Q/{C
f

in' V' gilt und fir alle w € f(V)\ {f(20)} existieren genau k Punkte z € V mit f(z) = w.

Topologisch betrachtet sieht die Funktion f um den Punkt zg dann lokal wie die Potenzie-
rung z — z* aus. Insbesondere ist f auf keiner Umgebung von zg injektiv. (?)
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7. Umkehrung von Funktion und unendliche Partialbruchzerlegung

Der Satz liefert uns also im Fall einer nicht verschwindenden
Ableitung - analog zum Satz von der inversen Abbildung aus der
reellen Analysis - die Existenz einer lokalen Umkehrfunktion, die
nun zusatzlich biholomorph ist.

Definition 121: Eine Abbildung f : U — f(U) heikt biholo-
morph auf U, wenn f bijektiv und holomorph ist, und auferdem
die Umkehrfunktion f=!: f(U) — U ebenfalls holomorph ist.

Halbgerade
des Blattiibergangs

Korollar 122: Sei f injektiv und holomorph auf der offenen Teil-
menge U C C, dann ist f(U) offen und die Umkehrfunktion

f~1: f(U) — U holomorph, also ist f biholomorph auf U. Abbildung 7.2.: Zweiblittrige

Ebene.

Satz 123: Sei f holomorph und injektiv auf einer Umgebung von
Dy(a) mit r > 0. Dann gilt fir alle Punkte w € f(D;(a)) des Bildes

f_l(w) 1 Zf/(a) dz

N % |z—w|=r f(Z) —w

7.2.2. Nullstellen- und Pol-Anzahlen meromorpher Funktionen

Satz 124 (Rouché): Sei v ein einfach geschlossener Integrationsweg, U := int(y) der von ~y
umrandete Bereich und f sowie g meromorph auf einer Umgebung von U, sodass keine Null-
stellen oder Pole auf Sp(7y) liegen. Seien dann die Anzahlen

N¢, Ny := # {Nullstellen von f bzw. g in U}
Py, Py := #{Pole von f bzw. g in U}

definiert. Falls fiir alle z € Sp(vy) die Ungleichung |f(z) + g(2)| < |f(2)| + |g(z)| erfillt ist, so
gilt Ny — Py = N, — P,.

In praktischen Anwendungen des Satzes von Rouché sind f und g oft holomorphe Funktionen
(also polfrei) und es gilt |f + g| < | f| auf Sp(y), sodass Ny = Ny gilt.

Beispiel: f(z) := 22% + 1 hat genau zwei einfache Nullstellen in D;(0). Wieviele Nullstellen
aber hat g(z) := az" — 222 — 1 fiir a € C und n > 17 Fiir |z| = 1 gilt

def
f(2) +9(2)| = |az"| = |a] .
AuBerdem wissen wir |f(z)| > |22%| — 1 =1, von g ist aber nur das triviale |g(z)| > 0 bekannt.
Ist la| < 1, so gilt |f + g| < |f| auf 9D1(0). In diesem Fall hat g auch genau zwei Nullstellen in
Dq(0), wie iiblich mit Vielfachheiten gezahlt.

7.3. Unendliche Partialbruchzerlegung

Wir wechseln nun von den holomorphen und meromorphen Funktionen zum Thema der unend-
lichen Partialbruchzerlegung, was uns unter anderem eine Reihenentwicklung der Tangens- und
Cotangens-Funktion liefern wird.
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7.3. Unendliche Partialbruchzerlegung

7.3.1. Holomorphe Funktionenfolgen

Bevor wir mit der unendlichen Partialbruchzerlegung beginnen, fiihren wir ein paar Sétze iiber
die Konvergenz holomorpher Funktionenfolgen ein.

Satz 125: Seien {f,}nen holomorphe Funktionen auf einer offenen Menge U C C, die auf U
gleichmdpig gegen f konvergieren. Dann ist auch die Grenzfunktion f holomorph.

Definition 126: Seien f und {f,}n,en Funktionen auf einer offenen Teilmenge U C C. Die
Folge {fn}nen konvergiert lokal gleichméfRig gegen f auf U, wenn die folgenden zwei
aquivalenten Bedingungen erfiillt sind:

1. Jedes z € U besitzt eine Umgebung V' C U, auf der {f,}nen gleichméfig gegen die
Grenzfunktion f konvergiert.

2. Die Funktionenfolge { f,, }nen konvergiert auf jedem kompakten K C U.

Damit konnen wir nun den Satz von Weierstrals beweisen, der die
Konvergenz der hoheren Ableitungen einer Funktionenfolge liefert.

Satz 127 (Weierstraf3): Seien { f, }nen holomorphe Funktionen auf
der offenen Teilmenge U C C, die lokal gleichmdfsig gegen eine Funk-
tion f konvergieren. Dann ist die Grenzfunktion f ebenfalls holo—
morph und fir alle k > 0 konvergiert die Ableitungsfolge fn — f)
ebenfalls lokal gleichmdfsig.

7.3.2. Partialbruchzerlegung von (-~ )2

Sm 7wz

oo

Was fiir eine Funktion ist beispielsweise f(z):=) " G 1n)2 mit  Apbildung 7.3.: Kreise.
z € C\ Z? Fiir die Konvergenz der Reihe brauchen wir nur die Ma-
jorante Y 07 ; n™2 < oo zu betrachten, Y, ., = )2 konvergiert also
absolut fiir alle z € C\ Z und gleichméfig auf allen beschriankten
Teilmengen von C \ Z, also ist f zudem auch stetig.
Betrachten wir, wie sich f bei Verdnderung des Wertes verhélt. Fiir die Funktion gilt

f(Z+1)delezzl2:Z(2_1n)deff()

2
nez ((Z + 1) - n) nez (Z B (n B 1)) nez
also ist f auch 1-periodisch. Ist f also eine besondere trigonometrische Funktion?

Satz 128: Fiir die Funktion f(z) := > >° %n)Q gelten die folgenden beiden Figenschaften:

n=—00 (z
1. f st holomorph in (C\Z und hat Pole zweiter Ordnung in jedem z € Z C C. Der Hauptteil
von f mnEZzst(

z—n)2 "’
2. Fir |Sm(z)| = oo geht f(z) — 0 bzw. prdziser formuliert geht sup,cg | f(x +iy)| — 0 fir
ly| = oo mit y € R.

Wir suchen nun nach bekannten Funktionen, welche ebenfalls die Eigenschaften des obigen
Satzes erfillen. Diese sind dann sicherlich gute Kandidaten fiir die von der Reihe Zn__ 0 (@ ln)2
dargestellte Funktion.

Satz 129: Die Funktion f(z) := (@)2 gentigt den Eigenschaften des vorigen Satzes.

Im folgenden Satz stellen wir nun die bereits zu erkennende Gleichheit des inversen Sinus-
quadrats und der zuvor betrachteten Reihe genau fest.

Satz 130: Es gilt (Sm(m))2 =3 Z+n Gy fir alle z € C \ Z.

n—=
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7. Umkehrung von Funktion und unendliche Partialbruchzerlegung

7.3.3. Partialbruchentwicklung des Kotangens und Tangens

Betrachte nun die Ableltung cot/(z) = def (COS) (2) =

Sin
Stammfunktion von ( sm?ﬂ D)

— 1L dann ist —m cos(rz) offenbar eine
sin®(z)’

Satz 131: Es gilt fiir die Kotangens-Funktion 7 cot(mwz) die Partialbruchzerlegung

1 = 2z
7Tcot7rz 7+ Z < >:z+zz2—n2'

nez\{0} n=1

Aus dieser Partialbruchentwicklung der Ableitung der Kotangens-Funktion kénnen wir durch
die Verschiebung cos(mz) = sin (7(z + 1)) der trigonometrischen Funktionen auch eine Partial-
bruchentwicklung des reziproken Kosinus-Quadrats in der Form

n—=—

erhalten. Aus der unendlichen Partialbruchzerlegung des Kotangens lésst sich durch

oo (4 3) ] = SEEEAL SR e

eine Partialbruchzerlegung bzw. Reihendarstellung des Tangens als

> 1 1 > 2z
tan(mz) = — — - _
e (77) Z (Z_i_n_i_% n_{_%) ZZQ_(TL_’_%)Q

n=-—00 n=0

finden. Im letzten Schritt wurde von der doppelt unendlichen Reihe jeweils wieder der n-te und
(—n)-te Summand, also

1 1 n 1 1 L 2z
z+n+% n—l—% z—n—l—% —n—i—% zQ—(n—F%)Q

und analog fortgesetzt, zusammenfasst. Auferdem gilt die Gleichheit

def COSZ  Sinz 1 2
cotz+tanz = — + = — = —
sinz cosz sinzcosz @ sin2z

aus der wir wiederum die Identitat

Kotangens Tangens
2T TZ > z
- zwcot( >+7rtan< ) f—i- -
() 2 ST LT
P R— 4z > 4z
_;"’_222_(2”)2 _222—(2714-1)2
n= n=0
o
s -
sin(7z) + Z — n2

erhalten. Durch Addition von 7 erhélt man daraus wieder die entsprechende Entwicklung des
Kosinus.
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7.3. Unendliche Partialbruchzerlegung

2 2
<51n(7r2)> B % (z+n) (cos(wz)) N 7% m
> 2z
mweot(mz) = — + Z - = Z %3
neZ\{0} ~ =0
1 1 1 = 2z
mtan(mz) = — + _ — &
z nze:zz—i-n—i-é n+ 3 nz:()z?—(n—i—é)z
T i(_l)ni T _ i(_l)HQ—Z
sin(mz) o 22 — n2 cos(mz) — 22— (n+1)2

Tabelle 7.1.: Ubersicht iiber die hergeleiteten Partialbruch- und Taylor-Entwicklungen.

7.3.4. Bernouilli-Zahlen und die Dirichlet-Reihe

Das Ziel soll es nun sein, eine allgemeine Formel fiir Reihen der Form ¢(2k) := > ", n—%k mit
k € N\ {0} zu gewinnen. ((z) ist in der obigen Definition auch als Dirichlet-Reihe bekannt,
eine holomorphe Fortsetzung auf C\ {1} als Riemannsche Zeta-Funktion. Zur Vorbereitung
benotigen wir zunéchst noch die Bernouilli-Zahlen. Dazu sei die Funktion

z 1
z_ 1 o 1 _n-1
€ 1 Zn:l nl?

definiert, die einfache Pole bei 27ik mit k& # 0 hat. Betrachte allgemein die Rechnung

9(2) ==

1L _a-141_ 1 U
i1 l—a l1-a L1 a-1"
a a
und setze dann a := e ?, dann gilt offenbar e*zl—l + 5 =—1und —g(—z) + g(z) = —z. Sei

nun g(z) = Y 2 anz" die Taylordarstellung, die fiir |z| < 27 konvergiert. Dann gilt

o0
—z=yg(2) —g(-2) =2 Z agn 12",
also ist a1 = —5 und alle anderen as,+1 = 0 fiir n > 1. Es gibt also nur eine ungerade

Bernouilli-Zahl, die nicht verschwindet. Die ,nullte“ Bernouilli-Zahl erhilt man durch Be-
rechnung von des Grenzwerts z — 0, was ag = 1 liefert. Damit folgt
2n>

< ? BQn 2 e —1 ad

=1-7 = 1_7 E:

o1 2+Zl<2n>!z (= =
12,furz gﬂtO—b—kéi2 ﬁ""%{)

52
<:>1=<1—|— —|—§—|— )(1—2—|—az2+bz4—|—...).

Die Koefﬁzienten von 22 sind 0 = a — 1 + <— a= <—

b= —720 Verfolgt man dieses rekursive Pr1nz1p weiter, so erhélt man
1 1 1 1 5 671
By=-, Byj=——, Bg=-—, Bg=——, DBig=— =
2= 5 4 30’ 6= o 8 30’ 10= 560 12 2730
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7. Umkehrung von Funktion und unendliche Partialbruchzerlegung

Im Allgemeinen sind alle Bernouilli-Zahlen rational, da sie aus Summen und Produkten ra-
tionaler Zahlen entstehen. Der Konvergenzradius iiber eine , Bernouilli-Potenzreihe” "7 | By, 2"
ist beschrénkt, da sup,,cy |Ban| = oo gilt, d.h. die Bernouilli-Zahlen sind unbeschrénkt.

7.3.5. Bernouilli-Zahlen als Kotangens-Taylorkoeffizienten

Um nun mit den Bernouilli-Zahlen zu einer Taylorreihen-Darstellung der Kotangens-Funktion
zu gelangen, betrachte noch einmal die Ausgangsfunktion

L B :
cot o def COSW _ ;e 4e™™) w4l :i<1+ 2 1)

= . L =i .
sin w % (elw - e—lw) e2w _ 1 2w
= weotw = iw + o = iw + g(2iw)
wcot w = iw ein_l—lw g(2iw
mit g(2) dof S =1-5+>02 17 = 227", sodass man schlieflich

. 2w o~ Ban . o -
weotw =iw+ [ 1 - — + (2iw) zl—i—z
n=1

Ebn n n
2 2 (2n)] TR (2w)’

(

B%l

< mzceot(mz) =1+ Z —1)"(27r)2”22"

erhélt. Andererseits haben wir fur Tz cot(7rz) aber auch die Gleichung

oo
1
mzcot(mz) = 14 222 E -5
22—n
k=1

in Satz hergeleitet, die wir durch Zerlegung der Summanden {iber die Identitét
1 1 1 1 ( >2k
2 _ 02 27 a2 2 o
RSO T = A

auch als geometrische Reihe schreiben konnen, sodass wir fiir 7z cot(7z) damit
[e.e] [e.e]
1 2\ 2k
— 2 _ Z
mzcot(mz) =1+ 22 Z [ 5 (n) ]
n=1 k=0
erhalten. Fiir r € [0, 1] und r = |z| folgt
11 = 1
ZnQZ( )" ZW B
k=1 n n=1

also konvergiert die Reihe absolut. Nach dem Riemannschen Umordnungssatz diirfen wir dann
die Summationsreihenfolge der Glieder vertauschen, womit wird

e e 22 VA 2 k’+1 0 e yA 2n
chot(wz)zl—QZZﬁ(ﬁ) _1—222( ) —222@)
n=1 k=0 n=1 k=0 n=1k=1
(=1 - By 277)2”
=1-2 — | =1-2 "+17” n
=2
¢(2n)
erhalten, wobei wiederum die Gleichheit ((2n) = dof Py an = (—1)”“%2”73)!2” verwendet

wurde.
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8. Elliptische Funktionen

Im Folgenden wollen wir nun elliptische Funktionen studieren, um damit Integrale, wie etwa
1( ) dx, zu berechnen. Umkehrfunktionen sind ein weiteres Beispiel fiir elliptische Funktio-
€T

He%{fi

8.1. Gruppentheoretische Vorbereitungen

Dazu werden wir eine leicht abgewandelte Definition einer meromorphen Funktion (vgl. Defini-
tion 91| auf Seite verwenden, die aber dquivalent zu der alten Definition ist.

Definition 132: Definiere C := CuU{oo} als Abschluft der komplexen Zahlen, dann nennen
wir eine Funktion f: U\ A — C mit Polen in der diskreten Menge A, also f(z) =00 €C fir
alle z € A, meromorph auf C, sodass wir auch f : C — C schreiben kénnen.

Definition 133: Zu einer beliebigen Funktion f heift w € C die Periode von f, falls f(z +
w) = f(z) fiir alle z € C gilt.

Beispiel: f(z) := e* hat die Periode w := 2.

Elliptische Funktionen haben mehrere (genauer gesagt zwei) unabhéngige Perioden - dies
definieren wir spater prazise. Wir werden daher nun die gruppentheoretischen Eigenschaften
studieren, die damit einhergehen.

Definition 134: Sei V ein reeller Vektorraum. Eine Teilmenge €2 C V heiftt Untergruppe
von V, falls die folgenden drei Bedingungen gelten:

1. Die Null ist enthalten: 0 € Q.
2. Additive Inverse sind enthalten: w € Q) = —w € Q.
3. Summen sind enthalten: wq,wy € Q@ = w1 + wy € Q.

Folglich bildet - wie der Name schon andeutet - dann die Untergruppe wieder eine neue
additive Gruppe.

Satz 135: Sei f meromorph auf C und nicht konstant. 0 sei die Menge aller Perioden von f.
Dann ist Q eine diskrete Untergruppe von C.

Satz 136: Jede diskrete Untergruppe € eines endlichdimensionalen reellen Vektorraums V ist
abgeschlossen.

Definition 137: Sei{) C V eine diskrete Untergruppe des endlichdimensionalen R-Vektorrausm
V. Dann sei der Untergruppen-Rang Rang({2) die maximale Anzahl der unter R linear un-
abhéngigen Elemente €2, die der Dimension des kleinsten linearen Unterraums von V' entspricht,
der Q) enthélt.
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8. Elliptische Funktionen

Nach dem wir durch den Rang ein Aquivalent zur Dimension fiir eine diskrete additive Un-
tergruppe definiert haben, zeigen wir nun, dass es eine ,,Basis“ aus Elementen gibt, deren ganz-
zahlige Linearkombinationen gerade die Untergruppe erzeugen.

Beispiel: 7™ x {0} C R™ mit m < n hat Rang(Z™ x {0}) = m.

Satz 138: Sei Q C V eine diskrete Untergruppe, Q@ # {0} und V endlichdimensional. Es
bezeichne r := Rang(Q2). Dann ezistieren wy, ... ,w, € §), sodass

,
Q= anwj:nl,...,n,« e
j=1
gilt, d.h. Q wird von endlich vielen Elementen durch ganzzahlige Vielfache erzeugt.

8.2. Elliptische Funktionen und ihre Eigenschaften

Nachdem wir nun alle wichtigen Eigenschaften einer diskreten Untergruppe gezeigt haben, kon-
nen wir allgemein ein Gitter definieren.

Definition 139: Eine diskrete Untergruppe 2 C V' mit Rang(Q) = dim Vg < oo heiftt Gitter.
Beispiel: 7" C R” ist ein Gitter.

Definition 140: Sei ) C C ein Gitter. Unter einer elliptischen Funktion zum Perioden-
gitter Q) verstehen wir eine meromorphe Funktion f auf C, sodass f(z + w) = f(z) fiir alle
z € Cund w € Q gilt.

Da dimg C = 2 ist, konnen wir eine elliptische Funktion auch als ,zweidimensional-periodische’
Funktion betrachten, d.h. die Funktion hat zwei verschiedene, linear unabhéngige Perioden.

Nun leiten wir einige elementare Eigenschaften elliptischer Funktionen her. Zuerst stellt sich
die Frage, welche elliptischen Funktionen wir schon kennen?

Satz 141: Fiir jede meromorphe Funktion f auf C sei Qy die Menge der Perioden von f. Dann
gilt insbesondere

Qgin = Qeos = 277 Qian = Qeot = 72 und Qexp = 2miZ
diese Funktionen sind deswegen nicht elliptisch (da nur ,eindimensional-periodisch®).

Von jetzt an wihle das Gitter 2 C C mit dem Erzeugen-
densystem {wy,wo}, d.h. es gilt @ = {mw; + nws : m,n € Z}.
/ / f elliptisch bedeutet hier f(z + w) = f(z) fiir alle z € C und

konstant.

w € Q.
/w1 /w1 + w2
/O / Satz 142: Jede auf C holomorphe elliptische Funktion ist
, s
/ /

7
Folglich kommen als ,interessante elliptische Funktionen

Abbildung 8.1.: 2D-Gitter. nur noch meromorphe Funktionen mit unendlich vielen Sin-
gularitidten in Betracht und nach Satz[92] sind diese dann ins-
besondere nicht rational.
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8.3. Die WeierstraBsche elliptische Funktion

Satz 143: Sei P := {tjw + tows : t1,t2 € [0,1[} ein halboffener Gitterquadrant und f eine
elliptische Funktion mit den Polen aq,...,ar € P. Dann ist

M=

resy,; (f
J=1

Korollar 144 (Liouville fiir elliptische Funktionen): Hat f im halboffenen Gitterquadran-
ten P hdchstens einen einfachen Pol, dann ist die Funktion f konstant.

Definition 145: Eine w-Stelle von f mit der Vielfachheit £ > 1 ist eine Nullstelle der
Differenzfunktion f —w der Ordnung k.

Satz 146: Fulls f eine nicht konstante elliptische Funktion und c € C ist, dann gilt
# {Pole von f in P} = # {c-Stellen von f in P}

fiir P := {tiw1 + taws : t1,t2 € [0, 1]}, jeweils mit Vielfachheit gezdhlt.

8.3. Die Weierstrallsche elliptische Funktion

8.3.1. Konstruktion und Laurent-Entwicklung

Gibt es denn nun iiberhaupt irgendwelche elliptische Funktionen?
Holomorphe Funktionen haben wir bereits ausgeschlossen und es
verbleiben nur noch meromorphe Funktionen, die nicht rational
sind. Mit der im letzten Kapitel besprochenen unendlichen Par-
tialbruchzerlegung werden wir nun eine elliptische Funktion kon-
struieren und spéter dann zeigen, dass diese Wahl sehr natiirlich
ist. Betrachten wir dazu die Reihe

1
f(z) = % (2 —w)k Abbildung 8.2.: Gitterquadrant.
w

fiir ein passendes k € N. Zunéchst kiimmern wir uns um das Konvergenzverhalten dieser Reihe.
Lemma 147: Die Reihe Zweﬂ\{o} ﬁ < o0 konvergiert genau dann, wenn s > 2 ist.

Satz 148: Fiir k > 3 konvergiert die Reihe ), q = )k gleichmdfSig auf beschrankten Teil-
mengen von C\ Q und stellt zugleich eine elliptische Funktion dar.

Wir sind mit der Reihe also schon nahe an einer brauchbaren Losung, aber noch nicht ganz.
Zunéchst gilt fiir die Ableitung dieser Funktion gilt nach den elementaren Differentiationsregeln

d 1 d
e m=2dz =) —hz-w ——’fz o)

wef we we wes

Fiir Ableitung des Falls k& = 2 sind alle Residuen von —23% ¢ [E=nL gleich Null, also hat
diese Funktion eine Stammfunktion, die wir @(z) nennen - die \Ngelerstraﬁsche elliptische
Funktion. Allerdings haben wir zwei Schwierigkeiten:

1. Wir miissen eine andere Formel fiir p finden, denn ) o, ﬁ konvergiert nicht absolut.
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8. Elliptische Funktionen

2. Wir miissen explizit zeigen, dass die Stammfunktion p(z) elliptisch ist.

Ist eine Funktion f elliptisch, so auch ihre Ableitung f’. Dazu betrachte einfach

d

o'z +w) —¢'(z) = 9z +w) —p(2)) =0,

dann folgt wegen dem Zusammenhang von C\ 2, dass p(z+w) —p(z) = C,, konstant sein muss.
Satz 149: Die Weierstrafische elliptische Funktion ©(z), definiert durch die Reihe
1 1 1
=5+ T (mmora)
we\{0}
st eine elliptische Funktion.

Als néchstes wollen wir nun zeigen, dass das Ableitungsquadrat (p’ (z))2 ein kubisches
Polynom in p(z) ist.

Satz 150: Es gilt fiir die Ableitung der Weierstrafischen elliptischen Funktion
2 3
(¢'(2))" = 4(p(2))" — g20(2) — g3 ,
wobei die Weterstrafischen Invarianten g und gs tber das Gitter  gegeben sind durch

1 1
go := 60 Z o und gs := 140 Z 5
weQ\{0} weQ\{0}

8.3.2. Alternativer Zugang durch Differentialgleichungen

Wir kénnen die soeben bewiesene Beziehung zwischen der Weierstrafsschen elliptischen Funktion
©(z) und ihrer Ableitung auch als Differentialgleichung auffassen, zu der dann gerade p die
Losung ist. Zunéchst beweisen wir jetzt den folgenden Darstellungssatz.

Satz 151: Es gilt (p’(z))2 = 4(p(2) —e1) (p(2) — e2) (p(z) — e3). Die e; = p(p;) sind die
Funktionswerte der Nullstellen p; der Ableitung ¢'(z) im ublichen Gitterquadranten.

Damit haben wir die zweite Form der Weierstrass-Differentialgleichung bewiesen. Mit ihr
erhalten wir die folgenden Beziehungen zwischen den elliptischen Invarianten go und g3 sowie
den Funktionwerten e;.

Abbildung 8.3.: Plot des Real- und Imaginérteiles sowie des Absolutbetrags der Weierstrakschen ellip-
tischen Funktion fiir die Invarianten g = 4 und g3 = 0.
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8.4. Elliptische Funktionen von elliptischen Integralen

Korollar 152: Es gilt 4(z—e1)(z—e2)(2—e3) = 423 —goz+g3 fiir alle z, was zu e;+ea+e3 = 0,
4(eres + ezes + ezer) = —go und dejeses = gs dquivalent ist.

Definition 153: Von einem Polynoms p(z) := (z — A1) - -+ (z — Ag) ist die Diskriminante als
das Produkt A := [T, ,(A; — Ai)? definiert.

Beispiel: Sei p(z) == 22 +az +b = (z — A\ )(z — A\_) mit Ay := —eEva=db W’, sodass fiir die
Differenz Ay — A\_ = v/a? — 4b und damit A = (A, — A\_)? = a® — 4b folgt.

Proposition 154: Fiir p(z) := 2% + az + b ist die Diskriminante A = —4a® — 27b°. |
Korollar 155: Fiir das Polynom z* — 22z — % ist A # 0, also wegen 0 # 4(—%) + 27(—%”)2
dann g3 # 2743. 0

8.3.3. Elliptischer Funktionen als rationale WeierstralB-Funktionen

Der folgende Satz liefert nun eine wichtige Eigenschaft elliptischer Funktionen, welche die Be-
deutung der Weierstrafischen elliptischen Funktion unterstreicht.

Satz 156 (Form elliptischer Funktionen): Jede elliptische Funktion ist eine rationale Funk-
tion von o und ¢’.
8.4. Elliptische Funktionen von elliptischen Integralen

Nehme an, dass w; € R und wy € iR sind. Dann ist ein w genau dann im Gitter €2, wenn auch
w € () gilt. Fiir dieses spezielle Gitter folgt dann fiir die Weierstrafssche elliptische Funktion

=g+ 3 (emap )

weQ\{0}
— W=zt ¥ (goop-m) = 9O

Also ist p(z) € R fir x € R. Nun wissen wir, dass die Nullstellen der Ableitung ¢’ in P
die Punkte p; := %}, pp =% und p3:= ““$“2 sind, wobei wir wieder e; := p(p;) setzen.

Insbesondere ist ©'(z) # 0 wenn z € )0, [ gilt.
Da die Weierstrafs-Funktion o in Null einen Pol hat, gilt p(z) — oo wenn z — 0 lauft. Fiir
x €]0, %[ ist also p/(x) < 0. Aus der strengen Monotonie folgt dann die lokale Darstellung

o (@) = —\/4(p(@))* = g20(x) — g5 -

Abbildung 8.4.: Die 7-Gitter-Funktion des Beweises.

95



8. Elliptische Funktionen

Die Einschrénkung phu%[ 110, %[ — Je1, oo[ ist fallend und bijektiv. Sei g :e1, co[ —]0, %[
die zugehorige inverse Funktion. Fiir u € ]ey, oo[ und z := g(u) gilt dann

1 1
g'(u) = == =

/b du B
p’(x) VAau? — gou — g3 a \4a? — gou — g3

Nach dem Lehrbuch von Fischer & Lieb sind fiir jedes reelle Polynom vom Grad 3 oder 4 mit

getrennten Nullstellen die Umkehrfunktionen von [ \/% dx Einschrankungen von elliptischen
x

g(b) — g(a) .

Funktionen.
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9. Geometrische Funktionentheorie und
biholomorphe Abbildungen

Nachdem wir in den vorigen Kapiteln viele Ergebnisse durch technische Manipulationen erlangt
haben, werden wir diese nun geometrisch interpretieren. Der entscheidende Schritt dabei ist, dass
wir uns von der Vorstellung der komplexen Zahlenebene l6sen und stattdessen die Riemannsche
Zahlenkugel untersuchen. Auf ihr untersuchen wir dann die Wirkung linearer Transformationen
- nicht zu verwechseln mit linearen Abbildungen!

9.1. Von der Zahlenebene zur Zahlenkugel

Zuerst konstruieren wir nun diese Zahlenkugel. Dazu fiigen wir in die komplexe Zahlenebene den
fehlenden oco-Punkt ein, mit dem wir meromorphe Funktionen, wie schon im vorigen Kapitel,
eleganter darstellen kénnen.

Definition 157: Betrachte C := CU {oo} als Menge. Seien a; : C — C mit j = 0,1 durch

r .
ap(z) =2 und  ai(z):= { 1 0 240

oo : z=0

definiert. Eine Teilmenge U C C heift offen, falls die beiden Urbilder aj_l(U ) C fiir j=0,1
offen sind. Dies definiert eine Topologie auf C.

Eine offene Umgebung von oo ist somit eine Menge der Form ¢ \ K, wobei K C C C C
kompakt ist. Es gilt daher die Zerlegung C = ao(D) U ay(D), wobei D der Abschluss der
offenen Einheitskreisscheibe D := {z € C: |z| < 1} ist.

Betrachte nun die stereographische Projektion ¢ : S? — C. Ist N der Nordpol der 52,
dann setze ¢(N) := oo. Formal ist die Projektionsabbildung durch

1
0:S*\{N}cR}—C (1‘1,1‘2,1‘3)’—)1 (1 + ixg)

— 23
gegeben. Betrachtet man das Betragsquadrat dieser Abbildung im Nordpol, so gilt

PO ks R L
(1 — 173)2 (1 — .%'3)2 1-— T3

— 00

fiir z — N, und damit folgt die Stetigkeit von ¢ im Nordpol N, also ist ¢ iiberall stetig. Man
kann leicht zeigen, dass ¢ auch bijektiv und ¢! ebenfalls stetig ist, also ist ¢ ein Homéomor-
phismus zwischen der 2-Sphére und dem Abschluss der komplexen Ebene C.

Definition 158: Durch die Umkehrung der Projektion erhalten wir die sogenannte Riemann-
sche Zahlenkugel.
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9. Geometrische Funktionentheorie und biholomorphe Abbildungen

Betrachte nun die %—Inversionsabbildung, die wir durch

% z € C\ {0}
Z oo : z2z=0
0 Z =00

auf C erweitern. Bei dieser Definition ist % eine bijektive Selbstabbildung C — @, bei der die
zwei Hemisphéren der Riemannschen Zahlenkugel vertauscht werden, bzw. praziser ausgedriickt
eine 180°-Rotation um die Achse durch 41 geschieht.

9.2. Lineare Transformationen

Wir werden nun Funktionen der Form f(z) := gjig mit a,b,c,d € C und ¢, d nicht beide Null
betrachten. f ist hier genau dann konstant, wenn ad — bc = 0 ist, also die Determinante der

Koeffizientenmatrix (‘C‘ Z) verschwindet.

Definition 159: Sind ad — bec # 0, dann heifst f(z) = gjig lineare Transformation oder
auch Mobius-Transformation.

Wir nehmen ab jetzt stets an, dass ad — bec # 0 gilt.

9.2.1. Grundlegende Eigenschaften und Gruppenstruktur

Satz 160: Jede lineare Transformation definiert einen Homdomorphismus ¢ —C.

Definition 161: Die Menge GL3(C) := {A € Max2(C) : det A # 0} enthélt alle 2 x 2-Matrizen,
die invertierbar sind.

Fiir eine Matrix A := (‘CLZ) € GLy(C) setze fa(z) := ijr's

Satz 162: Fir die von Matrizen Ay, As € GLo(C) induzierten linearen Transformationen gelten
die folgenden Zusammensetzungsregeln:

1. faya,(2) = fa, © fas(2).
2. fa, = fa, <= es gibt ein A € C\ {0} mit NA; = As.

+1

Abbildung 9.1.: Eindimensionale = Darstellung
der stereographischen Projektion. 0

Abbildung 9.2.: Die Riemannsche Zahlenkugel.
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9.3. Spezielle Typen linearer Transformationen

9.2.2. Fixpunkte, Eindeutigkeit und Konstruktion

Satz 163 (Fixpunkte): Sei f(z) := az“’ mit ad — be # 0 nicht identisch der Identitit. Dann
hat die Selbstabbildung f : ¢ —C¢C genau einen oder zwei Fizpunkte.

Korollar 164 (Eindeutigkeit): FEine lineare Transformation T : C — C ist durch Angabe
der Bilder dreier verschiedener Punkte in C eindeutig bestimmd.

Mit der Eindeutigkeit und den Fixpunkten zeigen wir nun in zwei Schritten, dass wir durch
Vorgabe von drei Punkten eine lineare Abbildung vollstdndig spezifizieren kénnen.

Lemma 165: Seien z1, 29,23 € C verschieden. Dann ezistiert genau eine lineare Transforma-
tion S mit S(z1) =0, S(z1) =1 und S(z3) = 00

Den im Beweis eingefiihrten Begriff notieren wir im weiteren Verlauf folgendermafsen.

Definition 166: In der Notation des vorigen Satzes definieren wir das Doppelverhéltnis als
DV(z; 21, 29, 23) = S(z) fiir z € C mit der Abbildung S aus dem Satz.

Damit konnen wir nun den Existenzsatz einer linearen Transformation ein weniger verallge-
meinern.

Satz 167 (Existenz): Sind (z1,22,23) und (w1, ws,ws) zwei Tripel verschiedener Punkte in
C, so existiert genau eine lineare Transformation S mit S(z;) = w; fir j =1,2,3.

Interessanterweise ist das Doppelverhéiltnis invariant unter linearen Transformationen, wie
der folgende Satz zeigt.

Satz 168: Secien z1, 29,23 € C verschieden und z € C. Dann gilt fiir alle linearen Transforma-
tionen S die Gleichheit DV (z; 21, 22, 23) = DV (S(2); S(21), S(22), S(z3)) -

9.3. Spezielle Typen linearer Transformationen
Nachdem wir nun eine Sammlung von allgemeingiiltigen Aussagen fiir lineare Transformationen
haben, betrachten wir im Weiteren die drei folgenden lineare Transformationen

1. Drehstreckung: z — az
2. Translation: z — 2z + b

3. Inversion: z — %

9.3.1. Zerlegung in Drehstreckung, Translation und Inversion

Wir der néchste Satz zeigt, erhalten wir allein aus diesen drei Abbildung bereits durch Kombi-
nation sdmtliche linearen Transformationen.

Satz 169: Jede lineare Transformation ist eine Zusammensetzung von Drehstreckung, Trans-
lation und Inversion.

Nun kommen wir zu der entscheidenden geometrischen Interpretation der linearen Transfor-
mationen.

Satz 170: Lineare Transformationen fihren Geraden und Kreislinien in Geraden und Kreisli-
nien tber, wobei hier eine Gerade hier die Punktmenge {Gerade in C} U {oo} bezeichnet.

Beispiel: Die komplexe Gerade G := {% +iy:y e R} wird von z +— % auf den Kreis ‘z — %‘ =
% abgebildet.
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9. Geometrische Funktionentheorie und biholomorphe Abbildungen

. zn—>% . !
- - - - — - - -— - _— - - - - - - >

|

| |
| |
| |
Y Re(z) =1 v

Abbildung 9.3.: Beispiel fiir die Uberfiihrung einer Gerade in einen Kreis.

9.3.2. Geometrische Interpretation

Korollar 171: Durch drei verschiedene Punkte z1, 22,23 € C geht genau eine Kreislinie oder
Gerade.

Satz 172: Sei K die Gerade bzw. Kreislinie durch drei verschiedene Punkte z1, 2o, z3 € C und
T(z) = DV(z; 21, 22, 23), dann gilt T(K) =R U {o0}.

Sei Hy := {2z € C:+£SQm(z) > 0} die obere oder untere Halbebene. In der Situation des

vorigen Satzen sind T~ (Hz) die Zusammenhangskomponenten von C \ K.

Beispiel: Finde eine lineare Transformation T, die den Kreis D := {z € C: |z| < 1} auf die
obere Halbebene Hy abbildet. Wihle dazu die drei Punkte z1 := 1, 29 := i und z3 := —1 im
Rand von D, dann gilt

IS

—1
. def <z+1> d—z
T(z) :=DV(z1,i,-1) = =
(2) (2,1,i,-1) (ﬂ) 11_|_Z
i+1
und wegen T'(0D) = R U {oo} bildet T' die Kreisscheibe D entweder in die obere oder untere

Halbebene ab. Wihlen wir nun etwa 0 € D, dann gilt T(0) =1 € H,, also bildet die Abbildung
in die obere Halbebene ab. Dariiber hinaus definiert T aufserdem eine biholomorphe Abbildung.

9.4. Die Automorphismengruppe

9.4.1. Holomorphe, meromorphe und biholomorphe Abbildungen

In Definition auf Seite [57 hie eine Teilmenge U C C offen, falls entweder U C C offen oder
U =C\ K mit K C C kompakt ist.

Definition 173: Sei U C C offen. Eine Abbildung f : U — C heift holomorph in C, falls
fiir alle z9 € U gelten:

1. Falls zp € C und f(29) € C, so ist f(z) holomorph um z.
2. Falls zp € C und f(z9) = o0, so ist ﬁ holomorph um zg.
3. Falls zg = 0o und f(zg) € C, so ist f(%) holomorph um 0.

4. Falls zp = oo und f(zp) = 00, so ist ﬁ holomorph um 0.
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9.4. Die Automorphismengruppe

Diese Definition ist zwar nicht sehr elegant, aber es lasst sich einfacher damit arbeiten.

Satz 174: Sei U C C offen. Fine meromorphe Funktion auf U ist dasselbe wie eine holomorphe
Funktion f : U — C, wo f~'(co) diskret ist.

Satz 175: Die holomorphen Abbildungen C — C sind genau die rationalen Funktionen.

Definition 176: Seien U,V C C offen. Eine bijektive Abbildung f : U — V heifit biholo-
morph oder konform, falls f und f~! beide holomorph sind.

9.4.2. Die Gruppe der Selbstabbildungen und linearen Transformationen

Wir betrachten nun, wie die Gruppe der Automorphismen auf der Riemannschen Zahlen, der
Halbebene und der Einheitskreisscheibe aussieht.

Definition 177: Die Gruppe der Selbstabbildungen bzw. Automorphismengruppe sei
Aut(U) = {Biholomorphe Abbildungen U — U'}.

Satz 178: Fir die Gruppe der Selbstabbildungen gelten folgende Figenschaften:
1. Auf C ist Aut(C) die Gruppe der affin-linearen Abbildung z — az + b.
2. Auf C ist Aut(C) die Gruppe der linearen Transformationen.

Nun zu der Automorphismengruppe der Einheitskreisscheibe. Dazu benétigen wir die Aussa-
gen des folgenden Satzes.

Satz 179 (Schwarz): Sei f : D — D holomorphe Funktion mit f(0) = 0. Dann gelten
1. |f(2)| < |2| fiir alle z € D,
2. 17O < i =1.

Gilt statt kleiner gleich in den obigen Abschdtzungen explizit die Gleichheit, also |f(2)| = z und
|f(0)] =1 fir irgendein z € D, so ist f eine Rotation f(z) = \z.

Fiir alle a € D setzen wir im Folgenden ¢ (z) 1= {=.
Lemma 180: ¢, ist eine lineare Transformation mit o' = p_,, die auf der Einheitskreis-
scheibe durch po(D) = D und auf dem Rand wegen @, (0D) = 0D eine Involution ist.

Satz 181: Die Gruppe der Selbstabbildungen Aut(D) besteht aus allen Abbildungen der Form
f(2) == Apa(z) mit |A| =1 und |af < 1.

Zuletzt betrachten wir nun noch die Selbstabbildungen der oberen und unteren Halbebene,
die sich ebenfalls mithilfe von linearen Transformationen vollstéindig spezifzieren lassen.

Satz 182: Sei Hy = {z: £3m(z) > 0}. Dann besteht Aut(Hy) aus allen linearen Transfor-

mationen der Form T(z) := gjis mit a,b,c,d € R und ad — be > 0.
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9. Geometrische Funktionentheorie und biholomorphe Abbildungen

9.5. Vorbereitungen zum Riemannsche Abbildungssatz

Wir kommen nun zum kronenden Satz der Funktionentheorie innerhalb der komplexen Zahle-
nebene - dem Riemannschen Abbildungssatz. Bevor wir diesen allerdings beweisen, werden wir
zuerst noch einige Vorbereitungen benotigen.

Sei X ein metrischer Raum mit der Metrik d, z.B. X C R" mit d(z,y) = ||z — y||, und F
eine Familie von Funktionen X — C.

Definition 183: Die Funktionen-Familie F' heifst gleichgradig stetig, wenn fiir alle € > 0
ein § > 0 existiert, sodass fir alle z,y € X mit d(z,y) < 0 und fiir alle f € F gilt, dass
|f(z) — f(y)| <e, jedes f ist also gleichmifig stetig.

Definition 184: Die Funktionen-Familie I heikt punktweise beschrénkt, wenn sup e | f ()]
oo fiir alle z € X gilt.

Das Bindeglied zwischen gleichgradig stetigen Funktionen-Familien und den enthaltenen gleich-
méfig konvergenten Folgen liefert der folgende Satz.

Satz 185 (Arzela-Ascoli): Sei F' eine punktweise beschrinkte und gleichgradig stetige Familie
von komplexen Funktionen auf einem kompakten metrischen Raum X. Nehme an, dass X eine
dichte abzihlbare Teilmenge E enthdlt, d.h. X ist seperabel. Dann hat jede Folge { fn}nen in F
eine gleichmdajfig konvergente Teilfolgeﬂ

Neben dem Satz von Arzela-Ascoli bendtigen wir noch eine zweite Konvergenzaussage, die
lokal gleichméfige Konvergenz aus lokaler Beschranktheit folgert.

Definition 186: Sei U C C offen und {f,} eine Folge von Funktion. Lokal beschrinkt
bedeutet, dass fiir alle kompakten K C U ein M < oo existiert, sodass |f,(z)| < M fiir alle
xz € K und n € N gilt.

Satz 187 (Montel): Sei {f,}nen eine lokal beschrinkte Folge holomorpher Funktionen auf
U C C offen. Dann besitzt { fn}nen eine lokal gleichmiflig konvergente Teilfolge.

Lemma 188: Sei B C C eine abgeschlossene Kreisscheibe und U eine offene Umgebung von
B. Auferdem seien { fn}nen holomorphe Funktionen auf U, die lokal gleichmdfig gegen f kon-
vergieren, die Grenzfunktion f ist also auch holomorph. Falls f # 0 auf dem Rand OB ist, dann
gilt fiir n hinreichend grofs:

1. Es st f, #0 auf dem Rand 0B.
2. f und f, haben dieselbe Anzahl von Nullstellen in B.

Lemma 189: Es sei D := {z € C: |z| < 1} die offene Einheitskreisscheibe. Ist F' : D — D
holomorph und nicht injektiv, dann ist |[F'(0)| < 1.

9.6. Der Riemannsche Abbildungssatz

Der Riemannsche Abbildungssatz beantwortet im Grunde nichts anderes, als die Frage, welche
Gebiete G C C sich biholomorph auf die Einheitskreisscheibe D abbilden lassen. Das verbliif-
fende Ergebnis Riemanns findet sich in den sehr schwachen Voraussetzungen des Satzes, der
Situationen wie in Abbildung [9.4] zulésst.

!Eine leicht abgewandelte Formulierung dieses Satzes findet sich im Skript iiber Differentialgleichungen.
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9.7. Harmonische Funktionen

Satz 190 (Riemannscher Abbildungssatz): Sei G ein nichtleeres Gebiet in C, dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

1. Entweder ist G = C oder es gibt eine biholomorphe Abbildung h : G — DE]
2. Das Gebiet G st einfach zusammenhdngend.

3. Fir jede holomorphe Funktion f auf G ohne Nullstellen gibt es eine holomorphe Funktion
g auf G mit g> = f.

Eine alternative Teilformulierung des Satzes lautet: Jedes einfach zusammenhdingende Gebiet
G # C in der komplexen Ebene C lisst sich biholomorph auf die Finheitskreissscheibe abbilden.

Beispiel: Betrachten wir einige Beispiele biholomorpher Abbildungen:
1. 2+ 23 bildet {x +iy : 2,y > 0} auf {x +iy : 2 < 0 oder y > 0} ab.

2. z»—>iijr§ bildet D = {z € C: |z| < 1} auf {z +iy : y > 0} ab.
3.z tanz bildet {x +iy: |z| < T} auf D = {z € C: 2| < 1} ab.

4. z— p(z) bildet {zx +iy : x €]0, %[,y €]0, %¢[} auf {z € C: Im(z) < 0} ab.

9.7. Harmonische Funktionen

9.7.1. Definition und elementare Eigenschaften

Ganz am Anfang hatten wir ,Cauchy-Riemann-Operatoren* durch

8d—ef1<a—ia> und 8d—efé<a+ia>

definiert. Fiir reell-differenzierbare Funktionen f := g+1ih, wobei g und h reellwertig sind, folgen
dann die Cauchy-Riemann-Gleichungen

f holomorph <= 9f =0 <= f, =if, < {ggfﬂ_: h;; } ,
y — ~ g

wobei wir f, als Kurznotation fiir % gebrauchen.

2An dieser Stelle bedenke man, dass eine holomorphe Abbildung G = C — D eine ganze beschrinkte Abbil-
dung und nach dem Satz von Liouville damit konstant (also insbesondere nicht biholomorph) ist.

biholomorph
_—

Abbildung 9.4.: Es ist kaum vorstellbar, dass dieses einfach zusammenhingende Gebiet sogar biholo-
morph (also winkel- und orientierungstreu) auf die Einheitskreisscheibe abbildbar ist.
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9. Geometrische Funktionentheorie und biholomorphe Abbildungen

Satz 191: Fiir den Laplace-Operator auf C gilt 400 = A = 400.
Definition 192: Eine Funktion f € C2(U) heikt harmonisch, falls Af = 0 gilt.

Satz 193: Ist f : U — C eine holomorphe Funktion, dann ist f genau dann harmonisch,
wenn Re(f) und ISm(f) harmonisch sind.

Beispiel: 1. Die komplexe Konjugation f(z) := Z ist harmonisch, aber nicht holomorph,
dhnliches gilt fiir Polynome von Z.

2. Betrachte f(z) :=log|z| fiir z # 0, also f(z +iy) = 3log(z? + y?) fiir (z,y) € R*\ {0}.
Es folgt

o f _(m2+y2)—x~2x_—:ﬂ2—|—y2__f

T 2212 zz = (22 + 2)2 T @22 v

also ist Af = fzo + fyy = 0 und f somit harmonisch.

fa

Stellen wir uns nun folgende Frage: Falls v : U — R harmonisch ist, gibt es dann eine
holomorphe Funktion f auf U mit u = Re(f). Wenn ja, dann heifst Sm(f) eine zu © harmonisch
konjugierte Funktion.

Satz 194: Sei U C C offen und einfach zusammenhdngend, v : U — R harmonisch. Dann
existiert eine holomorphe Funktion f auf U mit Re(f) = u.

Korollar 195: Jede harmonische Funktion ist beliebig oft stetig differenzierbar.

Satz 196: Seien U,V C C offen und g : V. — U holomorph. Auflerdem sei u : U — R
harmonisch. Dann ist die Komposition uo g:V — R auch harmonisch.

Satz 197: Sei G ein Gebiet, dann sind folgende Aussagen dquivalent:
1. G ist homoomorph zur Einheitskreisscheibe D := {z € C : |z| < 1}.

2. G ist einfach zusammenhdngend.
3. Jede holomorphe Funktion auf G besitzt eine Stammfunktion.

4. Fir jedes holomorphe f : G — C\ {0} gibt es eine holomorphe Funktion g : G — C
mit f =e9.

5. Fir jedes holomorphe f : G — C\ {0} gibt es eine holomorphe Funktion g : G — C
mit f = g°.

6. Jede harmonische Funktion u : G — R ist der Realteil einer holomorphen Funktion auf
dem Gebiet G.

Beispiel: Betrachte u(z) := log |z| fiir z # 0, dann ist w harmonisch, aber nicht der Realteil
einer holomorphen Funktion, denn sonst wére z = e9¢) fiir g : C\ {0} — C holomorph, was
zu einem Widerspruch fiihrt.

Satz 198: Harmonische Funktionen haben die Mittelwerteigenschaft.

Korollar 199: Sei G ein Gebiet und f : G — R harmonisch. Falls f ein lokales Maximum
oder Minimum in G hat, so ist f konstant. O

Satz 200: Sei G ein Gebiet und G kompakt, also G relativ kompakt. Falls uj G — R stetig,
die Einschrinkung uj|q auf das Innere harmonisch und die Differenz (u1 — ug)|og = 0 auf dem
Rand ist, so folgt ui = us.
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9.7. Harmonische Funktionen

9.7.2. Das Dirichlet-Problem, Poisson-Integrale und Fourier-Transformation

Was passiert nun, wenn u stetig auf G und harmonisch auf G ist? Lésst sich dann u mittels der

Einschrankung u|se explizit ausdriicken? Oder falls f : 0G — C stetig ist, gibt es dann eine

stetige Funktion u : G — C mit u|gg = f und u|g harmonisch (Dirichlet-Problem)?
SeiG=D:={2€C:|z|] <1}und f: 9D = S' — C. Betrachte zuerst f(z) = >°° _ a,z"

mit a, # 0 fiir nur endlich viele n, d.h. f sei ein Laurent-Polynom. Fiir |z| = 1 ist z~! = Z, also
konnen wir

f(Z) = i a2t = Zanzn + Zang|n|

n=-—00 n>0 n<0
\“,—/ %/—/

holomorph  antiholomorph

darstellen, wobei die erste Summe eine holomorphe Funktion, die zweite wegen der Konjugation
eine antiholomorphe Funktion darstellt. Dabei gelten die Aquivalenzen

g holomorph <= dg =0 und g antiholomorph <= 9g =0 .

Die Koeffizienten der Reihe sind fiir y(¢) := e’ durch

N 1 f(z) o 1 o f(eit).it _ ity —int 3, _
=5 e dz—% i RGEm TR dt—ﬂ ; f(eM)e ™™ dt = f(n)

Fourier-Transformation

1 2

n

gegeben, wobei a,, der n-te Fourier-Koeffizient von f ist. Fiir z := rel® mit r € [0,1[ und z € R
folgt

§ :anzn + 2 :anz\'rﬂ _ § :an,rnemx + § :anr\n\emm _ § :anr|n|em:p

n>0 n<0 n>0 n<0 n
L[5 ity ot Inl L[ ity ol ginta—0)
—; [277 ; f(e)e dt] -ri™e _zn:%/o f(e")r™e dt
1 27 v in| in(z—t) 1 21 v
-5/ f(e)znjr e dt:%/o Fe) Pz — 1) dt

wobei P,(x — t) der sogenannte Poisson-Kern ist.

Definition 201: Fiir v € [0,1] und s € R definiere P,(s) = >.°° __rl"lei"s als den Poisson-
Kern.

Wir kénnen den Poisson-Kern noch ein wenig umformen:

o oo oo
PT(S) d:ef Z T|n‘eins =14+ Z Tn(eins + e—ins) =1+ 2%e <Z T"ein5>

n=-—0o0 n=1 n=1

reis 1+ re'\ wimrels 1+w 1/1+w 1+w
* e<1—7"e15> e(l—rels) e<1—w> 2<1—w+1—w)

1l-w+w—|w?)+(1-—wt+w—|w?) 1—|w? g 1—r?

2 11— w|? 1wl |1 —rels|?

Also ist der Poisson-Kern stets groféer als Null. Wir erhalten die folgende interessante
Aussage:
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9. Geometrische Funktionentheorie und biholomorphe Abbildungen

Satz 202: Sei f(z):=> "7 anz" ein Laurent-Polynom. Dann gilt fir |z| < 1

n=—oo

n =n] _— - i elt+z
Zanz +Zanz = / fe t < z> dt .

n>0 n<0

Poisson-Integral

Definition 203: Fiir jedes stetige f : 9D — C definiere P[f] : D — C, das Poisson-
Integral von f, durch

f(2) F e =1
Pf](z) = { L 27 f(elt) Re <e?t+Z> dt |zl <1

elt—z

Satz 204: Fir jedes stetig f : 0D — C ist P|[f] stetig auf 0D und harmonisch auf D.

Satz 205: Sei f: 0D — C stetig. Dann ist P[f] genau dann holomorph in U, wenn fir alle
n <0 git f(n) = ap.

Die letzten beiden Sétze stammen aus der Fourier-Analysis, und werden in entsprechenden
Biichern behandelt und bewiesen.

Satz 206: Falls f : 0D — C und ¢(x) := f(e'®) stetig differenzierbar, also ¢ € C! ist, so gilt
=1
Ngnoo Z f

fiir |z| = 1. Falls ¢ € €% ist, so konvergiert die Reihe gleichmifiig und absolut gegen

Feferfo mit f(2) =S Fm) und  fo(x)= 3 f(n)e"

n>0 n<0

Satz 207: Falls f : 0D — C und x — f(e'®) zweimal stetig differenzierbar ist, so gibt es stetig
ug : D — C mit uy|g holomorph und f(2) = ui(2) + u_(2).
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10. Komplexe Analysis auf komplexen
Mannigfaltigkeiten

In diesem Kapitel werden wir viele Ergebnisse der komplexen Analysis auf komplexen Mannig-
faltigkeiten iibertragen, wir gehen also von der Analysis in einer komplexen Veradnderlichen zur
Analysis in mehreren komplexen Verédnderlichen iiber.

10.1. Komplexe Mannigfaltigkeiten und Holomorphie

Spéter werden wir uns primér mit Riemannschen Flachen beschéftigen, dies sind im wesentlichen
zusammenhédngende kompakte 1-Mannigfaltigkeiten oder alternativ reell betrachtet glatte 2-
Mannigfaltigkeiten.

10.1.1. Mehrdimensionale Holomorphie

Zuerst aber verallgemeinern wir unseren wichtigstens Begriff der Funktionentheorie auf mehr-
dimensionale unitdre Vektorraume.

Definition 1 (Mehrdimensional holomorph): Sei U C C™ offen und z = (z1,...,2n) € U.
Eine Abbildung f : U — C”" heiftt komplex differenzierbar im Punkt 2z, falls eine der
folgenden zwei dquivalenten BedingungenE] erfullt ist:

1. Es existiert eine komplex-lineare Abbildung L : C" — C™ mit

o |7+ 0) = 1) = L

w—0 w
weC

=0.

2. Die Funktion f ist reell differenzierbar in z und fiir j = 1,...,m gilt, dass die Abbildung
a f(z1,...,2j-1,2 + @, Zj41, - -, Zm)

komponentenweise komplex differenzierbar in 0 ist, wobei a aus einer Umgebung von 0 € C
sei.

Die Funktion f heifst holomorph, falls f in jedem Punkt z € U komplex differenzierbar ist.
Beispiel: Jedes Polynom P(z1,...,zy,) ist holomorph auf ganz C".

Eine mehrdimensional holomorphe Funktion ist also komponentenweise holomorph und rein
formal genauso wie im eindimensionalen Fall definiert.

'Die Aquivalenz haben wir fiir den eindimensionalen Fall n = m = 1 bereits in Satz [7| auf Seite [5| gezeigt, der
allgemeine Fall folgt trivial.
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10.1. Komplexe Mannigfaltigkeiten und Holomorphie

10.1.2. Komplexe Mannigfaltigkeiten und der CP"

Die Definitionen der Bestandteile einer komplexen Mannigfaltigkeit sind vollig analog zu ihren
reellen Aquivalenten definiert, man ersetzt lediglich R durch C und ,glatt* durch ,holomorph*.

Definition 2 (Komplexe Karte): Sei X ein topologischer Raum. Eine n-dimensionale kom-
plexe Karte auf X ist ein Paar (U, ), wo U C X eine offene Teilmenge und ¢ ein Homéo-
morphismus von U auf eine offene Teilmenge des C” ist.

Definition 3 (Holomorpher Atlas): Ein n-dimensionaler holomorpher Atlas auf einem
topologischen Raum X ist eine Familie A := {(Uq, ¥a)}aca von n-dimensionalen komplexen
Karten auf X, sodass die Definitionsgebiete ganz X iiberdecken, also X = J 4 Ua gilt und
alle Kartenwechse o3 0 ¢t @ 00 (Us NUg) — p5(Us N Us) holomorph sind.

Definition 4 (Komplexe Mannigfaltigkeit): Eine n-dimensionale komplexe Mannigfal-
tigkeit ist ein Paar (X, A), wo X ein topologischer Hausdorff~-Raum mit einer abzéhlbare
Basis der Topologie und A ein maximaler n-dimensionaler holomorpher Atlas fiir X sind.

Bemerkung: Zu jeder komplexen n-Mannigfaltigkeit X gibt es eine zugrundeliegende reelle
2n-Mannigfaltigkeit X, weil R?™ = C" ist.

Beispiel: 1. Jede offene Teilmenge U C C" ist eine komplexe n-Mannigfaltigkeit.

2. Betrachte den komplexen projektiven Raum CP" := (C"*1\ {0})/ ~, wo w ~ z gilt,
wenn es ein t € C* := C\ {0} mit w = tz gibt - beide Punkte z und w sind also C-linear
zueinander. Folglich kann man CP" auch als die Menge der eindimensionalen C-linearen
Unterrdume von C"! betrachten. Es sei

7. C"\ {0} — CP" (2055 2n) = [205- -, 2n]
die zur Quotiententopologie gehérige Projektionsabbildung von CP™, wobei wir die Ziel-

koordinaten |[zo, ..., zp] € CP" auch als homogene Koordinaten bezeichnen.

Sei nun die (n + 1)-dimensionale komplexe Einheitssphére durch

n
2l — {(zo, v zn) €CTTIY Tz = 1}
1=0

gegeben, diese ist zusammenhingend und kompakt. Aus der Stetigkeit der Projektions-
abbildung 7 folgt, dass dann auch CP" = 7(S?"*!) zusammenhéingend und kompakt
ist.

Es ist zu zeigen, dass CP"™ hausdorffsch ist. Weil aber fiir alle C-linear unabhéngigen
2,2 € C"*1\ {0} ein e > 0 existiert, sodass die e-Bille B.(z) und B.(2') disjunkt sind,
folgt sofort, dass die in den Béllen enthaltenen Punkte linear unabhédngig sind.

Wir wollen nun ein Atlas fiir CP" erstellen. Dazu seien die Teilmengen
Uk .= {[20,--.,2n] € CP" : 2z # 0}

offen, was édquivalent zu 7w~ 1(Uy,) offen ist. Die Karte zu U}, sei nun durch

<0 EI; Zn
o U, — C" [ZO,...,zn]r—><,...,,...,>
Zk 2k Zk
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10. Komplexe Analysis auf komplexen Mannigfaltigkeiten

gegeben, wobei der Hut fiir das Weglassen der entsprechenden Komponenten steht. Die
zugehérige Umkehrabbildung ist

cp,;l :C" — U (W1, .. wp) = (w1, Wy LWt 1, - Wy

Wie man direkt sieht, sind beide Abbildungen stetig und es gilt ¢y, o golzl = Idcr sowie
<p];1 o ¢y = Idy,, also ist ¢, ein Homoomorphismus. Aufierdem gilt CP" = | J;_, Uy, die
Definitionsgebiete Uy, ..., U, iiberdecken also CP".

Schliefslich bleibt zu zeigen, dass der Atlas holomorph ist. Fiir 0 < i < k < n gilt

-1
Pk 0 ¥; (w1, ..., wn) = er([wi, ..., wj, Lwjgr, ..., wy))
C(mw L ow e
wk?""ﬂ}k’wk? wk 7"'7wk b

und diese Abbildung ist ganz offensichtlich reell differenzierbar und holomorph beziiglich
jeden wy, also holomorph. Also ist {(Uj, ¢;)}j=0,..n ein holomorpher Atlas auf CP" und
definiert daher eine holomorphe Struktur. Also ist CP" eine n-dimensionale komplexe
Mannigfaltigkeit.

10.1.3. Der komplexe Tangentialraum

Wir definieren nun einen Tangentialraum auf komplexen Mannigfaltigkeiten und zwar in volliger
Analogie zur reellen Konstruktion aus der Analysis III.

Definition 5 (Komplexer Tangentialraum): Sei X eine n-dimensionale komplexe Mannig-
faltigkeit und p € X. Dann ist

Menge aller Derivationen v : {Karten um p} — C" mit
T,X := { (U, p) = vy, sodass fiir alle Karten (U, ) und (V%) um p
die Transformationsgleichung D (1) o gp‘l)sp(p) (V) = vy gilt.

der komplexe Tangentialraum am Punkt p Folglich ist 7, X ein n-dimensionaler komplexer
Vektorraum, und es gilt T, X = T, X als reelle Vektorrdume betrachtet.

Man erkennt, dass wir wieder die algebraische Definition des Tangentialraums verwenden.
Eine differenzierbare Abbildung zwischen zwei komplexen Mannigfaltigkeiten ist dann folgen-
dermafien definiert.

Definition 6 (Holomorph zwischen Mannigfaltigkeiten): Seien X™ und Y komplexe
Mannigfaltigkeiten. Eine Abbildung f : X — Y heift holomorph, falls fiir alle Karten (U, ¢)
auf X bzw. (V,v) auf Y gilt, dass 9o fop™! : C™ — C" im Definitionsbereich holomorph ist.

Bemerkung: Eine holomorphe Abbildung f : X™ —— Y™ definiert fiir jedes p € X eine
komplex-lineare Tangential-Abbildung T'f, : T,X — Ty, Y, sodass fiir alle Karten (U, ¢)
um p und (V,¢) um f(p) gilt, dass das Diagramm

Tfp

T,Xm TrpY™
P ig @) o i Vi
cm cr

D(wofo@_l)g@(p)

kommutiert, ebenfalls vollig analog zum reellen Fall.
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10.2. Komplexe Untermannigfaltigkeiten

Abbildung 10.1.:  Flachmacher-Karte“ um eine Untermannigfaltigkeit Z.

10.2. Komplexe Untermannigfaltigkeiten

Auch die formale Definition einer Untermannigfaltigkeit und der zugehorige Urbildsatz iiber-
tragen sich direkt aus der Analysis IIT auf den komplexen Fall.

Definition 7 (Komplexe Untermannigfaltigkeit): Sei X eine komplexe n-Mannigfaltigkeit.
Eine Teilmenge Z C X heifst k-dimensionale komplexe Untermannigfaltigkeit, falls es fiir
jeden Punkt p € Z eine Karte (U, ) auf X um p gibt, sodass o(U N Z) = o(U) N (C* x {0})
gilt.

Satz 8: Sei F : X"t* — Y™ holomorph und ¢ € Y. Falls Tfy: T,X — T5Y surjektiv fir
alle p € f~1(q) ist, so ist f~1(q) C X eine k-dimensionale komplexe Untermannigfaltigkeit.

Satz: Sei f: M — N glatt und ¢ € N ein regulidrer Wert von f. Dann ist Z := f~'(q) eine
(m —n)-dimensionale Untermannigfaltigkeit von M. Fir jedes p € Z gilt dann T,Z = ker(T fp).
Beispiel: Sei P(z,...,z,) ein homogenes Polynom vom Grad d, d.h. es gilt P(tz) = t*P(z)
fiir alle t € C und z € C"t!. Dann ist die Nullstellenmenge

Z :=A{lz0,...,2n) € CP": P(z0,...,2,) =0}
wohldefiniert und heift projektive VarietéitE] Man beachte, dass P keine Funktion auf CP"
ist. Betrachte dann das konkrete Polynom

P(z0,...,2n) = 284+ 22

fiir d € N. Dann ist Z C CP" genau dann eine Untermannigfaltigkeit, wenn Z N U C U}, eine
Untermannigfaltigkeit ist, was wiederum genau dann der Fall ist, wenn ¢(Z N Uy) C C" eine
Untermannigfaltigkeit ist. Nun ist unter Verwendung der CP"-Karten (vgl. Seite

o(ZNUg) = {(wl,...,wn) eC": P(galzl(wl,...,wn)) = O}

und da Py(w) :== P(pp (wi,...,wy)) = w4+ +wl + 1+ wi + -+ wi ist, folgt aus
Py(w) = 0, dass ein w;j # 0 ist. Also folgt

8Pk d—l

YTk _ gt 0

811)]' U)] 75
und damit ist 0 ein regulirer Wert von Pj. Also ist P '(0) C C" eine (n — 1)-Untermannig-
faltigkeit fiir alle k und nach dem Satz damit Z C CP™ eine (n — 1)-Untermannigfaltigkeit von
CP". Fiir d = 1 besteht Z = {[1,z] € CP' : 1 + 2% = 0} aus d Punkten, fiir alle d > 1 ist es eine
zusammenhéngende Menge.

2Fiir vertiefende Informationen sei auf die algebraische Geometrie verwiesen.
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10. Komplexe Analysis auf komplexen Mannigfaltigkeiten

Anders als moglicherweise erwartet, gibt es keine ,interessanten” holomorphen Funktionen
auf kompakten komplexen Mannigfaltigkeiten.

Satz 9: Sei X eine zusammenhdangende kompakte komplere n-Mannigfaltigkeit, dann sind alle
holomorphen Funktionen f: X — C konstant.

Korollar 10: C" enthdlt keine kompakten komplexen Untermannigfaltigkeiten positiver Dimen-
st0m.

Wir werden spéter also unser Augenmerk auf meromorphe Funktionen richten miissen, um
wirklich interessante Funktionen studieren zu kénnen.

10.3. Erste Beispiele Riemannscher Flachen

10.3.1. Grundlegende Definition

Nun definieren wir den Begriff der Riemannschen Flache. Als ausfiihrlicheres Beispiel betrachten
wir danach die Menge der Tori C/.

Definition 11 (Biholomorph): Seien X und Y zwei komplexe Mannigfaltigkeiten. Eine Ab-
bildung f : X — Y heikt biholomorph, falls sie bijektiv ist und sowohl f als auch f~!
biholomorph sind.

Definition 12 (Isomorphe Mannigfaltigkeiten): Zwei komplexe Mannigfaltigkeiten X und
Y heissen isomorph zueinander, wenn es eine biholomorphe Abbildung f : X — Y zwischen
ihnen gibt.

Das zentrale Objekt der weiteren Vorlesung wird der folgende, besondere Typ komplexer
Mannigfaltigkeiten sein.

Definition 13 (Riemannsche Fliche): FEine Riemannsche Fliche ist eine zusammenhén-
gende komplexe 1-Mannigfaltigkeit.

Bemerkung: Fiir Riemannsche Fldchen ist das Abzahlbarkeitsaxiom fiir die Basis der To-
pologie (vgl. Definition [4 von Seite|[71)) iiberfliissig, wie man durch einen anderen Ansatz zeigen
kannP| Der Einfachheit halber wollen wir es aber trotzdem bis auf weiteres annehmen.

Beispiel: 1. FEine offene Teilmenge von C ist eine Riemannsche Fléche.

2. Der komplexe projektive Raum CP* = Uy U {[0, 1]} ist eine Riemannsche Fliche, da CP*
diffeomorph zur Riemannschen Zahlenkugel ist. Dazu betrachte die Abbildung

) i i—l : 20750
CP' — CU{oo} =C [20721“{0% + [20,21) = [0,1]

Mit den Kartengebieten Uy und Uy, die wir zuvor schon definiert hatten, ist CP! = UyUU,
und die Karten ¢; : Uj — C sind biholomorph, denn es gilt

1

woo @l (2) = 10wy (z) = -

Man kann &hnlich wie oben zeigen, dass CP' ~ S? ist. Anschaulich ist dies klar, da

Uo = 52\ {Nordpol} und Uy = S?\ {Siidpol} gilt.

3Ein ausfiihrlicher Beweis dieser Tatsache findet sich im Buch ,,Riemannsche Flichen® von LAMOTKE.
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10.4. Eigenschaften holomorpher Abbildungen

3. Sei Q C C ein Gitter, also ) = Zwy + Zwsy, wobei die Gittererzeugenden wi,ws € C
linear unabhéngig sein sollen. Wie zuvor fithren wir dann eine Aquivalenzrelation ~ auf
C ein, wobei w ~ z <= w — z € § gelten soll. Dann ist C/QQ = C/ ~ die Menge
der Aquivalenzklassen mit der Quotiententopologie und 7 : C — C/ ~ die zugehérige
Projektion.

Eine Teilmenge U C C/€Q ist nach Definition der Quotiententopologie nun genau dann
offen, wenn 71 (U) C C offen ist. Ist U C C offen, so ist auch 7(U) offen, denn es ist

(m ow_l)(U) = Tr_l(W(U)) = U (U +w)

we

offen - also ist die Torus-Projektion m eine offene Abbildung.

10.3.2. Tori als Riemannsche Flachen

Wir bleiben fiir eine Weile bei den Tori C/€Q und spezifizieren

diesen speziellen Typ von komplexen Mannigfaltigkeiten (bzw. w1 w1 + wo
Riemannschen Flichen) genauer. @
Satz 14: Die Menge C/Q ist hausdorffsch. @

0 M)

Satz 15: Es existiert genau eine holomorphe Struktur auf C/<Q,

sodass w: C — C/Q holomorph ist. Abbildung 10.2.: Umgebungen.
Ist nun ' C C ein anderes Gitter, so existiert ein reell-linearer

Isomorphismus A : C — C mit AQ = ', sodass das Diagramm

C/Q—2 /Y

b

kommutiert. Es gilt A holomorph <= A holomorph <= A komplex-linear, d.h. die Torusab-
bildung A : C/Q — C/€ ist biholomorph, wenn A ein komplex-linearer Isomorphismus ist.
Bis auf Diffeomorphismen gilt zudem

Cc/Q——>C/z? —Z—= S x St
C /Hiy»—)(e2”iz,e2ﬂy)

10.4. Eigenschaften holomorpher Abbildungen

Kommen wir nun zu den wichtigsten Eigenschaften holomorpher Funktionen, die auf Riemann-
schen Fliachen definiert sind.
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10. Komplexe Analysis auf komplexen Mannigfaltigkeiten

10.4.1. Lokale Gestalt holomorpher Funktionen und Verzweigungspunkte

Zwei altbekannte Sdtze aus der Funktionentheorie I iibertragen sich problemlos.

Satz 16 (Identititssatz): Seien X und Y zwei Riemannsche Flichen und f,g : X — Y
holomorph. Falls die Menge B := {x € X : f(z) = g(x)} nicht diskret ist, dann ist f = g.

Satz 17 (Lokale Gestalt holomorpher Funktionen): Seien X und Y zwei Riemannsche
Flichen, die Abbildung f : X — Y holomorph und nicht konstant sowie p € X und q := f(p).
Dann existieren Karten (U, @) um p und (V,9) um q mit ¢(p) = 1(q) =0 und f(U) CV, und
ein k € N, sodass

Yo fop l(z)=2"
fir alle z € p(U) gilt.
Bemerkung: Dieser Exponent k hiangt nicht von den Karten ¢ und v ab, weil er sich wie folgt
charakterisieren lasst: Fiir jede hinreichend kleine Umgebung W um p existiert eine Umgebung

W' um q mit f(W) D W', sodass fiir alle y € W'\ {q} die Gleichung f(x) = y genau k
verschiedene Losungen in W hat.

Definition 18 (Vielfachheit eines Punkts): Die oben erklirte Zahl k heifst die Vielfachheit
von p beziiglich f, in Zeichen kurz v,(f) = k.

Definition 19 (Verzweigungspunkt): Die Vielfachheit k in p ist genau dann groRer Eins,
wenn die Tangentialabbildung im Punkt p gleich Null ist. Dann heifst p ein kritischer Punkt
und wird Verzweigungspunkt von f genannt. In diesem Fall heifft das Bild von f kritischer
Wert [

Um sich ein anschauliches Bild von einem Verzweigungspunkt
zu machen, sei auf Abbildung verweisen, die wir in dhnlichem
Zusammenhang bereits auf Seite [46] gesehen haben.

Satz 20: Seien X undY zwei Riemannsche Flachen und die Funk-
tion f : X — Y holomorph sowie nicht konstant. Dann gelten:

1. Falls f injektiv ist, dann ist f eine biholomorphe Abbildung
auf eine offene Teilmenge von'Y, d.h. f: X — f(X)CY
ist biholomorph.

2. Falls X kompakt ist, so ist f surjektiv und Y auch kompakt.

10.4.2. Uberlagerungen Abbildung 10.3.: Verzweigung.

Definition 21 ( [']'berlagerung): Seien X und Y zwei topologische Rdume. Eine stetige Abbil-
dung f : X — Y heifit Uberlagerung, falls es fiir jedes y € Y eine offene Umgebung V C Y
um y und eine Familie {U;};c; disjunkter offener Teilmengen von X gibt, sodass gilt:

L f7Y (V)= e, Us,
2. Fiir alle i ist die Einschridnkung f|y, ein Homéomorphismus U; — V.

Bemerkung: Aus der Definition folgt direkt, dass Uberlagerungen stets surjektiv sind.

4Einen Verzweigungspunkt kann man alternativ auch als einen Punkt betrachten, bei dessen Umrundung entlang
eines geschlossenen Weges sich der Wert der Funktion &ndert.
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10.4. Eigenschaften holomorpher Abbildungen

Uberlagerung %
v

Abbildung 10.4.: Zwei Beispiele von Uberlagerungen.
Wir betrachten ein paar Beispiele von Uberlagerungen, um den neuen Begriff zu
veranschaulichen.
Beispiel: 1. R — S' mit t — €' ist eine Uberlagerung.

2. Sei Q) C C ein Gitter, dann ist die Projektion  : C — C/ eine Uberlagerung. ‘
Wéhle dann € > 0 so, dass D2-(0) N Q = {0} gilt. Sei dann zp € C und V :=
. >
7(De(20)), dann ist

= H D.(zp) + w
und die Einschrdnkungen 7|p_(.,)4. sind biholomorph auf ihrem Bild.
3. exp: C — C* := C )\ {0} ist eine Uberlagerung, da ™" = e%el¥ gilt.

(x,y)— (" e'Y)

C=RxR — R, x St
Uberlagerung N
\ %HtZ
C*

Bemerkung: Falls f : X — Y eine Uberlagerung ist und Y zusammenhéngend, dann ist die
Anzahl der Urbilder # f~1(c) unabhéngig von c € Y.

Beispiel: 1. Betrachte D := {z : |z| < 1} offen. Die Inklusion ¢ : D < C mit z + z ist nach
der vorigen Bemerkung keine Uberlagerung.

2. Die k-te Potenz C* — C* mit z — z* ist eine k-blittrige Uberlagerung.

10.4.3. Eigentliche Abbildungen

Definition 22 (Eigentliche Abbildung): Seien X und Y zwei lokal kompakte Hausdorff-
Réume. Eine stetige Abbildung f : X — Y heifit eigentlich, wenn die folgenden zwei dquiva-
lenten Bedingungen erfiillt sind:

1. Fiir alle kompakten Teilmengen K C Y ist das Urbild f~!(K) C X wieder kompakt.

2. f ist eine abgeschlossene Abbildungﬁ] und f~!(c) ist kompakt fiir alle Punkte c € Y.

°Bei einer abgeschlossenen Abbildung sind die Bilder abgeschlossener Mengen wieder abgeschlossen.
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10. Komplexe Analysis auf komplexen Mannigfaltigkeiten

X\U

X

Abbildung 10.5.: Darstellung der Umgebungen und Mengen von Satz

Beispiel: 1. Sei Q C C ein Gitter, dann ist die Torusprojektion = : C — C/Q nicht
eigentlich, weil f~'(c) nicht beschréinkt ist.

2. Sei f : C — C mit z — zF fiir k € N die k-te Potenz und K C C eine kompakte
Teilmenge. Dann wéihle r > 0 so, dass K C D,x(0) liegt. Dann ist f~'(D,x(0)) = D,(0)

und f~1(K) eine abgeschlossene Teilmenge, also einer kompakte Teilmenge.

3. Bijektive stetige Abbildungen sind im Allgemeinen nicht eigentlich, betrachte etwa die
Bijektion von |0, 1[ auf eine sich selbst beriihrende ,Schlaufe®. (vgl. Abbildung ...)

Satz 23: Sei f: X — Y eigentlich, K CY kompakt und U C X eine offene Umgebung von
fYK). Dann ist V=Y \ f(X \U) eine offene Ungebung von K mit f~*(V) C U.

Satz 24: Seine X undY zwei Riemannsche Flichen und die Abbildung f : X — Y eigentlich,
holomorph und nicht konstant. Dann gelten die folgenden drei Aussagen:

1. Fiir alle y € Y ist das Urbild f~'(y) eine endliche Menge.

2. Fir jedes y € Y sei dy =3 -1, va([f), dann ist 9, unabhingig von y. Wir nennen
deg(f) := v, den Grad von f.

3. Falls f keine Verzweigungspunkte hat, dann ist f eine Uberlagerung.

Im Allgemeinen nennt man die Abbildung f eine verzweigte Uberlagerung.
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11. Meromorphe Funktionen

Nachdem wir in Satz [9] bereits gesehen haben, dass holomorphe Funktionen auf Riemannschen
Flachen allesamt konstant - und damit nicht sehr interessant - sind, miissen wir unser Augenmerk
auf meromorphe Funktionen richten. Im weiteren Verlauf werden wir einige tiefe Sétze fiir die
Beziehung zwischen meromorphen Funktionen und Riemannschen Flichen beweisen.

Definition 25 (Meromorphe Funktion): Unter einer meromorphen Funktion auf einer
Riemannschen Fliche X verstehen wir eine holomorphe Abbildung f : X — CP! mit
f # oo, sprich f~!(o0) ist diskret. Falls f(p) = oo gilt, so heikt p wie iiblich Pol von f. Es sei
dabei an die Bijektion CP' — C U {co} erinnert.

11.1. Die Ordnung eines Pols und einer Nullstelle

Direkt aus der vorigen Definition schliefst sich die Frage an, wie die Ordnung eines Pols (oder
einer Nullstelle) auf Riemannschen Fliachen zu definieren ist.

Definition 26 (Ordnung): Sei U C C eine Umgebung von zp und f : U \ {20} — C stetig.
Wir definieren

ord,, (f) := sup {k: €EZL: |\f(2)||k ist beschrankt auf U \ {zo}} € Z U {0}
zZ — 20
als die Ordnung von zj. Trivialerweise folgt fiir f = 0 die Ordnung ord,,(f) = oo bzw.

ord,, (f) = —oo, falls es kein solches k gibt.

Bemerkung: Falls zyp = 0 ist und f durch f(z) = > .2, apz™ mit a # 0 in eine Laurent-
Reihe entwickeltbar ist, dann ist ordo(f) = k. Insbesondere entspricht ord,,(f) der Ordnung
einer Nullstelle und —ord,,(f) der Ordnung eines Pols, wenn man die alten Definitionen der
Funktionentheorie I betrachtet.

Lemma 27 (Ordnungsinvarianz): Seien U,V C C offene Mengen, ¢ : U — V diffeomorph,
p € U sowie q := ¢(q) € V und f: V \ {q} — C stetig. Dann gilt

ord,(f o) =ordy(f) ,

d.h. die Ordnung ist invariant unter Diffeomorphismen.

Korollar 28: Sei X eine Riemannsche Fliche, die Abbildung f : X — CP' = CU {0} = C
meromorph, p € X und (U, ¢) eine Karte um p. Dann ist die Ordnung ord,)(f o oY) eine
meromorphe Funktion auf C und unabhdngig von der Wahl der Karte @, und wir deshalb einfach
mit ord,(f) bezeichnet.

Satz 29: Sei f: X — CU{o0} eine meromorphe Funktion auf X und p € X ein Punkt. Dann
gelten folgende Aussagen fiir die Ordnung im Punkt p:

1. Falls f(p) # 0 und f(p) # oo gilt, dann ist ord,(f) = 0.
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11. Meromorphe Funktionen

2. Falls f(p) = 0 eine Nullstelle und f # 0 ist, dann stimmen Ordnung und Vielfachheit
tiberein, es gilt also ord,(f) = vp(f).

3. Falls f(p) = oo ein Pol ist, so gilt ord,(f) = —ord, (%) = —vp(

).

S

4. Ist f =0, so ist ordy,(f) = oc.

Sei nun X eine Riemannsche Flache und f,..., f, : X — CU{oco} meromorphe Funktionen
auf X, die nicht alle gleich Null sind. Zuerst bemerken wir, dass |, f; '(cc) eine diskrete
abgeschlosse Menge ist.

Dann definieren wir eine Abbildung [f1,..., fs] : X — CP"! wie folgt: Sei p € X ein
Punkt und wéhle ein i € {1,...,n}, fiir welches die Ordnung ord,(f;) der Funktion f; minimal
ist. Da nicht alle f; = 0 sind, gibt es mindestens ein ord,(f;) < oo, sodass das ¢ wohldefiniert
ist. Dies impliziert aufserdem, dass auch die Nullstellenmenge fi_l(O) diskret und abgeschlossen
ist. Dann ist fiir alle k£ der Quotient fe nach dem Riemannschen Hebbarkeitssatz holomorph
in einer Umgebung von p, da wegen orap( fr) > ord,(f;) gilt, dass der Quotient beschrénkt in
einer punktierten Umgebung von p ist. Also ist

_|h S i e
R A A

holomorph in einer Umgebung von p und unabhingig von der Wahl von 4, sofern mehrere
Funktionen minimaler Ordnung existieren.

Beispiel: Sei ) C C ein Gitter. Wie wir bereits frither gesehen haben, ist die Menge der
elliptischen Funktionen zum Gitter 2 gleich der Menge der meromorphen Funktionen f : C —
C, die fiir alle z € C und w € Q die Eigenschaft f(z + w) = f(z) erfiillen. Wir erhalten somit
eine Bijektion

{Elliptische Funktionen zum Gitter 2} P {Meromorphe Funktionen auf C/}

durch die Torusprojektion m : C — C/<Q.

Im letzten Semester haben wir uns zunéchst schwer getan, elliptische Funktionen zu finden.
Schlieflich erhielten wir die Weierstrafs-Funktion

def 1 1 1
w0 5 ¥ (o)
weM\{0}

als primére elliptische Funktion, und auch ¢'(z) war elliptischE]

11.2. Elementarsymmetrische Funktionen

11.2.1. Konstruktion der elementarsymmetrischen Funktionen

Seien X und Y zwei Riemannsche Flachen, 7 : X — Y eine n-blattrige holomorphe (unver-
zweigte) Uberlagerung und f : X — C U {co} eine meromorphe Funktion. Wir mochten nun
aus f eine (oder mehrere) meromorphe Funktionen auf Y konstruieren. Weil X aber zusammen-
héngend ist, gibt es aber keine stetige Funktion 7: Y — X mit m o7 = Idy,, es sei denn, dass

'Eine spitere Aufgabe wird es sein zu zeigen, dass [1, p, '] : C/Q — CP? cine Einbettung ist, d.h. das Bild
eine Untermannigfaltigkeit und die Abbildung auf dem Bild biholomorph ist.
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11.2. Elementarsymmetrische Funktionen

n = 1 ist - der einfache Weg ist hier also nicht moéglich. Lokal aber ist dies durchaus moglich,
wir erhalten dann aber gleich n verschiedene Funktionen 7.

Seiy € Y und V C Y eine offene Umgebung von y, sodass 7~ 1(V) = ]_[;l:l Uj fir U; C X
offen gilt und die Einschréinkung 7T|Uj bih~olomorph auf V ist. Dann definieren wir die lokalen
7-Abbildungen durch 7; := (w|y,) ™' : V — Uj.

X =Y

7j
d
¢ fi=for;

Damit kénnen wir nun meromorphe Funktionen f; := fo7; : V. — CU {oo} definieren. Jedes
symmetrische Polynonﬂ in fi,..., fn ist eine meromorphe Funktion auf V. Es reicht, die
elementarsymmetrischen Polynome s;(z1,...,2,) zu betrachten. Fiir Funktionen

n
(T—f)=T"+aT" "+ +c,
=1

J

sind dann die Koeffizienten ¢; = (—1)7s;(fi,..., fn) meromorphe Funktionen auf V.

Falls V' zusammenhéngend ist, so sind die 7; eindeutig bestimmt bis auf Permutationen.
Dies impliziert, dass die c; lokal eindeutig bestimmt sind, und definieren deswegen globale
meromorphe Funktionen ¢; auf Y.

Definition 30 (Elementarsymmetrische Funktion): Die oben konstruierten Funktionen
¢; sind die elementarsymmetrischen Funktionen von f beziiglich der Uberlagerung .

11.2.2. Eigenschaften und Fortsetzbarkeit

Zunéchst beweisen wir einige Aussagen iiber die Abschétzbarkeit der elementarsymmetrischen
Funktionen und der zugehorigen Funktion.

Lemma 31: Fulls z € C fir das von den Koeffizienten aq,...,a, € C fir n > 1 induzierte
Polynom 2™ + a12" ' + - - - + a,, eine Nullstelle ist, so gilt die Abschitzung

n

2| < max |1, |ay)|

Jj=1

Lemma 32: Sei f : X — C eine meromorphe Funktion passend zur vorigen Konstruktion.
Fiir alle p € X, die kein Pol von f sind, also f(p) # oo, gilt die Abschitzung

[f(p)] < max [ 1, " |e;(n(p))]
j=1

Definition 33 (Holomorphe/Meromorphe Funktionenmenge): Fiir eine Riemannsche
Flache X definieren wir die beiden Funktionenmengen

O(X) := {Holomorphe Funktionen auf X}
M(X) := {Meromorphe Funktionen auf X} .

2Ein Polynom ist symmetrisch, wenn fiir alle Permutationen ¢ € &, gilt P(z1,...,%,) = P(xr(1y; - Ta(n))-
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11. Meromorphe Funktionen

Bemerkung: Da fiir zwei meromorphe Funktion f,g : X — C die Summe f + ¢ und das
Produkt f - g meromorph sind, und auch % fiir f #£ 0 meromorph ist, bildet die Menge der
meromorphen Funktionen M(X) einen Korper.

Eine praktische Eigenschaft der elementarsymmetrischen Funktionen ist, dass Aussagen iiber
die holomorphe bzw. meromorphe Fortsetzbarkeit der Funktion dquivalent zur entsprechenden
Fortsetzbarkeit der zugehorigen elementarsymmetrischen Funktionen ist. Dies beweisen wir im
folgenden Satz.

Satz 34: Seien X undY zwei Riemannsche Flichen, m: X — Y holomorph, eigentlich, nicht
konstant und vom Gradn. Sei B C'Y eine abgeschlossene diskrete Teilmenge, die alle kritischen
Werte von 7 umfasst und A := 71 (B) das zugehdrige Urbild, also die Menge der kritischen
Punkte.

Sei die Abbildung f € O(X \ A) und c1,...,¢, € O(Y \ B) die elementarsymmetrischen
Funktionen von f beziglich der Uberlagerung X \ A — Y \ B gemapf

!

X\A/C
Y\ B

Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:
1. Die Funktion f lasst sich holomorph (bzw. meromorph) auf ganz X fortsetzen,

2. Alle ¢; lassen sich holomorph (bzw. meromorph) nach'Y fortsetzen.

11.3. Korpererweiterungen

Wir haben bereits bemerkt, dass die Menge M(X) der meromorphen Funktionen X — C einen
Korper bildet. Jetzt wollen wir diese Menge M(X) genauer studieren.

11.3.1. Algebraische Hilfsmittel

Als wichtiges algebraisches Hilfsmittel fiir die weiteren Ausfiihrungen betrachten wir daher nun
Korpererweiterungen.

Definition 35 (Korpererweiterung): Sei L ein Korper mit Charakteristik 0 und K C L ein
Unterkorper. Dann heifst . KSrpererweiterung von K und L ist ein K-Vektorraum. Man
nennt

[L: K] :=dimg(L)
den Grad der Korpererweiterung.

Definition 36 (Kleinster Unterkorper): Falls a1,...,a, € L, dann ist K(ay,...,a,) der
kleinste Unterkorper von L, der K und alle ay,...,a, enthalt.

Mit K|x] sei der Polynomring iiber K bezeichnet, es ist also K[x] der Ring der Polynome in
x mit Koeflizienten in K.
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Definition 37 (Algebraisch iiber K): Ein a € L heifit algebraisch iiber K, falls der
Grad der Korpererweiterung [K(a) : K] < oo ist, oder dquivalent, falls es ein P(z) € K|[x| mit
P(a) = 0 gibt.

In diesem Fall gibt es genau ein monisches Polynom P,(z) € K|[z| kleinsten Grades mit
P,(a) =0und [K(a): K| = deg P,.

Satz 38: Seien ay,...,a, € L allesamt algebraisch iber K. Dann existiert ein b € L mit
K(ai,...,a;) = K(b)[] O
Satz 39: Falls sup|K(a) : K] =n < oo ist, so ist [L: K| =n.

acl
Satz 40: Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche und aq,...,a, € X verschiedene Punkte
von X sowie ci,...,cn, € C wverschiedene komplexe Zahlen. Dann gibt es eine meromorphe

Funktion f € M(X) mit f(aj) = ¢; fir alle j =1,... ,nE]

11.3.2. Der induzierte Meromorphiemonomorphismus

Satz 41: Seien X und Y zwei kompakte Riemannsche Flichen, m: X — Y holomorph und
nicht konstant mit Grad n > 1. Dann ist

CP!

™ MY) — M(X) gemap X u !

holomorph holomorph

ein Korpermonomorphismus und M(X) eine Kdrpererweiterung von m*M(Y') von Grad n, also

M(X) : m*M(Y)] = n.

Beispiel: Die meromorphe Funktion

CP! - CuU{x}=C [zo:zl]—>é

20

wird im Folgenden mit z bezeichnet, dies entspricht der Identifikation mit Id : CP' — CP!.
Es gilt

CcCP 5 Cu{x}=C w— [Lw]—w.
Bemerkung: In der Funktionentheorie I haben wir durch Satz[92 von Seite[33 bereits M(CP!) =
C(z) bewiesen, wobei C(z) der Korper der rationalen Funktionen istEI Falls R(z) rational ist,
so gilt R([1,w]) = [1, R(w)], wenn w kein Pol ist.

11.3.3. Rationale Funktionen und irreduzible Polynome

Satz 42: Sei X eine kompakte Riemannsche Flache und g € M(X) eine nicht konstante mero-
morphe Funktion auf X. Dann ist

[IM(X) : C(g)] = deg (g : X — CPY) |
—_—
holomorph

wobei C(g) = g*M(CP) wieder der Kérper der rationalen Funktionen in g sei. Also
existiert ein f € M(X), sodass M(X) = C(f,g) gilt, d.h. jede meromorphe Funktion auf X ist
eine rationale Funktion in f und g.

3Fiir den Beweis dieses Satzes siche Algebra I-Vorlesung.

4Der durchaus komplizierte Beweis dieses Satzes erfolgt erst wesentlich spiter auf Seite in Satz m

®Man verwende die (inverse) stereographische Projektion (CP* a~ S?)\ {Nordpol} und beachte dann, dass der
Satz fordert, dass die Funktion keine wesentliche Singularitit im Unendlichen (im Fall von CP' ~ S? also
dem Nordpol) haben darf.
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11. Meromorphe Funktionen

Bemerkung: Aus den Vorraussetzungen folgt, dass die Funktion g transzendent iiber C sein
muss, d.h. nicht algebraisch. Wiire g algebraisch, also die Lésung von g™ +a1g™ '+ -4 a,, =0
fiir a; € C, dann wére nach der Abschitzung aus Lemma

m
l9(p)| < max [ 1, " |ay|
st

die Funktion g beschrankt und deswegen holomorph, also nach Satz[9 konstant - im Widerspruch
zur Vorraussetzung des Satzes.

Definition 43 (Irreduzibles Polynom): Ein irreduzibles Polynom P(z,y) ist nicht kon-
stant und nicht das Produkt zweier nicht konstanter Polynome Pj(x) und Pa(x).

Satz 44: Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche und f,g € M(X) zwei meromorphe Funk-
tionen auf X. Dann gibt es ein irreduzibles komplexes Polynom P(x,y) in zwei Variablen mit

P(f,g) =0.

Beispiel: Sei X = C/Q fiir das Gitter Q C C. Aus der Funktionentheorie I wissen wir bereits,
dass M(C/Q) = C(p, ¢') gilt, vgl. Satz[156 auf Seite[55 Aukerdem hatten wir

(¢'(2))° = 4(p(2))° — g29(2) — 93

fiir die elliptischen Invarianten

def 1 def 1
p=60 >, —  und  gy=140 Y
we\{0} we\{0}
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12. Polynome und Riemannsche Flachen

Als néchstes werden wir nun jedem irreduziblen komplexen Polynom P(z,y) eine kompakte
Riemannsche Flache zuordnen.

12.1. Nullstellenmengen komplexer Polynome

Die Riemannschen Flachen werden wir dabei aus den Nullstellenmengen von irreduziblen Po-
lynomen in zwei komplexen Verénderlichen erhalten. Diese tragen iiblicherweise die folgende
Bezeichnung.

Definition 45 (Affine Varietéit/Locus): Wir definieren den Locus eines komplexen Poly-
noms, die sogenannte affine Varietét, als

loc P := {(z,y) € C*: P(z,y) =0} .

Bemerkung: Falls das Polynom P nicht irreduzibel ist, also P = QR gilt, dann erhalten wir
fiir den Locus die Multiplikationsformel loc P = loc ) U loc R.

Satz 46: Das Polynom P(z,y) := x? + y3 ist irreduzibel, aber loc P ist keine kompleve Unter-
mannigfaltigkeit von C2.

12.2. Diskriminanten

Nachdem wir uns im letzten Kapitel mit Koérpererweiterungen und den daraus resultierenden
Folgerungen fiir meromorphe Funktionen beschéftigt haben, fiihren wir nun Diskriminanten als
weiteres algebraisches Hilfsmittel ein.

Wir betrachten Polynome mit ganzzahligen Koeflizienten aus Z in x,t1,...,t,:

(x—t1) - (x—ty) =a"+ciz" 14+ Fcp

mit ¢; = (—1)7s(t1,...,t,) und s; als j-tes elementarsymmetrisches Polynom. Auferdem gilt
flir das symmetrische Polynom

H(ti — tj)2 = gn(cl, e ,Cn)
1<j
fiir ein eindeutig bestimmtes Polynom gy, (t1,...,t,) € Z[t1,. .., ts).

Definition 47 (Diskriminante): Falls A ein kommutativer Ring und durch Koeffizienten
a; € A ein Polynom P(z) = 2™ 4+ a;2™ ! + - -+ + a,, definiert ist, so heifit

Ap = gn(ah .. 'aan) €A
die Diskriminante von P.

Satz 48: Sei K ein Kérper und P(x) € K|x] ein irreduzibles mom’scheﬂ Polynom. Dann st
die zugehdrige Diskriminante Ap # 0.

'Bei einem monischen Polynom ist der hochste Koeffizient gleich Eins.
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12.3. Der Locus und Riemannsche Flachen

Lemma 49: Sei P(x,y) € Clz,y] ein irreduzibles Polynom. Dann ist P(x,y) auch irreduzibel
als Polynom in x mit Koeffizienten in C(y), also im Polynomring C(y)[x].

Lemma 50: Sei P(x,y) ein irreduzibles Polynom in Clx,y| und deg, P > 0. Dann ist das
Polynom P(x,c) # 0 fir jedes c € C.

12.3.1. Die Nullstellenmenge als Riemannsche Flache

Satz 51: Sei P(x,y) € Clz,y] ein irreduzibles Polynom und Z := loc P C C?. Dann existiert
eine endliche Teilmenge E C Z, sodass Z\ E eine zusammenhdngende eindimensionale kompleze
Untermannigfaltigkeit von C? ist, also damit eine Riemannsche Fliche.

Bemerkung: Falls die Nullstellenmenge E = () ist, also leer, dann kann Z trotzdem nicht
kompakt sein, da komplexe Mannigfaltigkeiten (aufer 0-dimensionale) stets, vgl. Korollar
von Seite |74 nicht kompakt sind.

Beweisidee: Aus dem Polynom P € Clz,y] konstruieren wir ein irreduzibles Polynom @ €
C(y)[z]. Die Menge E wird dann durch die Nullstellen und Pole der Diskriminante dieses Poly-
noms bestimmt, sodass (loc P) \ E eine 1-Untermannigfaltigkeit von C? ist.

Aufwendiger ist es nun, den Zusammenhang dieser Menge zu zeigen, was per Widerspruch
geschieht. Die Idee ist es, das Polynom @ zu faktorisieren und entsprechend der Lage der Null-
stellen in den Zusammenhangskomponenten von (loc P)\ E zwei Polynome zu definieren. Durch
Abschétzung der elementarsymmetrischen Funktionen der Zerlegungspolynome erhélt man, dass
diese rational sind und daher die Zerlegungsteile in C(y)[z| liegen. Aus der Irreduzibilitét von
@ muss dann aber ein Zerlegungsteil verschwinden - also liegen alle Nullstellen in derselben
Zusammenhangskomponente.

12.3.2. Decktransformationen und Uberlagerungen

Definition 52 (Decktransformation): Seien X und Y zwei zusammenhéngende topologische
Mannigfaltigkeiten. Unter einer Decktransformation einer Uberlagerung 7 : X — Y
verstehen wir einen Homéomorphismus f : X — X, sodass w o f = m geméss

! X
DN
Y

kommutiert. Die Menge der Decktransformationen bezeichnen wir mit

X

Deck(7) := {Alle Decktransformation von 7} ,

sie bildet eine Gruppe.

Bemerkung: Falls o € X ist und yo := w(xo) gilt, so ist die Abbildung
Deck(m) <= 7 '(yo)  f = f(z0)

immer injektiv. Falls diese Abbildung bijektiv (fiir ein, dann jedes xg) ist, dann heifit m regulér.
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Proposition 53: Seien X und Y topologische Manmgfaltzgk:ezten wobei X einfach zusammen-
hingend und Y zusammenhingend sei, und m: X — Y eine Uberlagerung. Dann ist w regulér.

Lemma 54 ( ﬂ'berlagerungssatz): Sei X eine zusammenhingende Mannigfaltigkeit, D' :=
{z€C:0< |z| <1} die punktierte Einheitskreisscheibe und m : X — D’ eine n-bldttrige
Uberlagerung fir n > 1. Dann gibt es einen Homéomorphismus f : D' — X mit m o f = pp,
wobei py(2) := 2" ist, gemafs

f

12.3.3. Existenz kompakter Riemannscher Flichen

Satz 55: Seien X und Y kompakte Riemannsche Flichen, A C X sowie B C Y endliche
Teilmengen und f : X \ A — Y \ B holomorph und eigentlich.

1. Dann existiert eine holomorphe Fortsetzung f : X — Y mit f]X\A = f.

2. Falls f zusdtzlich ein Isomorphismus ist, so ist auch die Fortsetzung f ein Isomorphismus
(folglich haben A und B dieselbe Anzahl an Elementen).

Satz 56 (Riemannsche Fldchen aus Locus): Sei P(z,y) € Clz,y| ein komplezxes irreduzibles
Polynom. Dann gelten die folgenden beiden Aussagen:

1. Es gibt eine kompakte Riemannsche Fliche Xp, endliche Teilmengen E C loc P C C?
sowie A C Xp und einen Isomorphismus

¢:(locP)\E — Xp\ A.

Nach dem zweiten Unterpunkt des vorigen Satzes ist Xp bis auf Isomorphismen eindeutig
bestimmit.

2. Es gibt holomorphe Funktionen Fj : Xp — CP! (bzw. meromorphe Funktionen auf Xp)
fir j = 1,2, sodass Fj o p(z1,22) = zj fiir (z1,22) € (loc P) \ E gilt gemafs:

A

(loc P)\ B —— Xp
(ZLZQ)'_Mj\L O \LFj
Cc CP!

Weiter gelten P(Fy, F2) = 0 und deg Fj = deg,, P(21,22).

Beweisidee: Wir miissen die Singularitdten in loc P loswerden. Betrachten wir zwei gekreuzte
Linien mit dem Schnittpunkt a. Durch das Entfernen von a und Hinzufiigen zweier ,jidealer
Punkte” erhélt man das Gewiinschte.

1. Singularitdten sehen im Allgemeinen kompliziert aus.

2. Man muss auch mindestens einen Punkt im Unendlichen hinzufiigen, um loc P kompakt
zu machen.
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12. Polynome und Riemannsche Flichen

a entfernen /

—_—
zwei ,jideale /
Punkte* hinzufiigen

Bemerkung: Seien X und Y zwei topologische Rdume, wobei Y zusammenhéingend und X
lokal zusammenhéingend sein soll, und @ : X — Y eine n-blittrige Uberdeckung. Die Zu-
sammenhangskomponenten von X bezeichnen wir mit {X,}aca. Fiir jedes « ist dann die Ein-
schrdnkung

To :=T|x, : Xoa — Y

wieder eine neue Uberlagerung Fiir alle y € Y gilt dann
n=#nty) =D #1.'(Y) =Y na
(6 (0%

wobei n,, die Blatterzahl von m,, ist.

12.4. Anwendungen und Beispiele

Satz 57: In der Situation der vorigen Bemerkung sind dquivalent:
1. Es gibt ein a mit ng = 1.
2. FEs existiert eine stetige Funktion s : Y — X mit mo s = Idy.

Satz 58: Seien m,n € Z mit m # 0 zwei ganze Zahlen und 0 < r < R < 0o. Fs ezistiert genau
dann eine holomorphe Funktion f auf dem Kreisring

A, r = Koy(r,R) &f {z:r <|z| <R}
mit f(z)™ = 2", wenn m|n gilt.

Beispiel: 1. Sei m € N ungerade und P(z,y) := x> + y™ irreduzibel. Dann ist (ihnlich wie
in Satz@) V := (loc P) \ {0,0} eine zusammenhéngende Untermannigfaltigkeit von C?
und die Projektion w : V — C\ {0} mit (z,y) + y eine 2-blittrige Uberlagerung (wie im
Beweis von Satz[51)). Fiir 0 < r < R < oo muss 7~ (A, r) zusammenhéingend sein, sonst
gdbe es eine holomorphe Funktion g : A, g — C mit (g(z))2 + 2™ = 0. Widerspruch,
denn 2 fm!

Also ist die nach Satz 56| erhaltene Riemannsche Flache Xp = V II {zwei Punkte} und
f:=Fy: Xp — CP! mit deg(f) = 2 so, dass

1 _J 1 : p=0,00
#fl—{2:

sonst

?Dazu bedenke man, dass 75 (V) = U{U; : U; C Xa} gilt.

88



12.4. Anwendungen und Beispiele

gilt. Aus dem Satz von Uberlagerungen iiber D' folgt, dass f~1(A12) &~ [0,1] x St ist,
genauso wie f~1(Ap1) = f1(D) =~ f1(As,0) = D gilt:

g (Ai2) =4, 5~ [0,1] x S

"y
biholomorph —1 _ _ / h
\ / g (Ao1) =A1= D oigentiich 4XP (12.0)
222 o 4 u

,..-"'V‘holomorph
D : O—aq

Es ist also Xp die Verklebung einer oberen Sphédrenhemisphére, eines Zylinders und einer
unteren Sphérenhilfte, was homéomorph zur S? ist, die wiederum zu CP' diffeomorph
ist. Spéter werden wir zeigen, dass sogar Xp = CP' ist, also isomorph.

D [0,1] x S* D

2. Sei nun P(z,y) := z* + Q(y) irreduzibel mit Q(y) als komplexes Polynom vom Grad
n > 1 und mit getrennten Nullstellen, d.h. Q(y) = c¢(y — b1) - (y — by,) fiir paarweise
verschiedene bj # by, und ¢ # 0. Hat nun loc P Singularitédten? Sei P(a,b) = 0.

a) a # 0: Dann gilt

oP
Z (a,b) =2 :
D (a,b) =2a #0

b) a =0: Es gilt b = b; fiir ein passendes j und damit ist

9 ,
31;(0, b) = Q'(b)) # 0

weil b; eine einfache Nullstelle von @ ist (vgl. Beweis zu Satz @

Somit ist 0 ein regulirer Wert von P und V := loc P C C? eine 1-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit. Dann ist Xp = V 11 Fy *(0c0) und Fy : Xp — CP' vom Grad 2. Es ist
#F{l(oo) = 1 oder 2. Die Verzweigungspunkte der Projektion 7 : V — C mit (z,y) — y
sind die Q(y)-Nullstellen by, ..., by,.

Sei nun R > max |b;|. Dann ist #F, '(c0) = 2 genau dann, wenn 7' (Ap ) nicht zusam-
menhéangend ist, was widerum genau dann der Fall ist, wenn es eine holomorphe Funktion
[ auf AR o mit (f(z))2 +Q(z) = 0 fiir |z| > R. Dies ist fiir r := R™! dquivalent dazu,
dass es eine holomorphe Funktion g(z) = if (% auf Ao, mit (g(z))2 = Q1) fiiro < |z| < r
gibt. Dann ist

1
Q <z> =z "(ap+arz+ -+ anz")
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90

mit ag # 0. Fiir r > 0 hinreichend klein existiert ein holomorphes h auf Ag, mit
(h(z))2 =ag+ a1z + -+ apz"

fiir 0 < |z| < r. Wir suchen also eine g mit (g(z))2 = z*"(h(z))2 fiir 0 < |z| < r, was
dquivalent zu

(i) =

ist. Ein solches g gibt es genau dann, wenn n gerade ist. Also ist

1 : n ungerade
-1 _ g
#Fy (00) = { 2 n gerade

Dies impliziert, dass fiir die Anzahl der Verzweigungspunkte gilt

n+1 : n ungerade

# { Verzweigungspunkte von Fy : Xp —» (Cfpl} = { n : n gerade

. Betrachte das Polynom P(z) := 2% — 3z, dann gilt fiir |z| > 2 die Abschitzung

|P(2)] = |27 = 32 = [(2* = 3)2| = [ = 3] - [ > |2] .

Dann sind die Urbilder beschriankter Mengen beschriankt, denn fiir eine beschrankte Teil-
menge B C C gilt B C D, und damit

Dy : r<2
-1 2 >
P (B>C{DT r>2

Aufserdem ist P als Polynom holomorph, Urbilder abgeschlossener Mengen sind also wieder
abgeschlossen. Folglich sind Urbilder kompakter Mengen kompakt und damit ist P eine
eigentliche Funktion.

Fassen wir dies zusammen, so ist P : C — C holomorph, eigentlich und nicht konstant,
und da C eine Riemannsche Fliche ist, ist nach Satz von Seite @ der Grad v, =
deg(P) unabhéngig von y. Die Verzweigungspunkte des Polynoms liegen dort vor, wo die
Ableitung P'(z) verschwindet. Diese Nullstellen finden sich bei

2

P(2)=322—2=0 < 22=1 < z=+1,

fiir die Funktionswerte gilt P(1) = —2 und P(—1) = 2, z = +1 sind also die einzigen
beiden Verzweigungspunkte.

Da P ein Polynom vom Grad 3 ist und die Urbilder der Null alle die Vielfachheit 1 haben,
muss die Null somit drei Urbilder haben. Damit ist 09 = 3 und dieser Wert ist konstant fiir
alley € C. Es gilt P(1) = =2 und P(—2) = -8 + 6 = —2. Da vy (f) > 2 ist (da die 1 ein
Verzweigungspunkt ist), hat —2 héchstens diese zwei Urbilder. Ahnlich sind P(—1) = 2
und p(2) = 8 — 6 = 2 alle Urbilder von 2.

Somit ist P : X — Y wohldefiniert und hat keine Verzweigungspunkt, da diese gera-
de herausgenommen wurden. Da P({£1,£2}) C {£2} ist, gilt fiir jedes z # £2 dann
P~Y(z) C X, also hat jeder Punkt z € Y genau drei Urbilder unter P.
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12.5. Isomorphiesatze

12.5.1. Isomorphie mit der homogenen Form eines Polynoms

Definition 59 (Homogene Form): Die homogene Form eines Polynoms P(wq,...,w,)
vom Grad d > 1 ist definiert durch

. 21 Zn
Py(z0,.-.,2n) = 25P <Z,...,> .
0

20

Bemerkung: Es gilt loc Py = {[20,-..,2n] € CP": Py(20,...,2n) = 0}, d.h. der Locus eines
homogenen Polynoms ist kompakt, da CP" kompakt ist.

Beispiel: Sei P(y,z) :=y + z + yz% mit deg P = 3, dann ist Py(z,vy,2) = 2%y + 2?2 + y2? das
homogene Polynom. Sei Uy := {[zp: ... : zp] € CP" : z9 # 0} eine der Kartenumgebungen des
komplexen projektiven Raums CP", sodass

L.c» — 1, (Wi, ..., wp) — [1,wy,. .. w]
gilt, dann ist Uy Nloc Py = goal(loc P).

Satz 60: Sei P(x,y) € Clx,y| ein irreduzibles Polynom. Falls loc Py C CP? der homogenen
Form eine komplexe Untermannigfaltigkeit von CP? ist, so ist loc Py isomorph zu Xp.

Beispiel: 1. Sei P(x,y) := ap+ajz+agy mit a; # 0 oder ag # 0, dann gilt fiir die zugehorige
homogene Form des Polynoms,

P Z0721722 E iz ,

dass loc Py ~ CP! jstE]

2. Sei P(z,y) := x> + y* + 1, dann ist die homogene Form

2
Py(20, 21, 22) E z
=0

und es gilt Xp =~ loc Py. Wir wissen bereits, dass loc Py C CP? eine Untermannigfaltigkeit
ist.

12.5.2. Meromorphe Funktion und die Koordinatenfunktionen

Definition 61 (Hauptideal): Falls R ein kommutativer Ring ist, dann bezeichnet (a) := Ra
das von a € R erzeugte Hauptideal.

Bemerkung: Sie L ein Korper, K C L ein Unterkorper und a € L algebraisch iiber K. Dann
ist

J:={P(z) € K[z] : P(a) =0}
ein Ideal in K[z]. Es gilt J = (Q) fiir genau ein monisches Polynom Q(x), da K|z| ein Haupt-
idealring ist. () kann nicht konstant sein, sonst folgt 1 = 0, was sicherlich ein Widerspruch ist.

Also ist @ irreduzibel sowie @ ist das monische Polynom kleinsten Grades mit Q(a) = 0 und
heifst Minimalpolynom von a. Fiir a = 0 ist beispielsweise Q(zx) = .

3Dies explizit zu zeigen ist eine Ubungsaufgabe.
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Lemma 62: FEs gilt [K(a) : K] = deg QEI

Satz 63: Sei P(x,y) € Clx,y] irreduzibel. Dann ist der Funktionenkorper M(Xp) = C(Fy, Fa),
wobei Fj : Xp — CP! der j-ten Koordinantenfunktion zj aufloc P entspricht.

Bemerkung: Sei P(x,y) € Clz,y] irreduzibel. Dann ist das von (P) erzeugte Ideal ein so-
genanntes Primideal in Clz,y|, d.h. wenn Q1Q2 € (P) liegt, so ist entweder Q1 € (P) oder
Q2 € (P). Dann ist

R :=Clz,y]/(P)
ein Integritiatsbereich.
J{ %To Tz +— y— Fy
R Frac(R)

~

o ist surjektiver Kérperhomomorphismus # 0, also ein Isomorphismus. Also gilt M(Xp) =
Frac ((C[:z:, y]/(P))

Satz 64: Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche und fi, fo € M(X) zwei meromorphe
Funktionen mit M(X) = C(f1, f2). Das Polynom P(x,y) € Clz,y] sei irreduzibel mit P(f1, f2) =
0. Dann existiert genau ein u : X — Xp mit u* (Fj) = fj.

Bemerkung: Solche f, fo, P gibt es immer.

12.5.3. AbschlieBende Isomorphiesitze

Korollar 65: Jede kompakte Riemannsche Fliche ist isomorph zu Xp fiir ein passendes Poly-
nom P.

Satz 66: Zwei kompakte Riemannsche Flichen X und Y sind genau dann isomorph, wenn
M(X) und M(Y') als C-Algebren isomorph sind, d.h. wenn es einen C-linearen Korperisomor-
phismus o : M(X) — M(Y") gibt.

Definition 67 (Hyperellipisch): Eine kompakte Riemannsche Flache X heift hyperellip-
tisch, falls die folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt sind:

1. Es existiert eine holomorphe Abbildung X — CP! vom Grad 2.

2. Es existiert eine meromorphe Funktion auf X mit genau zwei Polen (mit Vielfachheit
gezdhlt).

Satz 68: Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche und g : X — CP' holomorph und vom
Grad 2. Auflerdem seien aq,...,ax die kritischen Werte von g ungleich co. Dann gelten die
folgenden beiden Aussagen:

1. k> 1, d.h. es gibt mindestens einen kritischen Wert ungleich co.

2. Sei P(x,y) = 2>+ (y —a1) -+ (y — ag) ein Polynom, dann gibt es einen Isomorphismus
u: X — Xp mit u*(Fy) = g, wobei Fy die Projektion aufy sei.

4Der Beweis dieses Lemma, ist eine Ubungsaufgabe.
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12.6. Das Geschlecht einer Mannigfaltigkeit

Beispiel: 1. Sei X := CP! und R(z) = % eine rationale Funktion, wobei P und () keine
gemeinsamen Nullstellen haben. R definiert eine holomorphe Funktion f : CP! — CP!,
sodass

gi]tﬁ

2. Sei 2 C C ein Gitter und X := C/§Q) der zugehérige Torus. Dann ist [1, p, '] : X — CP?
eine Einbettung, und das Bild entspricht loc Py des Polynoms

Pz, y) =" —4(y — e1)(y — e2)(y — e3)

wenn die ej verschieden sind. Die Halbwerte e; hatten wir im Kapitel iiber elliptische
Funktionen gleich

w1 w1 + wo w9y
o) () m an(

gesetzt. Folglich sind CP' und C? hypere]liptischﬂ

12.6. Das Geschlecht einer Mannigfaltigkeit

Wie sieht nun eigentlich eine konkrete Riemannsche Fliche aus? Ein Satz aus der Differential-
topologie liefert und dazu folgendes.

Satz 69: Jede kompakte zusammenhdangende orientierbare glatte (reelle) 2-Mannigfaltigkeit ist
zu einer der Flichen aus Abbildung[12.1] diffeomorph.

@@“m

TQ#TQ T2#T2#T2
0 9=2 =7
g=

Abbildung 12.1.: Die ersten vier Geschlechter einer geschlossenen reellen 2-Mannigfaltigkeit.

Sei P(zp, 21, 22) ein homogenes Polynom vom Grad d > 1 und reguliir (d.h. loc P C CP? ist
eine Untermannigfaltigkeit), dann sei g das Geschlecht von loc P, wir definieren dieses spéater
auf Seite [TI§ noch einmal prézise.

Wie héngt nun das Geschlecht von den Koeflizienten des Polynoms P ab? Weil g nur diskrete
Werte annimmt, erwartet man, dass g(loc P;) fiir jeden stetigen Weg {P,};cr von reguldren
homogenen Polynomen vom Grad d konstant ist. Wir setzen

H, := {homogene Polynome P(zy, 21, z2) vom Grad d}

® Als Ubungsaufgabe soll deg(f) = max (deg(P)7 deg(Q)) gezeigt werden.
SEinige Autoren betrachten diese Beispiele allerdings nicht als hyperelliptisch.
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und Ay C H, die nicht reguliren Polynome. Die Frage ist also, ob H;\ Ay wegzusammenhéngend
ist oder nicht. Nun gilt H; = CV fiir ein passendes N = N(d). Man erwartet intuitiv eine
Relation

dimeg Ay < dim¢c Hy = N

und dimR Hd — dimR Ad > 2.

Im Allgemeinen gilt: Falls W eine glatte Mannigfaltigkeit und V' C W eine Untermannigfal-
tigkeit mit dim W — dim V' > 2 ist und + ein glatter Weg in W von  nach y fir x,y € W\ V,
dann ist 4tV fiir alle ¢ mit v(¢) € V. Aus der Transversalititseigenschaft

im(D’yt) + Tv(t)V = T,y(t)W
\W—J N——
dim<1 dimV

folgt im(D~, )NV = 0, also ist W\ V wegzusammenhéngt. Wir erwarten also, dass das Geschlecht
g(loc P) nur vom Grad d des Polynoms abhéngt.

12.7. Topologie von Hyperflachen in CP"

Definition 70 (Regulir/Nicht-singulédr): Ein homogenes Polynom P(zo, ..., zy) heift re-
gulir (und loc P C CP" nicht-singuliir), falls 0 ein regulirer Wert von P : C"*1\ {0} — C
ist.

Bemerkung: 1. ,Reguléar® ist nicht die tibliche Terminologie fiir die obige Definition.
2. Fiir n > 2 folgt aus P reguldr auch, dass P irreduzibel ist.

3. Der Hilbertsche Nullstellensatz sagt aus: Falls P und @) irreduzibel sind und loc P = loc Q)
gilt, so ist P = ¢Q fiir ein ¢ € C*.

Satz 71: Sei P(zp,...,2n) homogen. Fir j =0,...,n sei die Funktion
P : C" — crtt (Wi, ..., wp) = (Wi,...,wj, Lwjqr, ..., wy)
definiert. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:
1. Das Polynom P ist reguldr.
2. Fiir j=0,...,n st 0 ein reqularer Wert von P o);.

Bemerkung: Sind (Uj,1;) die tiblichen Karten fiir den komplexen projektiven Raum CP",
dann kommutiert das folgende Diagramm:

(CTL-i-l \ {0}

|

cn = cor
vy

Definition 72 (Algebraische Menge): Eine Teilmenge A C C™ heift algebraisch, falls es
endlich viele Polynome Pj(w1, ..., w,) mit j =1,...,r gibt, sodass

A={weC": Pj(w)=0firj=1,...,r}

gilt.
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Satz 73: Falls A C C" algebraisch und A # C™ ist, so ist das Komplement C" \ A wegzusam-
menhdngend.

Satz 74 (Eleminationssatz): Fir j = 1,...,7 sei Pj(u,z) := Pj(u1,...,Um, 21,...,%m) €in
komplexes Polynomm, dass homogen vom Grad d;j > 1 in z ist, d.h. ~

Pj(u,tz) = t% Pj(u, z)
fiir alle t € C. Auflerdem sei
B :={(u,[2]) e C" x CP" : Pj(u,z) =0 firj=1,...,r}

die Nullstellenmenge. Sei w1 : C™ x CP" — C™ die Projektion, dann ist m(B) C C™ algebra-
isch[l

Satz 75 (Ehresmannscher Faserungssatz): Seien X und Y zwei glatte Mannigfaltigkei-
ten und f : X — Y eine eigentliche surjektive Submersion. Dann existiert fir jedes y € Y
eine offene Umgebung V. C Y und einen Diffeomorphismus ¢ : f='(y) x V. — f~Y(V) mit
f(go(q, v)) = v fiir alle (g,v) € f~1(y) x V:

Insbesondere gilt: Falls Y zusammenhdngend ist, so gilt f=*(y1) ~ f~1(y2) fiir alle y1,y2 € Yﬂ

Lemma 76: Seien G, L und K drei abelsche Gruppen sowie « : G — K und 8 : G — L
zwei surjektive Gruppenhomomorphismen. Dann gilt

Olker g surjektiv <= flkera surjektiv .

Satz 77: Sein > 1 und P,Q zwei homogene regulire Polynome in 2y, ..., 2z, vom Grad d > 1.
Dann ist loc P =~ locQ, d.h. die beiden Nullstellenmengen sind diffeomorph zueinander.

Satz 78: Sei P(zy,z1,22) ein requldres homogenes Polynom vom Grad d > 1.
1. d =1,2: Dann ist loc P C CP? isomorph zu CP!.

2. d = 3: Dann ist loc P C CP? diffeomorph zu S' x S*.

"Fiir einen Beweis siehe ,Moderne Algebra II von VAN DER WAERDEN.
8Siehe ,Introduction to Differential Topology® (nur in der englischen Auflage) von BROCKER und JANICH.
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13. Garben und Garbencohomologie

Im spéteren Verlauf werden wir oft das Definitionsgebiet von Funktionen wechseln. Eine elegante
Moglichkeit dies durchzufiihren ist die Verwendung von Garben, die eine brauchbare formale
Umgebung dafiir bieten.

13.1. Garben, Pragarben und Halme

Aus diesem Grund werden wir nun einen Abstecher in die Garbentheorie tétigen. Die beiden
wichtigsten Objekte sind die folgenden:

Definition 79 (Prigarbe): Eine Prigarbe F von Gruppen auf einem topologischen
Raum X besteht aus den folgenden Elementen:

1. Fir jede offene Teilmenge U C X haben wir eine Gruppe F(U).

2. Fiir jedes Paar U und V offener Mengen von X mit V' C U haben wir einen Gruppenho-
momorphismus pyy : F(U) — F(V), die sogenannte Einschriankungsabbildung,.

Diese sollen die folgenden Bedingungen erfiillen:
1. F(0)={1}
2. pvv : F(U) — F(U) ist die Identitdtsabbildung.
3. Falls W C V C U C X alle offenen Teilmengen sind, so gilt pyw = pyvw © puv.

Analog kann man auch Priagarben von Mengen, abelschen Gruppen, Vektorrdumen, usw. defi-
nieren. Ist s € F(U), so schreibt man fiir die Einschrankungsabbildung kurz s|y := pyy (s).

Beispiel: 1. Sei X ein topologischer Raum, Cx = Cx.c die Pragarbe von komplexen Vektor-
rdumen. Mit Cx (U) := {stetige Funktionen U — C} und pyv(f) = f|v ist die Gruppe
definiert, wobei die Gruppenstruktur klar ist, da Summen und Produkte stetiger Funktio-
nen stetig sind.

2. Sei X eine glatte Mannigfaltigkeit und € x(U) := {glatte Funktionen U — C}.
3. Sei X ein kompakte Mannigfaltigkeit und Ox (U) := {holomorphe Funktionen U — C}.
4. Sei X eine Riemannsche Fldche und M x (U) := M(U) &t {meromorphe Funktionen auf U}.

Definition 80 (Garbe): Eine Prigarbe J auf X heikt Garbe, falls fiir jede Familie {U;} e
von offenen Teilmengen von X und U := |
sind:

e U; die folgenden zwei Garbenaxiome erfiillt
S1 Sind s,t € F(U) Gruppenelemente mit s|y, = t|y; fiir alle j € J, so folgt s = t.

S2 Seien Elemente s; € F(Uj) vorgegeben mit s;|y,nu, = sklu,nu, fiir alle j,k € J. Dann
existiert ein s € F(U) mit sy, = s; und sy, = sp.
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13.2. Der Etale-Raum einer Prigarbe

Wir werden spéter die algebraischen Auswirkungen dieser zusétzlichen Forderungen genauer
untersuchen und Folgerungen daraus ziehen.

Definition 81 (Halme): Sei F eine Prégarbe von Gruppen auf dem topologische Raum X.
Jedem Punkt a € X ordnen wir eine Gruppe &, zu, dies ist der sogenannte Halm von & in a.
Als Menge sei Ny := Ng(X) := {offene Umgebungen von @ in X}, dann ist

5.= (U 0y x5@))/ ~

UeN,

Disjunkte Vereinigung der
Mengen F(U) fiir U € Ng

wobei die Aquivalenzrelation ~ durch
(U,s) ~ (V,t) <= es existiert eine Umgebung w € N, mit W C U NV und s|w = t|w

definiert ist. Die Aquivalenzklasse s, := [U, s], von (U, s) heift Keim von s in a. Die iibliche
Notation fiir den Halm in a, also die Menge der Aquivalenzklassen, ist

Fo 1= lim F(U),
UeN,

der sogenannte induktive Limes. Die Gruppenstruktur auf F, erhalten wir durch
U, slalV, t]a == [W, (s|w) (tlw)]a

fiir irgendein W € N, mit W C U NV (die Definition ist unabhéngig von W). Dabei ist
1 := [U, 1] das Einselement, fiir abelsche Gruppen schreibt man meist 0 statt 1.

Bemerkung: Es gibt eine Abbildung p, : F(U) — F, mit s — s,, dies ist ein Gruppenhomo-
morphismus.

Beispiel: Sei O := Oc¢, die Garbe der ganzen Funktionen, d.h. f : C — C holomorph, dann
wollen wir den Halm von O am Punkt 0 ndher betrachten. Eine ganze Funktion ldsst sich an
jedem Punkt in eine Taylorreihe entwickeln. Definiere

o0
w: 09— {a]le Potenzreihen Z anz" mit Konvergenzradius > 0}

n=0

durch [U, flo — (Taylorreihe von f in 0). ¢ ist ein Isomorphismus von komplexen Vektorrau-
men.

13.2. Der Etale-Raum einer Prigarbe

Wir wollen nun den topologischen Raum betrachten, der zu einer Pragarbe gehort. Dabei werden
wir einige Parallelen zu Faserbiindel finden, was den Garbenbegriff anschaulicher macht.

Definition 82 ( Etale—Raum): Sei F eine Priagarbe von Gruppen auf dem topologischen Raum
X. Wir definieren den topologischen Raum

g’::U{a}xffa:Hffa

aceX acX

als Etale-Raum. Fiir jedes Gruppenelement s € F(U) definiere §: U — F mit a — s,.
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13. Garben und Garbencohomologie

Wir miissen auf dem Etale-Raum noch eine Topologie spezifizieren, dies machen wir durch
Angabe einer Basis der Topologieﬂ im folgenden Satz.

Satz 83: 1. B:={5(U):U C Xoffen,s € F(U)} ist eine Basis fiir eine Topologie auf F.

2. Fir diese Topologie ist die Projektion 7 : F— X mit sp — p fiir s, € F, ein lokaler
Homdomorphismus und die Gruppenoperationen auf F sind stetig im folgenden Sinne: Sei
FoF :={(a,8) € F x F: m(a) = w(B)} mit der Unterraumtopologie, dann ist FoF —s F
mit (o, B) — aB~1 stetig.

Definition 84 (Schnitt): Sei J eine Prigarbe auf X, F der Etale-Raum und 7 : F — F
die Projektion. Ein Schnitt von JF iiber U C X ist eine stetige Abbildung s : U — F mit
mos = Idgy.

Die von jeder beliebigen Prigarbe J erzeugte Garbe F ist definiert durch
F(U) :=T(U,F) := {alle Schnitte von F iiber U} .
Falls V C U C X offene Mengen sind und s € F(U) ist, dann gilt pyy(s) = s|y.

Satz 85: Sei F eine Prigarbe auf X, U C X offen, r € F(U) ein Schnitt und p € U. Dann
existiert ein offenes W C U und ein Gruppenelement t € F(W) mit r(q) = t, fir alle g € W,
d.h. rlw =t fiirt € T(W,F). Umgekehrt ist 5 stetig fiir alle s € F(U).

Beispiel: Betrachte die folgende Prigarbe OF komplexer Vektorrdume iiber C, wobei
OB (U) := {beschréiinkte holomorphe Funktionen auf U}

ist. Dann ist das Garbenaxiom S1 erfiillt, aber nicht S2: Fiir jedes beschrinkte U C C ist die
Funktion z + z beschrinkt auf U und ist daher ein Element von OB (U), aber die Funktion z
ist auf C nicht beschrénkt.

Man hat aber (‘)5 = O, fiir alle p, deshalb gilt es einen Homéomorphismus 08 — 0.

13.3. Garben-Abbildungen und algebraische Objekte

13.3.1. Homomorphismen und die Verbindung zu Schnitten

Definition 86 (Priagarben-Homomorphismus): Ein Homomorphismus h : ¥ — § zwi-
schen zwei Priagarben von Gruppen auf X ist eine Familie {hy }ycx offen, WO

F(U) - 5(U)

h : F(U) —s S(U) pwi ipuv
hy
—=G(V)

ein Gruppenhomomorphismus ist, sodass fiir alle V'V C U offen und U C X offen das obige
Diagramm kommutiert.

Definition 87 (Unterprigarben): F heift Unterprigarbe von G, falls jedes hy eine In-
klusionsabbildung ist. i heifft Garben-Isomorphismus, falls jedes hy ein Isomorphismus ist.

!Eine Basis der Topologie ist eine Teilmenge B C X, sodass alle anderen offenen Teilmengen als beliebige
Vereinigungen oder endliche Durchschnitte von Mengen aus B dargestellt werden kann.
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13.3. Garben-Abbildungen und algebraische Objekte

Im allgemeinen Fall gilt: Fiir jedes p € X definiert h einen Homomorphismus
hp = Fp — Gp sp = [hu(s)]p
auf dem zugehorigen Halm falls U eine offene Umgebung von p und s € F(U) ist.

Definition 88 (Garben-Schnitt-Abbildung): Sei F eine Priagarbe auf X. Wir definieren
einen Homomorphismus von Préagarben

0:F —3F  Oy(s)=35 fiirsec FU)
Es sei daran erinnert, dass §(p) der Keim s, von s in p ist.
Satz 89: Sei F eine Prdgarbe auf X. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:
1. F ist eine Garbe.
2. 0 ist ein Isomorphismus.

Satz 90: Sei J eine Prigarbe auf X. Dann ist 0, also
Oy : Fp — (F)y sp = (S)p
ein Isomorphismus fir alle p € X.

Satz 91: Seih : F — G ein Homomorphismus zwischen Pragarben auf X. Dann ist h:F—G
ein lokaler Homdomorphismus und es existiert genau ein Homomorphismus h : F — G, sodass
das folgende Diagramm kommutiert:

h
—_—

h
—_

S

K<=—=08

QI=<=—=UW
RS

13.3.2. Quotienten, Kern, Bild und Exaktheit von Garben

Definition 92 (Quotientengruppe): Sei A eine abelsche Gruppe und B C A eine Unter-
gruppe. Dann gibt es eine Quotientengruppe

A/B:={a+B:a€ A} =A/~ mit a1 ~ay < a1 —azx €B

und der Addition (a1 + B) + (a2 + B) = (a1 + a2) + B.

Definition 93 (Exakte Sequenz): Eine Sequenz A fo g S I A, heifit exakt,
wenn fiir j =1,...,n — 1 gilt, dass im(f;j_1) = ker(f) ist.
Eine exakte Sequenz 0 A ! B-—2sC 0 heifst kurze exakte Sequenz. In

diesem Fall induziert g einen Isomorphismus B/ f(A) =, C, und fiir A C B ist

0 A B B/A 0

exakt.
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13. Garben und Garbencohomologie

Bemerkung: Falls beide Zeilen des Diagramms

0 Ay DA, A, 0
|
ai @) \LB el
\
0 B, -~ B, . B, 0

exakt sind, und §f, = gra gilt, dann existiert genau ein v : A3 — B mit vy fo = gof5.

Definition 94 (Garben-Kern und -Bild): Sei f : ¥ — § ein Homomorphismus zwischen
zwei Garben abelscher Gruppen auf X. Dann bilden Kern und Bild von f wieder (Préa-
)Garbenf

ker(f) := [die Garbe von U — ker(fv)] mit fu:FU) — S(U)
im(f) := [die von der Prigarbe U — im(fy) erzeugte Garbe]

Definition 95 (Exakte Garbenhomomorphismen-Sequenz): Eine Sequenz von Garben-
homomorphismen

Jo

fi fn—1

Jo J1 In

auf X heifst exakt, wenn fiir alle p € X und j = 1,...,n — 1 die Exaktheits-Eigenschaft
im ((fj—1)p) = ker ((f;)p) gilt, d.h. die Sequenz ist auf den Halmen exakt.

Satz 96: Fualls 0 F ! G Y. 3¢ 0 eine kurze exakte Sequenz von Garbenhomo-

morphismen ist, dann ist die Sequenz

fu

0 F(U) S(U) 2= H(U)

exakt fir alle offenen U C X.

Bemerkung: Fiir exakte Sequenzen erhalten wir folgende Aquivalenzen
0——A—%> B exakt <= « injektiv

B o C ——=0 exakt < [ surjektiv

0 A—1-B 0 exakt < ~ bijektiv

Beispiel: 1. Ist die Garbensequenz (0 —— Sf—f> G exakt, dann ist der lokale Gruppen-
homomorphismus

fu:FU)— G(U)
injektiv fiir alle offenen Mengen U.

2. Ist 0 g1

S 0 exakt, dann sind die lokalen Gruppenhomomorphismen

fu: F(U) = 9(U)

Isomorphismen fiir alle alle offenen Mengen U .

In einer Ubungsaufgabe wird gezeigt werden, dass ker(f), = ker(f,) fiir f, : F, —> G, gilt, #hnlich auch fiir
die Bilder im(f), = im(fp).
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13.3. Garben-Abbildungen und algebraische Objekte

Definition 97 (Quotientengarbe): Sei G eine Garbe abelscher Gruppen auf X und F eine
Untergarbe von F. Die Quotientengarbe G/F ist die von der U +— G(U)/F(U) erzeugte Garbe.

Satz 98: Sei G eine Garbe abelscher Gruppen auf X, F eine Untergarbe von G. Seig: § — G/F
der natiirliche Homomorphismus. Dann ist g, : G, — (§/F), surjektiv fir alle p € X und der
Kern ker(g,) = Fp. Also induziert hy, einen Isomorphismus

Sp/Fp — (5/F)p
und die Sequenz 0 F g §/F 0 st exakt.

Satz 99: Sei g : § — H ein Homomorphismus zwischen Garben abelscher Gruppen auf X,
sodass die auf den Halmen induzierte Abbildung g, : G, — I, fiir alle p € X surjektiv ist, d.h.
die Sequenz

G—2sH—>0
ist exakt. Sei F := ker(g). Dann ist der induzierte Homomorphismus §/F — H ein Isomor-
phismus.
13.3.3. Beispiele zur Exaktheit von Garbenhomomorphismen

Beispiel: Sei X eine Riemannsche Flache. Wir definieren die Garben O* = 0%, M* und D auf
X wie folgt: Fiir U C X offen sei

O0*(U) := {holomorphe Funktionen U — C\ {0}}

M*(U) = {
Dann sind O*(U) und M*(U) multiplikative Gruppen. Auferdem sei

D(U) := {Funktionen ¢ : U — Z mit ¢~ "(0) offen und U \ ¢~ (0) diskret} .

meromorphe Funktionen auf U, die auf keiner offe-
nen Teilmenge identisch gleich Null sind

Definiere den Garbenhomomorphismus ¢ : M* — D wie folgt: Fiir X = C betrachte die Halme
A Laurent-Reihen Y ), a,z" # 0, die in einer
0 punktierten Umgebung von 0 konvergieren
QF = Potenzreihen y_° ; a,z™ mit ap # 0, die in
0 einer Umgebung von 0 konvergieren

fiir U C X offen, p € U und f € M*(U) sei

ou(f) =ordy(f) € Z .
Dann erfiillt ¢ die folgenden Eigenschaften:

(@U(f))_l(Z+) = {Nullstellen von f in U}
(@U(f))il(Z_) = {Pole von f in U}

also ist (goU(f))_l(Z\{O}) diskret und relativ abgeschlossen, also ¢y (f) € D(U). Die Multipli-
kationsformel ord(f - g) = ord(f) + ord(g) impliziert, dass ¢ ein Garbenhomomorphismus ist.
Die Halmabbildung ¢, : M — D,, = Z ist surjektiv fiir alle p, auferdem ist ker(p,) = Oy,
damit ist

0 O* M2~ D 0

exakt und ¢ definiert nach dem vorigen Satz einen Isomorphismus M*/O* =D,
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13. Garben und Garbencohomologie

Definition 100 (Divisor): Ein Divisor auf X ist ein Element von D(X), oder dquivalent
von (M*/0*)(X). Falls f € M*(X) ist, so schreibt man (f) := ¢(f) fir den Divisor.

Bemerkung: Ist X kompakt, dann ist der Divisor auf X die formale endliche Summe Ej n;pj,
wo nj € Z und p; € X ist. In der exakten Sequenz

00— O0*(X) —= M*(X) 2= D(X)
ist ¢ x nicht immer surjektiv:

Beispiel (Gegenbeispiel): Sei X := C/Q ein Torus und p € X. Der Divisor —p ist nicht der
Divisor einer meromorphen Funktion, es existiert keine Funktion auf C/Q mit einem einzelnen,
einfachen PolP|

Was genau ist im(px)? Um diese Frage sinnvoll zu beantworten, miissen wir uns mit Gar-
bencohomologie beschéftigen.

13.4. Cech-Konstruktion und Garbencohomologie

13.4.1. Cech-Coketten, Cech-Ableitungsoperator und Cech-Cohomologie

Sei X ein topologischer Raum, F eine Garbe abelscher Gruppen auf X und 4 := {U, }4er eine
offene Uberdeckung von X.

Definition 101 (Cech-Cokette): Eine n-Cokette C' von F beziiglich {l ist eine Vorschrift,
die jedem Multiindex (ap, ..., a,) € ™" ein Element

clag,...,an) € F(UgyN---NU,,)
zuordnet.
Beispiel: Fiir n = 2 ordnen wir jedem Schnitt Uy N Uy NUy ein Element in F(UyNU; NUs) zu.

Wir untersuchen die Cech-Cokette genauer. Sei C” (L; F) die Menge aller solcher ¢, wie oben
erklart, dann ist fir n > 0

cMF) = J[ FWan---NUa,)
(a0yeeeytn)
wieder eine abelsche Gruppe, fiir n < 0 definiere C™ := {0}. Definiere den Ableitungsoperator

d:C"(4F) — C" (U TF)

n+1
(de) (o, ..., omp1) = > (=1 c(ao, ..., a5, ..., omi1) ,
j:O Uao ..... oA}

wobei letzterer Teil die Einschrankung auf dem Durchschnitt U, 0,y = Uag N - N Uapyy
sei. Damit haben wir bereits alle wichtigen Elemente der Cech-Cohomologie, wir miissen nur

noch ein paar formale Figenschaften nachweisen.

Satz 102: Die Zusammensetzung C™(U; F) 4. CHL (L F) 4, ont? (LU, F) st 0 fir alle n,
d.h. es gilt d*> = 0.

3Vergleiche mit dem Satz aus der Funktionentheorie I iiber elliptische Funktionen (Korollar von Seite .
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13.4. Cech-Konstruktion und Garbencohomologie

Definition 103 (Cech-Cohomologie): Wir definieren Z" := Z"(4,F) := ker(d : C"* —
C"™*1) als n-Cozyklen und B™ := B"(U,JF) := im(d : C"~1 — C™) als n-Corénder. Wegen
dem zuvor gezeigten d? = 0 liegen B™ C Z", also konnen wir

H" .= H"(W;F):=2"/B"
als n-te Cech-Cohomologiegruppe von X mit Koeffizienten in F beziiglich i definieren.

Satz 104: Die natiirliche Abbildung F(X) = HO(4; F) ist ein Isomorphismus, unabhingig
von der gewdhlten Uberdeckung L.

13.4.2. Verfeinerungen von Uberdeckungen

Aus der obigen Konstruktion ist unmittelbar ersichtlich, dass die Cech-Cohomologie fundamen-
tal von der Form der Uberdeckungen {{ abhingt. Wir miissen daher nun die Auswirkungen
untersuchen, die ein Wechsel eben dieser mit sich bringt. Dazu fiihren wir den folgenden Begriff
ein.

Definition 105 (Uberdeckungs-Verfeinerung): Seien ${ := {U,}aer und U := {Vs}sec
offene Uberdeckungen von X. Wir sagen dass U feiner als (oder gleich)  ist, ¥ > 4, wenn
eine Verfeinerungsabbildung ¢ : J — I existiert, sodass fiir alle 8 € J gilt Vg C U,(g).

Eine solche Verfeinerung ¢ definiert einen Homomorphismus ¢* : C" (U F) — C™(V; F)
durch ¢ — ¢*(c), wobei gilt:

() (Bos - Bn) = c(p(Bo) - 9(Bn) Iy,

eg(qu(Bo)v---ww(Bn))

,,,,, Bn

Wie sehen nun die Eigenschaften dieses Verfeinerungs-induzierten Homomorphismus ¢* aus?
Dies beantworten die folgenden beiden Séatze.

Satz 106: Es gilt dp* = p*d, d.h. der Verfeinerungs-induzierte Homomorphismus vertauscht
mit dem Ableitungsoperator.

Korollar 107: Ist dc =0, so ist d(¢*c) = ¢*dc = 0. Daraus folgt dann wiederum
O Z"(WF) C Z"(0; F) und  @*B"(U;F) C B"(T; F)
also folgt tm Diagramm
0——B"(WTF) —Z2"(U;F) — H*" (U, F) ——0
T
0— B"(0;F) —Z2"(V; F) — H”(V%, F)—0
die notwendige Existenz einer Abbildung ry, : H"(4; F) — H"(T; F). O

Die fiir uns wichtigste Aussage, welche die spitere Wohldefiniertheit der Garbencohomologie
garantiert, ist die Invarianz der Restriktions-Abbildung r% von der genauen Wahl der Verfeine-
rungsabbildung.

Satz 108: Diese Abbildung r% : H(W; F) — H™(0; F) hdngt nicht von der Verfeinerungsab-
bildung ¢ ab.

Satz 109: Fulls 00 > 0 > sl Verfeinerungen sind, so gilt fir alle n die Zusammensetzung
sy = rap o ry - H'(8 F) — H™(W; F) .
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13.4.3. Der induktive Limes

Definition 110 (Gerichtete Menge): Eine gerichtete Menge A ist eine Menge mit einer
Relation ,,<“, sodass die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:

1. Reflexivitit: a < a fiir alle a € A,
2. Transitivitat: a < b, b < ¢, dann folgt a < ¢ fiir a,b,c € A,
3. Fiir alle a1,as € A gibt es ein b € A mit a; < b und as < b.

Beispiel: 1. Sei X ein topologischer Raum und A := {Offene Teilmengen von X }. Dann ist
ULV < UDVundfiralleUV git UDUNV undV DUNV.

2. Sei X ein topologischer Raum und A := {Offene Uberdeckungen von X }. Dann gilt hier
U <Y <= Y feiner als .

Definition 111 (Gerichtetes System): Sei A eine gerichtete Menge. Ein A-gerichtetes
System abelscher Gruppen ist eine Familie {G, },c4 abelscher Gruppen und fiir jede Relation
a < b existiert ein Homomorphismus f? : G, — Gy, sodass gilt:

1. f&=1d,
2. flfofg:fg falls a < b < ¢ ist.
Definition 112 (Induktiver Limes): Der induktive Limes ligGa = @aGa ist als
<U {a} x Ga> / ~ mit (a1,x1) ~ (az,x2) < Ibe A: fgl(xl) = f22(.’132)
a€A

definiert (dass ~ eine Aquivalenzrelation ist, folgt aus der Funktorialitéit), d.h. fiir rj € G, gilt

xr1 € Ga1 To € Ga2

~

Gy

Durch [a, z] sind die Aquivalenzklassen von (a,z) mit = € G, bezeichnet. limG,, ist eine
abelsche Gruppe mit

[alaxl] + [CLQ?‘IEQ} = |:ba f(lz)l (xl) + f32(1:2):|
falls a; < b und az < b ist (unabhéngig von b). Fiir alle a € A ist
ig : Gg — liﬂbi x — [a, ]
ein Homomorphismus mit i, = i o f(ll’ falls a < b ist.
Spezialfall: Falls # € G, und a < b ist, so gilt fo(x) = f o f(x) und daraus folgt die
Aquivalenz (a,z) ~ (b, f2(z)).

Beispiel: Wir haben die Halme einer Garbe durch F, := ligUeNpi}'(U) definiert.
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Satz 113 (Universelle Eigenschaft): Sei{G,}qca ein gerichtetes System abelscher Gruppen,
H eine abelsche Gruppe und hy : G, — H ein Homomorphismus fir jedes a € A, sodass
hy o f2 = h, fiir a < b gilt, also

h%rnch

b
Go—
k M
H

Dann existiert genau ein Homomorphismus h : liglaGa — H mit hy = hoig fir alle a € A.

13.4.4. Garbencohomologie

Definition 114 (Garbencohomologie): Sei F eine Garbe abelscher Gruppen auf dem topo-
logischen Raum X. Dann definiere die n-te Garben-Cohomologiegruppe als

H"(X; ) = limy H" (4 F) ,

wobei {H" (4 F) }( ofrene Uberdeckung 1St €in gerichtetes System ist, da it = Id und rjy; o fa = T4,

fiir $( < U < W gilt.

Satz 115: Sei I eine Garbe abelscher Gruppen auf X. Dann existiert ein kanonischer Isomor-
phismus F(X) — H(X;9).
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14. Vektorbiindel- und
Pragarben-Cohomologie

Fiir das weitere Vorgehen fiithren wir einen neuen Begriff ein, das holomorphe Vektorbiindel.

14.1. Holomorphe Vektorbiindel

Ahnlich wie bei den reellen Vektorbiindeln wird an jeden Punkt eines Basisraums ein komplexer
Vektorraum angeheftet, die genaue Definition ist wie folgt.

Definition 116 (Holomorphes Vektorbiindel): Ein holomorphes Vektorbiindel vom
Rang r besteht aus den folgenden Elementen:

1. Eine holomorphe Abbildung 7 : £ — X zwischen komplexen Mannigfaltigkeiten, wobei
FE der Totalraum und X der Basisraum des Biindels ist.

2. Fiir jedes p € X haben wir die Struktur eines r-dimensionalen komplexen Vektorraums
auf E, := 7 1(p).

Auflerdem muss das Axiom der lokalen Trivialitit erfiillt sein: Fiir jedes p € X existiert eine
Umgebung U C X um p und eine biholomorphe Abbildung h : 7= (U) — U x C", sodass fiir
jedes ¢ € U die Einschrédnkung h, := h|g, ein komplex-linearer Isomorphismus £, — {q} xC"
ist. Falls r = 1 ist, so heiftt ¥ Geradenbiindel.

Bis auf den Unterschied ,komplex“linear sind Abbildung zwischen holomorphen Vektorbiin-
deln genau wie Abbildungen zwischen reellen Vektorbiindeln definiert.

Definition 117 (Vektorbiindel-Homomorphismus): Ein Homomorphismus zwischen
holomorphen Vektorbiindeln £ — X und F — X ist eine holomorphe Abbildung
f:E — F, die jeder Faser E, komplex-linear auf die entsprechende Faser F), abbildet.

[ heift Isomorphismus, falls f, := f|g, : E, = F, fiir jedes p € X ein Isomorphismus ist.

Zwei besondere Formen holomorpher Vektorbiindel nehmen (genau wie bei reellen Vektor-
biindeln) eine wichtige Stellung ein.

Definition 118 (Produktbiindel): Ein holomorphes Vektorbiindel £ := X x C" — X heiftt
Produktbiindel.

Definition 119 (Triviales Biindel): Das Biindel E — X heifst trivial, wenn es zu einem
Produktbiindel isomorph ist.

Satz 120: Fualls f : E — F ein Isomorphismus zwischen holomorphen Vektorbindeln ist, so
st die Umkehrabbildung immer holomorph.
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14.2. Die Cech-Cohomologie von Geradenbiindel

Beispiel: 1. Sei X eine n-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit. Dann ist das holomor-
phe Tangentialbiindel véllig analog zum reellen Fall durch

TX = | J{p xT,x = [[ X
peX peX
definiert. Diese Menge hat genau eine Struktur als 2n-dimensionale komplexe Mannigfal-
tigkeit, sodass die Biindelprojektion m : TX — X stetig und fiir jede lokale Parametri-
sierung U’ € C" 25 U C X die Abbildung
/ n Ty -1
U'xC'——=m (U) (p7 Z) = (p7 TSDP(Z))

biholomorph ist. Zusammen mit der natiirlichen Projektion w : TX — X erhalten wir
somit ein holomorphes Vektorbiindel vom Rang n tiber X.

2. Betrachte A := {([z],w) € CP™ x C"*1 : es existiert ein a € C mit w = az}. Fiir alle Punk-
te z = (20,...,2,) € CP1\ {0} ist

T A — CP" ([z], w) — [2]

die natiirliche Projektion, und 7=1([z]) = Cz ein eindimensionaler komplex-linearer Un-
terraum von C"*!. Dann ist A C CP™ x C"*! eine (n + 1)-dimensionale komplexe Unter-
mannigfaltigkeit und w : A — CP" ist ein holomorphes Geradenbiindel.

14.2. Die Cech-Cohomologie von Geradenbiindel

Sei L ™+ X ein holomorphes Geraden- bzw. Linienbiindel, {(Us, ha)}aes ein Atlas lokaler Tri-
vialisierungen, d.h. $f := {U,} ist eine offene Uberdeckung von X und hy, : 7= (Uy) == Uy x C
fiir jedes a € I ein Isomorphismus von Vektorbiindeln iiber U,,.

Fiir (p, z) € Uy x C mit der Abkiirzung U, := U, NUpg geschieht der Trivialisierungswechsel
durch

he o hEI(Pa Z) = (p7 gocﬁ(p)z) )

wobei gap : Uag — C* holomorph ist, also liegt gas € 0*(Uyp) und g € CH(U; 0*). Offenbar
gelten goo = 1 und gg, = 9;61 Auf U,g, x C gilt zudem wegen

Id = hohg' o hghl' o hyhyt
die Gleichheit 1 = gn898,9ya = g/gvggwl Jap = dg € C?(44;0%), und diese liefert uns dann, dass
g € Z1(4; 0%) liegt.
14.2.1. Konstruktion der Geradenbiindel-Cech-Cohomologieklassen

Wir definieren nun die vorlaufigen Cech—Cohomologieklassen eines Linien- bzw. Geradenbiindels
durch [L; 4, h] := [g] € H(L; O%).
Lemma 121: Das Bild der Cohomologieklasse [L; 3, h] in H'(X; O*) ist unabhingig von $k und

h, und hingt somit nur vom Isomorphismen-Typ von L ab.

Also definiert ein holomorphes Geradenbiindel L — X eine Cohomologieklasse [L] € H!(X, 0*),
da wir soeben die Invarianz der Cohomologieklasse von der Uberdeckung £ und den Trivialisie-
rungen h (also dem Atlas) gezeigt haben.
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14. Vektorbiindel- und Priagarben-Cohomologie

14.2.2. Isomorphismen-Klassifikation holomorpher Geradenbiindel

Mit dem neu gewonnenen cohomologischen Zugang zu holomorphen Geradenbiindel kénnen wir
diese nun naher klassifizieren.

Satz 122: FEs gibt eine Bijektion von der Menge der Isomorphismenklassen holomorpher Gera-
denbiindel iiber X in die Menge der Cohomologicklassen H'(X;O*), die definiert ist durch

{Isomorphismenklassen holomor-

1 Lk
pher Geradenbiindel iiber X } — H(X;07) L (L]

Sei K := R oder C und X eine glatte Mannigfaltigkeit. Dann ist ein R-Geradenbiindel iiber X
(also ein reelles Geradenbiindel {iber X) ein reelles Vektorbiindel iiber X vom Rang 1. Analog
ist ein C-Geradenbiindel iiber X ein komplexes Geradenbiindel {iber X, also ein komplexes bzw.
holomorphes Vektorbiindel {iber X vom Rang 1. Fiir U C X offen, sei € die Garbe, die durch

U — {glatte Abbildungen U — K* =K\ {0} }

gegeben ist. Der vorige Satz tibertragt sich dann analog:

Satz 123: Es gibt eine bijektive Abbildung

Isomorphieklassen glatter 1 N
H (X;E L L
{K-Geradenbiindel iiber X } — (X; €k) = (L]

und analog fiir topologische K-Geradenbiindel iiber einem topologischen Raum X.

Bemerkung: Ist X eine komplexe Mannigfaltigkeit, dann ist H'(; O*) — H(X; O*) injektiv,
denn aus [L; 4] — [L] = 1 folgt [L;4] = 1. Ahnliches gilt fiir die Garben e}, &, C4 und €,
wobei die letzteren beiden die Garben der stetigen Funktionen nach R* bzw. C* sind.

14.3. Gleichheit der Cech- und Garben-Cohomologie-Gruppen

Als niichstes zeigen wir nun, dass die erste beiden Cohomologiegruppen der Uberdeckungsabhén-
gigen Cech-Cohomologie H'(4; F) isomorph zu ersten Garben-Cohomologiegruppe H'(X;F)
ist. Mit anderen Worten ist also in der ersten Cohomologiegruppe die Wahl einer Uberdeckung
fiir die Cohomologie vollig unwichtig, was wir spéter ausnutzen werden.

Definition 124 (Konstante Garbe): Sei G eine abelsche Gruppe und X ein topologischer
Raum. Wir definieren eine Garbe F auf X durch

F(U) = {lokal konstante Abbildungen U — G} ,

der Etale-Raum ist dann einfach F = X x G, also ist jeder Halm JFp = G fiir alle p. Oftmals
wird diese spezielle konstante Garbe JF kurz mit G bezeichnet.

Satz 125: Sei F eine Garbe abelscher Gruppen auf dem topologischen Raum X und i eine
offene Uberdeckung von X . Dann ist die Abbildung iy : H' (4; F) — HY(X;F) injektiv.

Es bleibt nun die Frage, wann die Abbildung ig : H!(4; F) — H'(X;F) auch surjektiv (und
somit ein Isomorphismus) ist.

Betrachten wir den Fall, dass X eine komplexe Mannigfaltigkeit und F := O* die Garbe
der holomorphen Funktionen ohne Nullstellen ist. ig ist genau dann surjekiv, wenn fiir jedes
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14.4. Abstrakte Cohomologietheorie

holomorphe Geradenbiindel L. — X gilt, dass die Einschrankungen L]y, fiir alle « trivial sind
(und sich somit in H'(4; F) befinden). Hinreichend ist sicherlich, dass H'(U,; 0*) = 1 fiir alle
« giltE]

Satz 126 (Leray): Sei F eine Garbe abelscher Gruppen auf dem topologischen Raum X und
U= {U;}ies eine offene Uberdeckung von X mit HY(U;; F) = 0 fiir alle i € I Dann ist
iy s HY (8 F) = HY(X; F)

ein Isomorphismus.

14.4. Abstrakte Cohomologietheorie

14.4.1. Allgemeine Cohomologie und induktiver Limes

Definition 127 (Graduierte Gruppe): Eine graduierte (abelsche) Gruppe ist eine Fa-
milie C' := {C"},ez abelscher Gruppen.

Ein Homomorphismus f : ' — C vom Grad k zwischen graduierten Gruppen
besteht aus einem Homomorphismus f” : C" — C™* fiir jedes n.

Definition 128 (Cokettenkomplex): Ein Cokettenkomplex ist ein Paar (C,d), wobei C
eine graduierte Gruppe und d : C' — C' ein Homomorphismus vom Grad 1 ist, sodass dod = 0.
Die zugehorigen Cohomologiegruppen sind durch

kerd, : C" — C"tl
imd,,_; : C"! — Cn

H"(C) =

definiert.

Definition 129 (Cokettenabbildung): Eine Cokettenabbildung zwischen den Ketten-
komplexen C' und C' ist ein Homomorphismus f : ¢ — C vom Grad 0 mit f,11d, =
dnfn fir alle n € Z, kurz fd = df geschrieben. Eine Cokettenabbildung f induziert eine

Cohomologiegruppen-Abbildung f. : H"(C) — H™(C) fiir alle n.
Sei {Cy}laca ein gerichtetes System von Cokettenkomplexen C, und Cokettenabbildungen

fb:C, — Cy. Dann ist {H*(C,)}eea ein gerichtetes System von graduierten Gruppen und
Homomorphismen (f%), : H*(C,) — H*(C}) vom Grad 0. Dann kommutiert

d
n n+1
cn 4. o+t

ff;l o lfz;

cp —4-opt?
Sei O = liglan der induktive Limes des Cokettenkomplex-Systems. Wir erhalten

doo : Coo — Cxo

'Da die Garbe O* multiplikativ verstanden wird, ist 1 statt der sonst {iblichen Null das neutrale Element.
2Man beachte, dass hier H*(U;; F) die Cohomologiegruppe des Raums U; meint, und nicht die Uberdeckung 1.
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14. Vektorbiindel- und Priagarben-Cohomologie

vom Grad 1, sodass fir die Inklusionabbildung i, : C, — Cy dann duiq = iqd und dopodee =0
gilt. Fiir (iq)« : H*(Ca) — H*(Cs) und analog fiir (i), : H*(Cp) — H*(Cs) gilt der
Zusammenhang

(i)« 0 (f2)x = (iv 0 f2)x = (ia)s -
Die lésst sich grafisch wie folgt veranschaulichen:

(f)«

H*(Cy) —— ... HhﬂaH*(Ca)

H* ( Coo) h aus der universellen

Eigenschaft des ind. Limes

Satz 130: Die Abbildung h : ligaH*(Ca) = H* (ligaCa) = H*(Cw) ist ein Isomorphismus.

Ein wichtiger Speziallfall ist H*(C,) = 0 fiir alle a, dann ist H*(Cs) = 0, d.h. der induktive
Limes exakter Sequenzen ist wieder exakt.

14.4.2. Exakte Cohomologiesequenzen

f

Sei 0 C c—2-C 0 eine kurze exakte Sequenz von Cokettenabbildun-
gen, d.h. jede einzelne Sequenz

~ fn Cn gn Cn 0

0 cr

ist fiir alle n exakt. Fiir jedes n definieren wir einen Homomorphismus ¢ : H ”(5) — H"TY(CO)
wie folgt:

y—=g(y)=2 3
on 20U G 0
yr—+dy lz»—)dzzo
0 o+l z—dy contl gn+1 C:vn—l—l

Falls z € C™ mit dz = 0 ist, wihle ein y € C™ mit g(y) = z. Dann gilt g(dy) = dg(y) = dz = 0,
also ist dy = f(z) fiir (genau) ein x € C™.

Satz 131: [z] € H""Y(C) ist unabhingig von der Wahl von y und héingt nur von der Cohomo-
logieklasse von z ab.

Den Homomorphismus § : H*(C) — H""(C) definieren wird nun durch §[z] = [z], was
nach dem vorigen Satz dann wohldefiniert ist.

Satz 132: Die lange exakte Sequenz von Cohomologiegruppen

gy L o) L B (O) 2 () —— .

st exakt.
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Satz 133: Das kommutative Diagramm von Cokettenkomplexen und -Abbildungen
A A
e
B B

habe exakte Zeilen. Dann kommutiert fir alle n € Z das Diagramm

0

0

SO <—

0 0

14.5. Pragarben-Cohomologie

Sei F eine Pragarbe abelscher Gruppen auf dem topologischen Raum X. Wir definieren die
Cokettenkomplexe C™(4U; F), die Cech-Cohomologie-Gruppen H (4 F) sowie die Pragarben-
Cohomologiegruppen H"(X; F) genau wie fiir Garben.

Sei f: F — G ein Homomorphismus zwischen Priagarben abelscher Gruppen auf X. Dann
induziert f einen Homomorphismus

f« t HY(X;F) — H"(X;9)
fiir alle n € Z. Fiir die Pragarben-Coketten-Abbildung fx gilt

CM(U; F) = H F(Ua,....an)

(Qgy.eeyoun )EI L

lf#
C™(;G) = H G(Uag,....an)

(007---7an)61n+1

bzw. explizit (fgc)(@o, .- ) = fUa,...an (c(ao,...,an)). Um zu zeigen, dass fz eine Coket-

.....

tenabbildung geméf Definition ist, betrachte das folgende Lemma.
Lemma 134: fy vertauscht mit d, d.h. dfy = fud.

Also induziert fy einen Homomorphismus fy : H"(4; F) — H"(LL;G). Sei nun eine zweite,
feinere Uberdeckung 0 := {V3}ges > U := {Upn}aes mit der zugehdrigeren Verfeinerungsabbil-
dung ¢ : J —> I gegeben.

Lemma 135: Es gilt ¢* fu = fue®, d.h. das folgende Diagramm kommutiert:
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14. Vektorbiindel- und Priagarben-Cohomologie

Korollar 136: Das folgende Diagramm kommutiert ebenfalls

HM (8 )~ (s 6)

4l o |4

H"(0; 5) 2~ H"(0; )
also induziert f einen Homomorphismus f. : H"(X;F) — H™(X;G) fir alle n € 7Z.

Damit haben wir die Wohldefiniertheit der Pragarben-Cohomologie gezeigt. Bisher scheint
die gesamte Konstruktion noch keine Unterschiede zur Garben-Cohomologie aufzuweisen. Dies
ist aber nicht mehr der Fall, wenn wir die Exaktheit von Priagarben und Garben betrachten.
Definition 137 (Prégarben-Exaktheit): Eine Sequenz 0 g ! G—2sx 0
von Priagarbenhomomorphismen heiftt exakt, falls fiir alle offenen U C X die Sequenz

0 F(U) S(U) L= H({U)—=0

exakt ist.

Man vergleiche dies auch mit der Exaktheit von Garbensequenzen, die wir auf Seite in
Definition [95| und dem nachfolgenden Satz untersucht haben. Man beachte insbesondere die
hinzukommende Null am Ende der kurzen exakten Sequenz.

Satz 138: Sei 0O F ! g Y. 3¢ 0 eine exakte Sequenz von Prdgarben abelscher

Gruppen. Dann gelten folgende Aussagen:

1. Die induzierte Sequenz 0 F S H 0 st exakt.

2. Es gibt eine lange exakte Sequenz von Prigarben-Cohomologiegruppen
0—= HO(X;F) L= HO(X;G) —%~ HO(X; )

//

HY(X;F) > HY(X;G) —2~ HY(X; 5)

//

H?(X;9)

Bemerkung: Falls 0 F S H 0 eine kurze exakte Sequenz von Garben
(keine Préiigarben!) ist, so ist nach Satz[96

0 FU) §(U) —=H(U)

fiir alle offenen Teilmengen U C X exakt, aber G(U) —— H(U) ist nicht notgedrungen sur-
jektiv, sodass man nicht einfach eine Null anhdngen kann. Deshalb ist die Sequenz auch nicht
unbedingt exaktE] Priagarben-Exaktheit ist also stiarker als Garben-Exaktheit.

3Genau aus diesem Grund sind wir bei der Betrachtung des Beispiels aus Abschnitt [13.3.3| von Seite auf
die Notwendigkeit der Garben-Cohomologie gestofsen.
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14.5. Préagarben-Cohomologie

Definition 139 (Lokal endlich): Eine Uberdeckung {U,}acr eine topologischen Raums X
heifst lokal endlich, falls jeder Punkt in X eine Umgebung besitzt, die nur endlich viele der
Mengen U, schneidet.

Definition 140 (Parakompakt): Ein topologischer Raum X heift parakompakt, falls X
hausdorffsch ist und jede offene Uberdeckung von X eine lokal endliche, offene Verfeinerung
besitzt.

Satz 141: Jede topologische Mannigfaltigkeit ist parakompakt.

Lemma 142: Sei X parakompakt und F eine Prigarbe abelscher Gruppen auf X mit T =
0, sodass alle Keime verschwinden. Dann verschwinden auch alle Cohomologie-Gruppen, d.h.
H™"(X;F) =0 gilt fir allen € Z.
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15. Anwendung der Cohomologietheorien

Wir haben bisher nun drei eng miteinander verwandte Cohomologie-Theorien. Zuerst wire da
die fundamentale éech—Cohomologie der Uberdeckungen, aus deren induktiven Limes wir die
Garben-Cohomologie erhielten. Analog dazu haben wir im letzten Abschnitt die Pragarben-
Cohomologie konstruiert, die stdrkere Exaktheitseigenschaften aufweist.

15.1. Verbindung zwischen Garben- und Pragarben-Cohomologie

Wir haben also nun Cohomologie-Gruppen von Garben als auch von Priagarben. Es stellt sich
nun die Frage, inwiefern eine Beziehung zwischen diesen beiden Cohomologiegruppen besteht.
Dies liefert der folgende Satz.

Satz 143: Sei X parakompakt, F eine Prigarbe abelscher Gruppen auf X und 6 : F — F der
kanonische Homomorphismus mit Oy (s) = § € I'(U, F). Dann ist die induzierte Abbildung

0, : H'(X;F) — H"(X;T)
ein Isomorphismus fiir alle n € Z.

f

Satz 144: Sei X parakompakt und 0 F G- 0 eine kurze exakte Sequenz
von Garben abelscher Gruppen auf X. Dann ezistiert eine exakte Cohomologiegruppen-Sequenz

= HMXF) L B (X 9) e BN X H) —— BN (XGF)

15.2. Gleichheit von Cohomologietheorien

Nachdem wir nun die Verbindungen zwischen der Pragarben- und Garbencohomologie kennen,
wollen wir eine weitere Verwandschaft zur de Rham-Cohomologie aus der Analysis III beweisen.
Entscheidende Hilfsmittel dafiir (wie auch fiir die spétere Definition des Geschlechts einer Man-
nigfaltigkeit) sind die Eigenschaften ,fein“ und ,azyklisch“ einer Garbe, sowie eine Auflosung.

15.2.1. Feine Garben

Definition 145 (Feine Garbe): Eine Garbe F abelscher Gruppen auf einem topologischen
Raum X heifit fein, falls es fiir jede lokal endliche offene Uberdeckung i := {Us}aer von X
eine Familie von Garbenhomomorphismen 7, : ¥ — F mit a € I gibt, sodass die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

1. Esist 0 = (Na)s : Fo —> F, fiir alle z in einer offenen Umgebung von X \ U,,.
2. Es gilt fiir die (nach 1.) endliche Summe ) ;(74), = Id fiir alle z € X.

Die Familie {14 }aer heifit eine der Uberdeckung $l untergeordnete Zerlegung der Eins
von ¥ iiber X als Basisraum.
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15.2. Gleichheit von Cohomologietheorien

Beispiel: Sei X eine glatte Mannigfaltigkeit und EE — X ein glattes, reelles Vektorbiindel.
Betrachte

Ex r(U) =T (E|y) = {glatte Schnitte von E iiber U} ,

dann ist €x g eine Garbe reeller Vektorrdume auf X. Behauptung: €x g ist fein.

Beweis: Falls {Uy}acr eine lokal endliche Uberdeckung von X Ist, so existiert eine dazu
untergeordnete glatte Zerlegung der Einsﬂ {98} pes von X mit supp(gg) C Uy und ¢ : J — 1.
Dann ist

he = Z 93

Bep~l(a)

eine lokal endliche Summe und es gilt > ho = 98 = L. Es bleibt noch nachzupriifen, ob
die Eigenschaft des kompakten Tragers erfiillt ist. | J Bep—1(a) supp(gg) ist eine lokal endliche
Vereinigung abgeschlossener Teilmengen von X und deshalb abgeschlossen. Aufserdem gilt

def
supp(ha) = {x € X : ho(z) #0} C U supp(gs) C Uq ,
Bep~1(a)
also ist supp(hy) auch beschrankt und damit kompakt.
Nun definieren wir einen Garben-Homomorphismus 1, : Ex g — Ex g wie folgt: Ist s €

['(E|y) ein Schnitt iiber U, dann sei (1,)u(s) := hq - s. Wir miissen die beiden Axiome der
vorigen Definition nachpriifen:

1. Falls z € X \ U, liegt, so ist hq = 0 in einer Umgebung V' von x. Folglich ist (n,)v = 0,
und damit (n,), = 0 fiir alle x € V.

2. Falls x € X ist, so hat x eine Umgebung U mit U N U, # ( fiir nur endlich viele o € I.
Ist s € T'(E|y), so gilt (Na)z(8z) = (ha - 8)z (dies ist der Keim, nicht der Wert, in x).
Summieren wir alle diese Keime tiber «, so folgt

Z(na)x(sx) = Z(ha $8)p = (Z has) =Sz,

also ist ) (ha)z = 1d.

Damit ist gezeigt, dass € x g eine feine Garbe ist. []

!Eine glatte Zerlegung der Eins sowie ihre Existenz haben wir in der Analysis III explizit behandelt.

Definition (Glatte Zerlegung der Eins): Unter einer glatten Zerlegung der Eins auf einer glatten
Mannigfaltigkeit M verstehen wir eine Familie {hq}aca von glatten Funktionen hy : M — [0,1] mit den
folgenden Eigenschaften:

1. Die Familie {ha}aca ist lokal endlich in dem Sinne, dass jeder Punkt p € M eine Umgebung V C M
besitzt, sodass hq|v = 0 fiir alle bis auf endlich viele o € A ist.

2. Esgilt 30 .4 ha(p) =1 fiir alle p € M.

Eine Zerlegung der Eins {ha}aca auf M ist einer offenen Uberdeckung il := {Usz}scp untergeordnet,
falls fiir alle « ein 8 mit supp(ha) C Up existiert.

Satz: Zu jeder offenen Uberdeckung | := {Us}pep einer Mannnigfaltigkeit M gibt es eine untergeordnete
Zerlegung der Eins.
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Die feinen Garben benutzen wir nun im folgenden Satz:

Satz 146: Sei ff" eine feine Garbe auf einem topologischen Raum X, 4 := {Uy}aer eine lokal
endliche offene Uberdeckung von X. Dann ist HP(4; F) = 0 fir alle p > 0.

Korollar 147: Fir jede feine Garbe F auf einem parakompakten topologischen Raum X ist
HP(X;F) =0 firp > 0.

15.2.2. Azyklische Garben, Auflosungen und die de Rham-Cohomologie

Im Anschluf an das vorige Korollar definieren wir nun die Begriffe einer azyklischen Garbe und
der Auflosung einer Garbe. Ganz nebenbei erhalten wir dabei die Verbindung zur de Rham-
Cohomologie aus der Analysis III.

Definition 148 (Azyklische Garbe): Eine Garbe F mit HP(X;F) = 0 fiir p > 0 heift
azyklisch.

Definition 149 (Auflésung): Die Auflésung einer Garbe F abelscher Gruppen auf einem
topologischen Raum X ist eine exakte Sequenz von Garben

d! d?

0 F iy A2

‘A*
Die Auflosung heifit azyklisch, falls jedes A7 eine azyklische Garbe ist.

Bemerkung: Hat man eine azyklische Auflésung zu einer Garbe F abelscher Gruppen auf X
vorliegen, so erhélt man durch

-1
d % dX %

00— ANX) > ANX) > AX(X) 2. ..

einen Auflésungs-Cokettenkomplex A*(X )E] Fiir p > 0 definieren wir die Cohomologie-
gruppen einer azyklischen Auflésung durch

ker (df : AP(X) — APTH(X))
im (d% ' : APL(X) — AP(X))

HP(A*(X)) =

Satz 150: Sei 0 ——F —— A" die azyklische Auflosung einer Garbe F auf einem parakom-
pakten Raum X. Dann ezistiert ein natiirlicher Isomorphismus HP(A*(X)) — HP(X;9)
fir alle p > 0 zwischen der Aufliésungs- und Garben-Cohomologie.

2Falls f : § — G ein Garbenhomomorphismus ist, so ist f : F — § ein lokaler Homdomorphismus nach Satz
von Seite Es ist F(U) = {Schnitte von ¥ — X {iber U} mit

seFU) Lsgw) - \ /L()
S fU s

Fiir eine Sequenz JF A G—2> K folgt aus g/\/f =go f =0 allgemein go f = 0.
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15.3. Die Garbe O einer Riemannschen Flache

Beispiel: Sei X eine glatte n-Mannigfaltigkeit und €% die Garbe der Differentialformen
auf X vom Grad p > 0, sodass explizit fiir eine offene Teilmenge U C X

&L (U) = {p-Formen auf U} = T'(U, A)

gilt (oftmals bezeichnet man zudem mit QP(X) die Menge der glatten p-Formen auf U).
Dabei ist AP — X ein reelles Vektorbiindel und jede Faser entspricht

AP = {a]ternierende p-Formen T, X x --- x T, X — R} .
p Mal

Somit ist X eine feine GarbeE] Wir behaupten nun, dass

d d d

0 R eo el €2

eine azyklische Auflosung der konstanten Garbe R auf X ist, wobei d diesmal die dukere Ablei-

tunf] ist.

Beweis: Zunéchst impliziert  fein“ auch ,azyklisch“ nach Korollar wenn der Raum pa-
rakompakt ist (jede Mannigfaltigkeit ist nach Satz von Seite parakompakt). Um die
Exaktheit der Auflosungs-Sequenz zu beweisen sei x € X. Jedes Element des Halms (&%), hat
die Form w,, wobei w € &% (U) liegt, U ~ R" eine offene Umgebung um x und dw = 0 sei.

Fiir p = 0 ist w : U — R konstant, damit folgt bereits die Exaktheit bei 89(. Fiirp > 0

folgt aus dem Poincaré-Lemma die Existenz eines ¢ € Sggl(U ) mit dp = w, womit man die
Exaktheit bei €% erhalt.

Definition 151 (de Rham-Cohomologie): Mit den vorigen Ausfithrungen kann die de
Rham-Cohomologie kurz durch HY (X) := HP(€%) definiert werden.

Satz 152: Fir jede glatte Mannigfaltigkeit X ist HP(X;R) = HE. (X). Insbesondere gilt also
HP(X;R) =0 fiir p > dim X.

Das néchste Ziel soll nun sein, eine azyklische Auflésung der Garbe O der holomorphen Funk-
tionen auf einer Riemannsche Fléche zu finden.

15.3. Die Garbe O einer Riemannschen Flache

Zunéchst bendtigen wir nun noch komplexwertige Differentialformen. Auf einer offenen
Teilmenge U C C haben diese die folgende Form:

0-Formen: f
1-Formen: fdx+ gdy
2-Formen: fdx Ndy

3Garben von Schnitten reeller Vektorbiindel sind immer fein, dies haben wir im Beispiel auf Seitegezeigt.
“Die duRere Ableitung wurde in der Analysis ITI als eindeutiger Operator zu einer Reihe von Forderungen
definiert:
Satz: Sei U C R* eine offene Teilmenge. Dann gibt es genau einen Operator d : QP (M) — QPYL(M), der
die folgenden FEigenschaften erfillt:
1. Fiir Funktionen f: U — R st df = Zle % dx;.
2. Der Operator ist linear, d.h. es gilt d(wi + UJ2) = d(w1) + d(w2).
3. Es gilt dlw N 0) =dw A0+ (—1)Pw Ad fir einw € QP (M).
4

. dodw =0, d.h. induzierte Sequenzen sind exakt.
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15. Anwendung der Cohomologietheorien

wobei f,g: U — C glatte (d.h. reell C*>°-differenzierbare) Funktionen sind. Dabei gilt

_af of , _1(0f Of . 1rof .of .
df = e dx—i——ay dy = 5 <8ac 18y> (dz +idy) + 5 (837 +18y> (dz —idy)
Cof L of

15.3.1. Das Dolbeaultsche Lemma

Als néchstes zeigen wir das Dolbeaultsche Lemma, fiir das wir die folgenden zwei Hilfssétze
benotigen.

Lemma 153: Zu jeder glatten Funktion g : C — C mit kompaktem Trager existiert eine glatte
Funktion f : C — C mit % =g.
Von nun an bezeichne EP(X) die Menge der komplexwertigen p-Formen auf einer glatten

Mannigfaltigkeit X, und (X)) die Menge aller glatten Funktionen X — C.

Lemma 154: Sei U C C offen, K C U kompakt und g € E(U) eine glatte, komplexwertige
Funktion. Dann existiert eine Funktion f € E(C) mit % =g auf K.

Satz 155 (Dolbeault-Lemma): Sei Di := {z € C:|z| < R} fiir 0 < R < oo eine offene
R-Kreisscheibe und g € E(DR) eine glatte Funktion darauf. Dann existiert eine Funktion f €
E(DR) mit % =g.

15.3.2. Auflésung von O und das Geschlecht einer Mannigfaltigkeit

Mit dem Dolbeault-Lemma kénnen wir nun die Garbe der holomorphen Funktionen auflésen und
so den bereits angesprochenen Begriff des Geschlechts einer Mannigfaltigkeit prézise definieren.

Satz 156 (Auflosung holomorpher Funktionen): Seien O und & die Garben der holo-
morphen bzw. glatten komplexen Funktionen auf der offenen Teilmenge U C C. Dann ist die
Sequenz

a

0 O e, ¢ 0 0

eine azyklische Auflosung der Garbe O. Deswegen gelten folgende Aussagen:
1. HP(U;0) =0 firp > 1,
2. HY(Dg,0) =0 fir 0 < R < oo.

Mit dieser Auflésung einer Garbe der holomorphen Funktionen auf einer Mannigfaltigkeit
kénnen wir nun das bereits in Abschnitt auf Seite [93] erwihnte Geschlecht einer Mannig-
faltigkeit verniinftig definieren.

Definition 157 (Geschlecht): Das Geschlecht einer kompakten Riemannschen Fliche
X ist durch

g :=dim¢c H'(X;0)
als komplexe Dimension der ersten Cohomologiegruppe definiert.

Bemerkung: Die Wohldefiniertheit des Geschlecht, also das H'(X; O) endlichdimensional ist,
werden wir noch zeigen.

Satz 158: Die Riemannsche Sphdire bzw. komplexe projektive Ebene CP' hat das Geschlecht 0.
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15.4. Differentialformen auf komplexen Mannigfaltigkeiten

Wir werden nun komplexe Differentialformen einfiihren, die rein duferlich grofe Ahnlichkeit zu
den (reellen) Differentialformen aus der Analysis III aufweisen. Die Unterschiede sind eher im
Detail zu finden. Mit ihrer Hilfe werden wir einen weitere Cohomologie-Theorie konstruieren,
die Dolbeault-Cohomologie bzw. die Cech-de Rham-Cohomologie.

15.4.1. Komplex-lineare und anti-lineare Differentialformen

Definition 159 (Anti-linear): Seien V und W komplexe Vektorrdume. Eine reell-lineare Ab-
bildung A : V. — W heift anti-linear, falls A(zv) = ZAv fir z € C und v € V gilt, d.h. es
gilt A(iv) = —iAv firv e V.

Sei zu V und W die Abbildung J : V' — V definiert, die der Multiplikation mit i in jeder
Komponente entspricht. Definiere die Abbildung ¢ : Homg(V, W) — Homg(V, W), dann ist
t(A) = JAJ7! reell-linear und (2(A) = J2A4%2J72 = (-1)A(-1) = A. Es sei Ex der (&1)-

Eigenraum von ¢, dann ist
E. = Homc(V, W) und E_ = {anti-lineare A: V — W} .

Es gilt die Zerlegung A = %(1 +1)A+ %(1 — )A€ Ey + E_, also Ex N E_ =0, und deshalb
folgt Homg(V, W) =E, & E_.
Sei nun X eine komplexe Mannigfaltigkeit. Dann definieren wir die Differentialformenmengen
e(Xx) = {we €1(X) : Abb. w(z) : T, X — C komplex-linear fiir alle x € X }
EON(X) == {w € Y(X) : Abb. w(z) : T,X — C anti-linear fiir alle x € X }

Nach den vorigen Ausfiihrungen kénnen wir damit €'(X) = €M0(X) @ €%1(X) zerlegen. Fiir
p,q > 0 sei dann

endliche Summen von (p+¢)-Formen auf X der Gestalt
EPIUX) =3 a1 A Aay ABL A+ A By, wobei a;j € EM0(X) und
B; € EXY(X) fiir alle j ist.

Falls X und Y zwei komplexe Mannigfaltigkeiten und f : X — Y holomorph sind, so ist die
Tangentialabbildung T'f, : T, X — T,Y komplex-linear fiir alle z € X. Dann kénnen wir ein
Pullback f*EP(Y) C EP4(X) durchfithren.

Betrachten wir nun zuerst komplexe Differentialformen auf C™. Seien z1, ..., z, Koordinaten
auf C". Falls I := (i1,...,14p) fir 1 <i; < --- <14, < n eine Indexmenge ist, und |I| = p die
Anzahl der enthaltenen Differentiale angibt, so sei

dzy := dzil /\-~-/\dZi1O .

Wegen z; = xj + iy, entspricht jedes einzelne Differential dz; = dx; + idy;, und analog fiir
zj = xj — idy; dem Differential dzj = dx; — idy;. Beziiglich eine Indexmenge I definieren wir
notationshalber noch

dzy :=dzy N+ Ndz,

dxy = dw;; N\ -+ Adz;, und analog dy;. Durch Addition bzw. Subtraktion von dz; und dz;
kénnen wir direkt dz; und dy; durch

1 1
dzj =5 (dzj+dz)  und  dy; = o (dzj — dzj)
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15. Anwendung der Cohomologietheorien

ausdriicken. In der Zerlegung €'(X) = E19(X) @ €%1(X) ist dann dz; € 19(X) komplex-linear
und dz; € E%1(X) anti-linear.
Eine r-Form auf einer offenen Teilmenge U C C™ hat die Form

Z aLJda:[/\dyJ

|[I|4+|J|=r
wo ay j : U — C glatt ist, da (z1, 91, ..., Zn, yn) Koordinanten auf R?" = C” sind. Somit folgt
— Z era(U) | (15.1)
pta=r

d.h. jede r-Form auf U hat die Form

Z b[J dzy NdzZg .
—_———
[I|+|J|=r celll,lJ|

Fiir jedes z € C" erzeugen By = {(dz; A dys)(z) und By := {(dz1 A dzj)

}|IH—\J|:T }|I|+|J\:r

denselben Unterraum von

AT(C™)* := AT(R*™)* = = {alle R-multilinearen alternierenden C" x --- x C" — C}
%,_/
r-Mal
Weil B; eine Basis ist, muss auch Bj eine Basis sein. Folglich ist die Summe (15.1)) direkt.
Korollar 160: Fir jede komplexe Mannigfaltigkeit X gilt E"(X) = ®p+q:T’ EPI(X).

Sei nun U C C” offen und f : U — C reell differenzierbar. Dann ist das Differential durch
die Gleichung

at~n (O . Of of of
df-j?l(axjd:cj%—ajd) Z(azd it 5 @ > d +Z

definiert, wobei nach wie vor of af

8def1 0 ii and adefl Q_Hi
82] N Ba:] 0y; 8zj B Ox; 0y

ist. Nach Definition ist f holomorph genau dann, wenn die Totalableitung df, komplex-linear
fiir alle Z € U ist. Dies wiederum ist aquivalent dazu, dass f holomorph in jedem z; ist. Dies
ist bei 2 9= = =0 fiir j =1,...,n der Fall, und dies entspricht df = 0.

Falls a € E(U) komplexwertig und glatt ist und w = adz;; A--- Adzy, Ndzj A -+ A dzy, st
dann gilt

dw =da Ndzy N+ Ndzi, Ndzj; N+ Ndzj,

0 Oa
_Z< Lz + Wdzy)/\dzil/\-“/\dzl-p/\dzjl/\---/\@

c ng,q(U) 1L ep q+1(U)

und es folgt daher d€P4 C EPtL4 4 EPa+L auf jeder komplexen Mannigfaltigkeit.
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15.4.2. Die Dolbeault-Cohomologie

Nachdem wir die komplex- und anti-linearen glatten Differentialformen auf einer Mannigfal-
tigkeit nun genauer betrachtet haben, fiihren wir entsprechend zwei Differentialoperatoren ein.
Durch die verwobene Struktur der beiden Elemente fiihrt uns dies auf einen Doppelkomplex,
mit dem wir eine weitere Cohomologietheorie erhalten.

Definition 161 (Differentialoperatoren): Fiir jede komplexen Mannigfaltigkeit X definie-
ren wir die beiden Differentialoperatoren

D : EPI(X) — EPTLA(X) und 0: &Pl — ePatl(X) |
sodass d = 0 + 0 auf P4(X) gilt.
Fiir eine offene Teilmenge U C C" gilt dann wie oben nachgerechnet
d(adzr N dzj) = Oa A dzp N\ dz; und d(adz; A dzj) = da ANdzp Ndz .
Satz 162: Es gilt §* = 9 =00+00=0 auf EPI(X).

Ahnlich wie bei der de-Rham-Cohomologie im reellen Fall erhilt man auch hier einen Kom-
plex, genauer gesagt einen sogenannten Doppel-CokomplexE]

e00(x) s eto(x) 2o e20(x) 2L
a o o
e0l(x) —Zseti(x) 2o e21(x) L
E d a

e02(x) 2o et2(x) 2o e22(x) L

QI

] 2l

Definition 163 (Dolbeault-Cohomologie): Fiir jede komplexe Mannigfaltigkeit X definie-
ren wir die Dolbeault-Cohomologiegruppen

ker (9P : €P9(X) — EPFL(X))
p.q —
H5Y(X) := im (8p71,q L er—14(X) — EM(X)) und
HP(X) ker (5p’q D EPYX) — gp,q+1(X))
B im (gp,q—1 : Ep,q—l(X) N Epvq(X)) s

welche die Dolbeault-Cohomologie bilden, wobei 979 := 0|¢p.a(x) und = 5|5p,q(X) sei.

Definition 164 (Holomorphe p-Formen): Wir definieren Q”(X) := ker@p’o) = Hg’O(X),
dies ist die Gruppe der holomorphen p-Formen auf X.

5N#here Informationen iiber diesen Doppelkomplex finden sich im Buch Differential Forms in Algebraic Topology
von BOoTT und TU unter dem Stichwort Cech-de Rham-Komplex.
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15. Anwendung der Cohomologietheorien

Beispiel: Sei U C C" eine offene Teilmenge, dann ist fiir eine beliebige holomorphe p-Form
p = Z|I|=p ardzr mit ay € E(U)

gcp: Zga[/\dZ]:O
|1|=p

genau dann, wenn Oay = 0 gilt. Mit anderen Worten ist a; dann holomorph.

Satz 165: Fualls f : X — Y holomorph und w € EP4Y") eine p, q-Form ist, so gilt
fow)=0(f'w)  und  f*(0w)=0(f"w) ,

deswegen induziert f einen Homomorphismus
[ HYNY) — HYY(X) und fr: Hg’q(Y) — Hg’q(X) .

Satz 166: Falls X eine kompleze Mannigfaltigkeit ist, a € EP(X) und b € £9(X), so gilt
d(a A b) = (0a) ANb+ (—1)Pa A Ob und  d(aAb) = (da) ANb+ (—=1)Pa Adb .

Ahnlich wie schon im Auflésungssatz von Seite wollen wir nun eine azyklische Auf-
16sung der Garbe der glatten p-Formen gewinnen. Dies liefert der folgende Satz.

Satz 167 (Auflésung holomorpher Formen): Sei X eine Riemannsche Fliche, und fir
p=0,1 sei QP die Garbe U — QP(U) auf X. Dann ist die Sequenz

0— = Q(X) —— er0(x) 2 erl(X) 0——>0

eine azyklische Auflosung der Garbe QP, also gilt HI1(X; QP) = Hg’q(X) firp=20,1 und ¢ > 0.

15.5. Differentialformen mit Werten in einem Vektorbiindel

Sei X eine glatte Mannigfaltigkeit und £ — X ein glattes Vektorbiindel iiber R oder C. Eine
(glatte) p-Form auf X mit Werten in F ist eine Vorschrift w, die jedem Punkt z € X eine
alternierende multilineare Abbildung

w(z): TpX x - x Tp X — By =7 '(z)

'

p-mal

zuordnet, sodass fiir alle glatten Vektorfelder vy, ..., v, auf X die Abbildung
w(vy,...,vp): X — F z = w(z)(vi(z),. .., vp(x))
glatt ist, also w(vy,...,vp) € I'(E). Definiere so kann €7(X, E) auch aufgefasst
werden, benutzen wir aber nicht

——
EP(X, E) = {glatte p-Formen auf X mit Werten in £} = I'(A? ® E)

und &%, als die Garbe U — EP(U, E) auf X, genauer U — EP(U, E|y). Falls ¢ € €P(X) und
s € I'(F) liegt, so definieren wird das Tensorprodukt ¢ ® s € EP(X, E) durch

(p@s)(v1,...,vp) = p(v1,...,0p) - s € I'(E) ,
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15.5. Differentialformen mit Werten in einem Vektorbiindel

wobei F fiir ein komplexwertiges ¢ auch ein komplexes Vektorbiindel sein muss.

Das Vektorbiindel E ist genau dann trivial, wenn es r := Rang(F) Schnitte s1,...,s, € I'(E)
gibt, sodass (s1(z),...,s.(x)) fiir jedes 2 € X eine Basis fiir E, istﬁ Die Menge (s1,...,58y)
heifft dann Basis aus Schnitten von F. In diesem Fall existiert ein Isomorphismus

EP(X) % - x EP(X) — EP(X,E)  (pr-npr) b D 9 @55 .
j=1

r-mal

Das sogenannte Dachprodukt definiert nun eine €(X)-bilineare Abbildung
EP(X) x E1(X,E) — EPT(X, E) (p,a) > pAa.
Explizit gilt, falls v1,...,v,44 glatte Vektorfelder auf X sind, wie in der Analysis III

1

(A a)(vLs. .. Upyq) = = Z sign () (Va(1)s - -+ > Vo(p)) (Vo (pt1)s - -+ » Vo (ptq)) >
€64
= A®ld

alternativ betrachte A? @ (AMM @ F) —= (A’ @ A1) @ E —— APT1® E . Es gilt

eANWAa)=(pAY)Aa

fiir p € EP(X), ¥ € €4(X) und «a € €(X, F), d.h. das Dachprodukt ist assoziativ.
Die Frage ist nun: Gibt es ein duferes Differential EP(X, F) — EPT1(X, E)? Im Allgemeinen
gibt es so etwas nicht, allerdings schon, wenn man einen ,,Zusammenhang” in E hat.

Definition 168 (Lokaler Operator): Seien E — X und F — F zwei glatte, komplexe
Vektorbiindel. Eine C-lineare Abbildung P : I'(E)) — I'(F') heifst lokaler Operator, falls fiir
alle s € I'(E) und U C X offen gilt, dass aus s|y = 0 direkt (Ps)|y = 0 folgt.

Anders ausgedriickt hiangt (Ps)|y nur von s|y ab.

Bemerkung: Falls P : T'(E) — I'(F) ein lokaler Operator, U C X offen und s € T'(E|y) ein
Schnitt sind, so definieren wir Ps € I'(F|¢7) wie folgt: Falls x € U liegt, wéhle ein t € I'(E) mit
s =t auf einer Umgebung von x. Dann ist

(Ps)(x) := (Pt)(x)
unabhidngig vom gewdhlten Schnitt t, da P ein lokaler Operator ist.

Definition 169 (Glatte p,q-Formen im Vektorbiindel): Sei E — X ein holomorphes
Vektorbiindel und p, ¢ > 0. Dann definiere

Alle ¢ € EPT9(X, E), sodass fiir jede Basis s1,...,s, von
EP1(X, E) :=  Schnitten in Ely fir U C X offen und ¢ = 377, ¢; @ s;
gilt, dass ¢; € EP4(U) fiir jedes j ist.

5Es sei eine Ubungsaufgabe diese Aussage explizit zu zeigen.
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Satz 170: Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit und E — X ein holomorphes Vektorbindel
sowie p,q > 0. Dann existiert genau ein lokaler Operator

0:&P(X,E) — EPITYX E) ,

sodass fir jede offene Teilmenge U C X, ¢ € EPY(U) und s € O(U,E) - die Menge der
holomorphen Schnitte - gilt:

p®s)=(0p)®@s .
Auflerdem gilt 7 =0.
Definition 171 (p-Formen-Cohomologie): Sei E — X ein holomorphe Vektorbiindel,
dann definiere
ker (3 : EP9(X, E) —s EPIH(X, E))
im (9 : Ere-1(X, E) — EP4(X, E))

H2(X, E) =

Bemerkung: Die Menge Hp’ (X,E) = ker (9 : €P°(X, E) — &P'(X, E)) entspricht der Men-
ge der holomorphen p- Formen mit Werten in E. Definiere Q% als die Garbe U + Hp O(U E).

Satz 172 (Aufl6sung holomorpher p-Formen): Sei X eine Riemannsche Fliche und E —
X ein holomorphes Vektorbiindel. Dann ist fiir p = 0,1 die Sequenz

00 @ 0,1
0 ar Ep EQ 0 0
eine azyklische Auflosung der Garbe QY auf X, deswegen ist fiir p,q = 0,1
HY(X,08) = Hg’q(X7 E).

15.6. Hilbertraume

15.6.1. Fundamentale Eigenschaften von Hilbertraumen

Definition 173 (Hilbertraum): Ein (beziiglich der induzierten Metrik) vollstéandiger (reeller
oder komplexer) Vektorraum mit einem Skalarprodukt heifst Hilbertraum.

Beispiel: Fiir U C C offen und f : U — C stetig definiere die Norm

wmmmzwéuwemwm

eigentlich beziiglich des Lebesgue-Integral, dies soll aber nicht weiter ausgefiihrt werden. Wir
definieren damit den Raum

L*(U;0) == {f € OU) : | fll2w) < o}
und auf diesem ein Skalarprodukt durch die Abbildung

Uy%=Afy€C.

Dieses Integral ist wohldefiniert, weil die Abschétzung

» Schwarz
Aum ez - ol

gilt. Um zu zeigen, dass (L*(U;0), (.,.)) vollstéindig ist, bendtigen wir den folgenden Hilfssatz:
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Lemma 174: Falls U := D,(29) C C mit r > 0 eine Kreisscheibe ist, so gilt die Abschdtzung

1
| f(20)] < WHfHH(U)

fiir alle holomorphen Funktionen f € O(U).
Satz 175: Fiir jedes offene U C C ist der Raum L*(U;0) ein Hilbertraum.
Wir benétigen noch einige Begriffe aus der Funktionalanalysis:

Definition 176 (Kompakter Operator): Eine lineare Abbildung 7' : H — H' zwischen
zwei Hilbertrdumen heiftt kompakter Operator, falls die folgenden zwei dquivalenten Bedin-
gungen erfiillt sind:

1. Fiir jede beschriankte Teilmenge A C H ist das Bild TA C H’ relativ kompakt, d.h. der
Abschluf T A ist kompakt.

2. Fir jede beschrankte Folge {x,} in H besitzt die Bildfolge {T'z,} eine konvergente Teil-
folge.

Satz 177: Seien U,V C C offene Teilmengen, sodass V- C U relativ kompakt in U ist. Dann
ist die Beschrinkungsabbildung L*(U; O) — L2(V;O) ein kompakter Operator.

Satz 178 (Besselsche Ungleichung): Sei H ein Hilbertraum und {zy}nen C H eine ortho-
normierte Teilmenge in H, d.h. es gilt (X, Xpn) = Omn fiir alle m und n. Dann gilt fir alle
x € H die Besselsche Ungleichung

oo

2

2> > (2, 2m)|
n=1

und insbesondere geht die Folge (x,x,) — 0.

Definition 179 (Lokal kompakter Hilbertraum): Ein Hilbertraum H heift lokal kom-
pakt, falls 0 € H eine kompakte Umgebung besitzt.

Eine intuitive Vermutung iiber die Form solcher Hilbertraume bestétigt sich direkt im folgen-
den Satz.

Satz 180: FEin Hilbertraum ist genau dann lokal kompakt, wenn er endlichdimensional ist.

15.6.2. Funktionalanalytische Hilfsmittel

Um den genannten funktionalanalytischen Satz zu beweisen, bendtigen wir noch vier kleinere
Hilfssétze:

Lemma 181: Seien A und B normierte Vektorrdume und T : A — B eine lineare Abbildung
zwischen diesen. Dann gilt: T ist genau dann stetig, wenn eine Konstante C > 0 existiert, sodass
|Tal < C|la| fir alle a € A gilt. O

Lemma 182: Sei H ein Hilbertraum und M C H ein abgeschlossener, linearer Unterraum.
Wir definieren das orthogonale Komplement von M in H wie tiblich beziglich des Skalarprodukts
durch

Mt :={zecH: (z,y)=0 firaley c M} .

Dann ist (ihnlich der endlichdimensionalen linearen Algebra) 3 = M @& M+, d.h. insbesondere
gilt M N M+ = {0}, H =M+ M+ und M, M+ C H sind abgeschlossen. a
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Lemma 183 (Satz der offenen Abbildung): Jeder surjektive, beschrinkte Operator B :
B1 — By zwischen zwes Banachrdumerﬂ ist eine offene Abbildung. O

Lemma 184: Sei H ein Hilbertraum, K : H — H ein kompakter Operator und durch T :=
Id —K : H — H ein beschrinkter Operator definiert. Dann ist coker(T) endlichdimensional.

Bemerkung: Es gilt auch dimker(T) = dim coker(T') < oo, d.h. T ist eine Fredholm-Ope-
rator vom Index 0, wobei der Index durch dim ker(7T') — dim coker(T") definiert ist. Der Satz gilt
auch fiir Banachrdume.

Satz 185: Seien Hy und Ho zwei Hilbertraume, S : Hy — Hy ein beschrankter Operator (also
eine stetige, lineare Abbildung) und K : Hy — Ha ein kompakter Operator. Falls S surjektiv
ist, so ist der Kokern coker(S + K) := Hy/im(S + K) endlichdimensional[]

"Ein Banachraum ist ein vollstindiger normierter Raum.
8Fiir die Anschauung ist es hilfreich, den kompakten Operator K als kleine ,Stérung® zu betrachten.
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Cx  Garbe U — C(U) := {stetige Funktionen U — C}
&x  Garbe U — &(U) := {glatte Funktionen U — C}
Ox Garbe U — O( ) { holomorphe Funktionen U — (C}
My Garbe U — M(X) := {meromorphe Funktionen U — (C}
08 Prigarbe U — OB(U) := {beschriinkte holomorphe Funktionen U — C}
0%  Garbe U + 0*(U) := {holomorphe Funktionen U — C\ {0} }
N N __ Jmeromorphe Funktionen auf U, die auf keiner
My Garbe U M(U) := {offenen Teilmenge identisch Null sind
Funktionen ¢ : U — Z mit ¢~1(0)
D DU) :=
x  Garbe U= D(U) {offen und U \ ¢~1(0) diskret
& x Garbe U ER(U) := {glatte Funktionen U — K* = K\ {0} }
Cxx Garbe U Cx(U) := {stetige Funktionen U — K* =K\ {0} }
&r  Garbe U — I'(E|y) := {glatte Schnitte von E iiber U}
Op  Garbe U — O(U, E) := {holomorphe Schnitte von E iiber U}
Mg Garbe U — M(U, E) := {meromorphe Schnitte von E iiber U}
. . | meromorphe Schnitte von E iiber U, die auf
Mg Garbe U M*(U, B) := {keiner offenen Teilmenge identisch Null sind
&% Garbe U — &5 (U) := {glatte p-Formen auf U} = I'(U, A?)
Q& Garbe U +— Qp (U) { holomorphe p-Formen auf U }
88}1 Garbe U — &% 1(U) {An allen Punkten komplex-lineare 1-Formen w € &% (U)}
8;0 Garbe U + &% 0(U) := {Fiir alle Punkte anti-lineare 1-Formen w € €% (U)}
endliche Summen von (p + ¢)-Formen auf X der Gestalt
ERT Garbe U ERI(U) = a1 A~ Aoy A Br A+ A By, wobei aj € E19(X) und
Bj € 80 A(X) fiir alle j ist.
&, Garbe U — EP(U,E) := {glatte p-Formen auf U mit Werte im VB E}
QF  Garbe U — Hg’O(U, E) = {holomorphe p-Formen auf U mit Werten im VB E}
Alle p € EPTI(X, E), sodass fiir jede Basis sq,...,s, von
e Garbe U w EPY(U, E) := { Schuitten in E|y fiir U C X offen und ¢ = Z;Zl ©; R s

gilt, dass ¢; € EPI(U) fiir jedes j ist.

Tabelle 15.1.: Ubersicht iiber simtliche spezielle Priagarben und Garben.
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16. Geschlecht, Divisoren und Schnitte

Nach den zahlreichen Teilergebnissen der letzten Kapitel wollen wir nun schlieflich wieder den
Bogen zur Funktionentheorie einschlagen. In diesem Kapitel fliefen daher alle vorigen Abschnitte
zusammen.

16.1. Endlichkeitssatze

Wie schon auf Seite in der Definition des Geschlechts einer Riemannsche Fliche ange-
deutet, miissen wir noch die Wohldefiniertheit zeigen, d.h. die Endlichkeit der Dimension der
Cohomologiegruppe H'(X;0).

16.1.1. Der Hilbertraum der holomorphen Vektorbiindel-Schnitte

Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche und £ — X ein holomorphes Vektorbiindel. Dann
definiere

Op := {Garbe holomorpher Schnitte von E} .

Wir werden zeigen, dass die Garbencohomologiegruppen HP(X; Op) immer endlichdimensional
sind. Wir wissen schon: Fiir p > 1 ist diese Homologiegruppe dann immer gleich Null.

Sei r := Rang(FE) die Faser-Dimension des Vektorbiindels. Wahle (Uj, ¢;,;) fiir j € I, wobei
I eine endliche Menge sei und folgende Bedingungen gelten sollen:

1. Die U; C X sind offene Teilmengen.
2. Jedes o : U; = U; C C ist eine biholomorphe Abbildung mit (V) = D.

3. Jedes 9; : Ely, = UJ’« x C" ist ebenfalls biholomorph, und bildet jede Faser E, linear auf
{pj(@)} x C" ab.

Diese Aufstellung von Funktionen und Mengen entspricht dem kommutativen Diagramm

Ely, Z Ui xCr .
| © i
U; - U;

Auferdem sei D C U, dann setzen wir V; := goj_l(D) und W; := cpj_l(Dl/Q). Dabei nehmen wir
an, dass X = (J,c; W ist.

Auf dem Raum H := O(X; E) = {holomorphe Schnitte von E} werden wir ein Skalarprodukt
definieren, und ihn somit zu einem Hilbertraum machen. Fiir jedes s € I sei s7% € O(U]’-) fiir
j €I und 1 <k <r definiert durch

Ypjoso gp;l(z) = (2,81(2),...,5"(2)) .
si(z)eCr
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16.1. Endlichkeitssatze

Das Skalarprodukt auf H definieren wir dann wie folgt: Fiir zwei Schnitte s,t € H = O(X; E)
sei

(s,t)ac Z:Zk/DSjktjk:Z/D<Sj,tj>(c

wobei letztes Skalarprodukt dem iiblichen C™-Skalarprodukt entspricht. Die Vollstandigkeit von
H folgt, da L?(D; ) ein Hilbertraum ist, wie wir in Satz gezeigt haben. Also erhalten wir
den Hilbertraum der holomorphen Schnitte von E.

Bemerkung: 1. Sei U C R" eine offene Teilmenge und EE — U ein triviales Vektorbiindel.
Falls ¢ : E|ly = U x C" eine Trivialisierung ist, so ist jedes s € T'(E) gegeben durch eine
Abbildung s¥ : U — C". Falls ¢ eine andere Trivialisierung von E ist, so gilt fiir den
Trivialisierungswechsel von ¢ nach

sV =g-s% mit  g:U — M, (C) .

Es folgt mit der Operatornorm die punktweise Abschitzung |s¥| < |g| - |s?|, und damit

/rs% < sup g(o)l* /|s@|2

2. Seien U,V C R" zwei offene Teilmengen mit einem orientierungserhaltenden Diffeomor-
phismus ¢ : U — V und einer stetigen Funktion f : V. — [0,00[. Dann gilt mit der
Analysis II-Transformationsformel (vgl. Seite 77)

/ / o ) det( Dcp)<su8det Dy(z /focp
xe

3. Es gilt allgemein, dass die direkte Summe H' := H; @ --- ® H, von Hilbertrdumen H;
wieder einen Hilbertraum bildet, fiir den das Skalarprodukt dann kanonisch durch

T

<($17 oo 7$T)7 (yl’ cee 7y7‘)>3{’ = Z<$j7yj>9f]

j=1
gegeben ist.

) Satz: 172

Satz 186 (Erster Endlichkeitssatz): Die Cohomologiegruppe H°(X; O O(X,FE) = &f

H ist endlichdimensional.

16.1.2. Cohomologie quadratintegrabler holomorpher Schnitte

Definition 187 (Quadratintegrable holomorphe Schnitte): Fir jede offene Teilmenge
A C U; mit kompaktem Abschlufs in U; definiere

Ly (4. 05) = { o) [ WP °°}
w;j(A)

als die Menge der holomorphen Schnitte s; : ¢;(A) — C" von E|,, die beziiglich ¢;
und v; quadratintegrabel sind.
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16. Geschlecht, Divisoren und Schnitte

: 2
Diese Menge L )

<57t>L§j>(A,oE) ::/ <5j7tj>0 :

w;j(A)

(A, Op) bildet zudem wieder einen Hilbertraum mit dem Skalarprodukt

Auferdem definieren wir nun fiir die endliche Uberdeckung U := {V;},c; den Cokettenkom-
plex quadratintegrabler holomorpher Schnitte

Co0:05) = @ L{jy Vigusns O) »
(Joy-rdp)EIP
wobei die Wahl des jp in L%jo)(%07..,7jp, Of) eigentlich unwichtig ist. Auch diese Menge bildet
wieder einen Hilbertraum, und ist zudem ein Untervektorraum der urspriinglichen abelschen

Cech-Coketten-Gruppe (vgl. Definition auf Seite [101])

C*(V;08)= P 0V, E).
(jo,...,jp)elp

Der Ableitungsoperator d : C¥(0; Op) — Cg“(%; Op) sei genau wie vorher (vgl. Seite
definiert, stellt aber nun zusétzlich noch eine Abbildung zwischen zwei Hilbertraumen dar. Es
bleibt die Frage, ob diese Abbildung stetig ist. Dazu betrachte den Ableitungsoperator explizit
fiir eine p-Cokette ¢ € C}(T; Op):

p+1
. . def P o~ .
(dC)(jo, cee a.jp-‘rl) = Z(_l)jc(.]()v sy Jky e 7.]1)) v
o 500 rdpt1

Die Stetigkeit folgt dann aus den ersten beiden Bemerkungen der vorigen Seite, da V; einen
kompakten Abschluff in U; hat.

Mit dem soeben definierten Cokettenkomplex und der Randabbildung definieren wir den
Raum der zugehorigen Cozykeln quadratintegrabler holomorpher Schnitte

ZP(0;0p) :=ker (d : C8(T; Op) — CHTH(W; 0p))
sowie der Corédnder quadratintegrabler holomorpher Schnitte
BE(T; 0p) :=im (d: Y (0;05) — CF(T;0p)) = d(CH(V;05))

und schliefslich die durch Quotientenbildung entstehenden Cohomologiegruppen quadratin-
tegrabler holomorpher Schnitte

Z0(0;0p)  ker (d: CE(T;0p) — CH(T;0p))
Bi(T:0p)  im (d: CY N (T;0p) — CP(B;0p))

H{j(%, OE) =

Nun ist der Cokettenkomplex quadratintegrabler holomorpher Schnitte Cg (; Og) C C*(0; Op)
ein Unterkomplex des urspriinglichen Cech-Coketten-Komplexes, und die Inklusion definiert
einen Homomorphismus

HY(0;0p) — > HP(0; OF)

zwischen der Cohomologie quadratintegrabler holomorpher Schnitte und der Cech—Cohomologie
fir die Garbe Og.
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16.2. Meromorphe Schnitte von Vektorbiindeln

Lemma 188: Die beiden Abbildung iy der folgenden Sequenz sind Isomorphismen:

HY(Q0;0p) %> H'W:0p) —2- H'(X:0p)
—_— = —_——— = —_——
L?-0 p-Cohomologie Cech—Cohomologie Garben-Cohomologie
Bemerkung: Weil sich fiir Kreisradien r > 1 die Riemannsche Fléche X durch |J;, ¢;1(DT)
iiberdecken lisst - schlieflich ist nach Vorraussetzung D C U. 1, und die Urbilder ¢, (D) iiber-
decken bereits X (vgl. Konstruktion auf Seite - so gilt der Satz auch mit ‘U statt 2J:

o

H}(U;0p) —= H'(X;0p)

|

H{(20; 0p)

R

Im Anschlufl formulieren wir nun den zweiten Endlichkeitssatz.

16.1.3. Wohldefiniertheit des Geschlechts

Satz 189 (Zweiter Endlichkeitssatz): Die Cohomologiegruppe H'(X;Og) ist endlichdimen-
sional.

Korollar 190 (Wohldefiniertheit des Geschlechts): Fiir jede kompakte Riemannsche Fli-
che X ist das Geschlecht g := dimc H'(X;0) < oo, also wohldefiniert.

16.2. Meromorphe Schnitte von Vektorbiindeln

Satz 191: Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche und a € X. Dann existiert einen holo-
morphe Funktion auf X \ {a}, die in a einen Pol hat.

Satz 192: Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche, E C X eine endliche Teilmenge und
u: E — C eine Abbildung. Dann existiert ein f € M(X) mit f|g = u.

Falls nun X eine kompakte Riemannsche Flache und E — X ein holomorphes Vektorbiindel
sind, so haben wir bewiesen, dass die Cohomologiegruppe H?(X; %) endlichdimensional fiir
p =0 ist. Es sei

Q% = O = {Garbe der holomorphen Schnitte von E} und
OF, = {Garbe der holomorphen p-Formen auf X mit Werten in E} |
dann ist QF = 0 falls p # 0 oder 1 ist. Die Frage ist nun, ob auch die Cohomologiegruppe
H?(X;0Q%) endlichdimensional ist.
Betrachte dazu zuerst eine beliebige komplexe Mannigfaltigkeit X und ein holomorphes Vek-

torbiindel £ — X. Dann sei F' := Hom¢(T'X, E) ein weiteres holomorphes Vektorbiindel iiber
X, in dem jede Faser die Form F, = Hom¢ (7, X, E,) hat. Mit diesem Vektorbiindel gilt dann

OX,F)=QYX,E) mit QYX, E)=ker(d) c E"(X,E).

Um diese Gleichheit zu sehen, betrachte den Fall X = U C C"™ offen und E = U x C, dann
ist dz1,...,dz, eine Basis holomorpher Schnitte von F. F' = A0 ist das Dualbiindel des holo-
morphen Vektorbiindels T'X - man beachte, dass T* X das reelle Dualbiindel bezeichnet - also

131



16. Geschlecht, Divisoren und Schnitte

gilt

OU,F) =< fidz: f; € OU) p = QY(U)
j=1

und damit folgt O = QL. Also haben wir den nachfolgenden Endlichkeitssatz bewiesen.

Satz 193: Ist X eine kompakte Riemannsche Fliche und E — X ein holomorphes Vektorbiin-
del, so ist die Cohomologiegruppe H1(X; Q%) endlichdimensional fir alle p,q und verschwindet
fiir p,q # 0 oder 1. Aus diesem Grund hat der Operator

5 0 1

o0& — e
einen endlichdimensionalen Kern H°(X;QF,) und Cokern H'(X;QF,). O

Definition 194 (Ordnung eines Schnitts): Sei X eine Riemannsche Fliache, E — X ein
holomorphes Vektorbiindel, a € X und s ein holomorpher Schnitt von E| X\{a}- Wir definieren
die Ordnung des Schnitts ord,(s) € Z U {xoo} wie folgt: Sei (U, ¢) eine Karte fiir X um a
mit ¢(a) = 0, dann sei

ordg(s) := sup {gp‘”s hat eine holomorphe Fortsetzung auf X } .
nez

Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl der Karte .

Falls F ein Produktbiindel X x C" ist und ein Schnitt s € O(X \ {a}, E) gegeben ist durch
flv s 7f7‘ € O(X \ {CL}), S0 gllt

ordg(s) = AHllin ord,(f;) -
j=1,...,r

Dann heifit a Nullstelle bzw. Pol des Schnitts s der Ordnung k& > 1, wenn ord,(s) = k
bzw. ord,(s) = —k gilt.

Definition 195 (Meromorpher Schnitt): Sei X eine komplexe (nicht zwingend zusammen-
hiangende) 1-Mannigfaltigkeit und £ — X eine holomorphes Vektorbiindel. Unter einem me-
romorphen Schnitt von E verstehen wir ein Paar (U, s), wobei U C X offen mit X \ U
diskret und s € O(U, E) ist, sodass ord,(s) > —oo fiir alle a € X \ U gilt.

Wir bezeichnen die Menge der meromorphen Schnitte von E mit M(X, E) und aufser-
dem

M*(X,E) := {s € M(X,E) : s # 0 auf jeder nicht-leeren offenen Teilmenge von X} .

Satz 196: Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche, E — X ein holomorphes Vektorbiindel
und a € X. Dann existiert ein holomorpher Schnitt von E iber X \ {a}, der in a einen Pol hat.

16.3. Divisoren und Geradenbiindel

Sei X eine Riemannsche Fliche und U C X eine offene Teilmenge. Auf Seite hatten wir
bereits einen Divisor auf U definiert, dies war eine Abbildung D : U — Z, sodass es fiir jede
kompakte Teilmenge K C U nur endlich viele z € K mit D(x) # 0 gibt. Es ist

Div(U) := {Divisoren auf U}
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16.4. Residuen holomorpher 1-Formen

eine abelsche Gruppe. Falls f € M*(U) ist, so ist die Abbildung = — ord,(f) ein Divisor auf
U, der mit (f) bezeichnet wird. Solche Divisoren heifsen Hauptdivisoren. Wir bezeichnen

Divy (U) := {Bild des Gruppenhomomorphismus M*(U) — Div(U) mit f — (f)} .

Zwei Divisoren D, D’ € Div(U) heifien dquivalent, wenn die Differenz D — D’ € Divy (U) liegt.
Sei nun L. —> X ein holomorphes Geradenbiindel. Jeder meromorphe Schnitt s Z 0 von L
definiert einen Divisor

(s) : x> ordy(s) .

Falls s1 und sy zwei solche Schnitte sind, so gilt sy = f - s1 fiir ein passendes f € M*(X) und
(s2) = (f) + (s2).
Satz 197: Fiir jede kompakte Riemannsche Fliche X ist die oben definierte Abbildung

H'(X;0%) -2~ Div(X)/ Divp (X)

em Gruppemsomorphismusm

Bemerkung: Sei X eine Riemannsche Fldche. Die kurze exakte Sequenz von Garbe

0 o M* D 0

auf X, wobei D(U) = Div(U) sei, liefert einen lange exakte Sequenz

L MA(X D(X) —2

0(X ;M%) Div(X)

HY(X;0*) —= HY(X;M*) —> H'(X; D) —>

Der von ¢ induzierte Homomorphismus Div(X)/Divy(X) — H'(X;0*) ist genau — div™",
also ein Isomorphismus - zumindest wenn X kompakt ist.

Es ist einfach zu sehen, dass D eine feine Garbe ist (falls f : X — 7 eine Abbildung ist, so
definiert die Multiplikation mit 3 einen Homomorphismus D — D), also folgt HP(X;D) =0
fiir p > 0 und damit erhalten wir:

Satz 198: Fiir jede kompakte Riemannsche Fliche X ist H'(X;M*) = 0

16.4. Residuen holomorpher 1-Formen

Definition 199 (Residuen holomorpher Formen): Sei U C X eine offene Teilmenge und

a € U. Das Residuum einer holomorpher 1-Form fdz auf U \ {a}, also f € O(U \ {a}),

ist definiert als

yder 1
27 |z—al|=r

resq(f dz) == resy(f f(z)dz,

falls D,(a) C U eine abgeschlossene Kreisscheibe ist.

'Es sei daran erinnert, dass wir in Satz von Seite gezeigt haben, dass es eine bijektive Abbildung
zwischen H'(X;0*) und den Isomorphismenklassen holomorpher Geradenbiindel iiber X gibt.
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16. Geschlecht, Divisoren und Schnitte

Lemma 200: Seien U,V C C offen, g : U — V' holomorph, a € U, b := g(a) das Bild unter
a und f € O(U\ {b}). Dann gilt fir das Residuum

res, (g% (f dz)) = resy(f dz) .

Definition 201 (Residuum einer 1-Form): Sei X eine Riemannsche Flidche, a € X ein
Punkt und w € Q}(X \ {a}) eine holomorphe 1-Form. Sei auRerdem (U, ) eine Karte von X
um a und ¢ := ¢~ !, dann ist das Residuum der holomorphen 1-Form w am Punkt a
definiert als

resy (w) := resy ) (Yrw)
Diese Definition héngt nach dem dem vorigen Hilfssatz nicht von der Wahl von ¢ ab.

Satz 202 (Residuensatz): Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche, E C X eine endliche
Teilmenge und w € QY (X \ E). Dann gilt fiir die Summe der Residuen

Z resq(w) =0 .
ack

Bemerkung: FEine Riemannsche Flache besitzt eine kanonische Orientierung als glatte 2-Man-
nigfaltigkeit. Ist 0 # v € T, X, so ist (v,iv) eine positive Basis von T, X. Dies ist geometrisch
offenbar, wenn man die Multiplikation mit ,,i“ als 90°-Drehung in der komplexen Ebene auffasst.

Definition 203 (Grad): Fiir jede kompakte Riemannsche Flidche X definiere den Grad-Ho-
momorphismus fiir einen Divisor durch

deg: Div(X) —Z D~ » D(z),
reX

man beachte dass dies eine endliche Summe und somit wohldefiniert ist.

Satz 204: Jeder Hauptdivisor auf einer kompakten Riemannschen Fldche hat den Grad 0.
Anders ausgedriickt: Jede meromorphe Funktion f # 0 auf der Riemannschen Fldche X hat
(mit Vielfachheiten gezdhlt) ebensoviele Nullstellen wie Pole.

Bemerkung: Dieses Ergebnis ist schon bekannt. Der alte Beweis (vgl. Satz auf Seite @)
verwendete fiir eine holomorphe Funktion f : X — CP! die Vielfachheiten

Yo ow(f) = D vp(f) =deg(f) .

pef~1(0) pEf~1(00)

Korollar 205: Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche, dann induziert der Gradhomomor-
phismus deg : div(X) — Z einen Homomorphismus

deg : div(X)/divyg(X) — Z

~H1(X;0%)

wobei noch einmal an die Bijektion zwischen H'(X;0*) und den Isomorphismenklassen holo-
morpher Geradenbiindel erinnert werden soll. Folglich kann man Geradenbiindeln so eine ganze
Zahl zuordnen.
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16.5. Cohomologie und Geradenbiindel

Sei X ein parakompakter Raum (vgl. Definition von Seite und Cc¢ die Garbe der
stetigen Funktionen auf X, die insbesondere eine feine Garbe ist. Aukerdem sei Cf, die Garbe
der stetigen Funktionen nach C*, also der nullstellenfreien stetigen Funktion auf X. Dann ist
die kurze Garbensequenz

f'_>627rif

0 Z Cc

Ce 0
exakt. Fiir die von dieser induzierten langen exakten Sequenz der Cohomologiegruppen gilt

0=H"(X;Cc) — HY(X;CL) = H2(X;Z) — H*(X;Cc) .
| — —_——

da C¢ fein Isomorphismenklassen top.
komplexer Geradenbiindel
[L]—c1(L) (Chern-Klasse)

Ahnlich gilt, falls X eine glatte Mannigfaltigkeit ist,

27if
0—=Z—=Ec—12"" _ex 0
HTeilmenge HTeilmenge
0 Z Ce e 0

und man erhélt analog eine exakte Sequenz von Cohomologie-Gruppen. Dies liefert uns das
kommutative Diagramm

HY(X;&L) — H2(X;7)

|

HY(X;CL) — H2(X;Z)

d.h. zwei glatte Geradenbiindel sind genau dann isomorph zueinander, wenn sie als topologische
Geradenbiindel isomorph zueinander sind.

Falls X eine orientierte, zusammenhéngende, geschlossene (kompakte, unberandete), glatte
2-Mannigfaltigkeit ist, so ist die (im Seminar definierte) Eulerzahl

e H(X;E5) S Z

ein Gruppenisomorphismus. Die Injektivitdt von e wurde im Seminar gezeigt, die Surjektivitat
ist einfach nachzupriifen. Dass e schlieflich einen Homomorphismus definiert, kann als Ubungs-
aufgabe gezeigt werden. Aufserdem gilt:

Falls X eine kompakt Riemannsche Flache und L — X ein holomorphes Geradenbiindel ist,

so gilt e(L) = deg(L).
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17. Der Satz von Riemann-Roch

17.1. Divisoren und Geradenbiindel (Fortsetzung)

Sei X eine kompakte Riemannsche Fliache. Die abelsche Gruppe der Divisoren haben wir im
letzten Semester durch

Div(X) :={D: X — Z: D(x) # 0 nur fiir endlich viele z € X}

definiert. Wir definieren eine partielle Ordnung auf der Menge der Divisoren, wobei D <
Dy sei, wenn fiir alle z € X gilt Dy(z) < Da(x). Fiir jede meromorphe Funktion f € M*(X)
definieren wir (wie gehabt) mit (f) den Hauptdivisor, der durch z +— ord,(f) entsteht.

Definition 1 (Holomorphe Funktionen mit Divisor-Ordnung): Fiir jeden Divisor D €
Div(X) sei Op die Garbe der abelschen Gruppen, die jeder offenen Teilmenge U C X die Menge

Op(U) = {f e M(U) : ord,(f) > —D(z) fiir allex € U}
zuordnet. Die Gruppenoperation sei hier durch die Addition von Funktionen gegeben.

Bemerkung: Die Wohldefiniertheit der Gruppenstruktur folgt aus der Definition der Ordnung.
Falls f eine meromorphe Funktion auf D,(a) C C ist, dann gilt f = 0 genau dann, wenn
ord,(f) = oo ist. Ist

f(z)=> bp(z—a)"
n=k

mit by, # 0 die Laurent-Entwicklung der Funktion, dann gilt ord,(f) = k. Trivialerweise folgt
aus der Definition der Ordnung (vgl. Definition 20 auf Seite [79), dass ordq(—f) = orda(f) ist,

und fiir die Summe zweier meromorpher Funktionen gilt

ordg(f + ¢g) > min (orda(f),orda(g)) )
Also ist Op(U) eine Gruppe beziiglich der Addition und damit die vorige Garbe wohldefiniert.

Wir formulieren nun den Isomorphismus H!(X;0*) = Div(X)/Divy(X) aus Satz von
Seite[I33|unter Berticksichtigung der Bijektion zwischen den Isomorphismenklassen holomorpher
Geradenbiindel und der Garben-Cohomologiegruppe H'(X;0*), siche Satz auf Seite

ein wenig um.

Satz 2: Fir jedes D € Div(X) gibt es bis auf Isomorphismen genau ein holomorphes Geraden-
bindel Lp — X, dass einen meromorphen Schnitt s 0 mit (s) = D besitzt. Weiter ist jedes
holomorphe Geradenbiindel iber X isomorph zum Biindel Lp — X fiir ein passendes D. [

Den Schliissel zwischen den holomorphen Schnitten O von Vektorbiindeln und den durch
Divisoren bestimmten holomorphen Funktionen Op liefert der folgende Satz.
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17.2. Wolkenkratzergarben

Satz 3: In der Notation des letzten Satzes definiert der Gruppenisomorphismus
hy : Op(U) = Or,(U) & {holomorphe Schnitte von Lp iiber U} fr—=f-s

fiir alle offenen Teilmengen U C X einen Garbenisomorphismus h: Op = Or,-

Wie wir also sehen, ist die Garbe Op der Divisoren-bestimmten holomorphen Funktionen
nichts neues, sodass wir unsere Ergebnisse und Satze aus dem letzten Semester anwenden kon-
nen.

Korollar 4: HP(X;0Op) ist endlichdimensional fir p= 0,1 und Null firp > 1.

Mit dem Grad eines Divisors deg(D) dof > zex D(z) aus dem letzten Semester gelangen wir

auch direkt zu einer Definition des Grads eines holomorphen Geradenbiindels L — X:

deg(L) := Z ord,(s) = deg ((s))

zeX
fiir einen meromorphen Schnitt s # 0. Dann folgt deg(Lp) = deg(D).

Satz 5: 1. Falls L — X ein holomorphes Geradenbiindel mit deg(L) < 0 ist, so ist die
unterste Cohomologiegruppe HY(X;01) = O(X,L) = 0.

2. Dieses konnen wir auch mit Divisoren formulieren: Ist D € Div(X) ein Divisor vom Grad
deg(D) < 0, dann ist H'(X;0p) = 0.
17.2. Wolkenkratzergarben

Definition 6 (Wolkenkratzergarbe): Sei X ein topologischer Raum, G eine abelsche Gruppe
und p € X ein Punkt. Dann sei G}, die durch

G . peU

U= GpU) ::{ 0 : sonst

definierte Wolkenkratzergarbe, wobei die einzelnen Halme die folgende Form haben:

|G i x=p
(Gp)a = { 0 : x#p
Nun miissen wir die Cohomologie dieser Wolkenkratzergarben studieren.

Satz 7: Fiir die Cohomologie der oben definierten Wolkenkratzergarbe gilt

G : p=0

HP(X;GP):{ 0 : p>0

17.3. Das Theorem von Riemann und Roch

Nun kommen zu einem der wichtigsten Sétze iiber Riemannsche Flachen, dem Satz von Riemann-

Roch.
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17. Der Satz von Riemann-Roch

17.3.1. Ein-Punkt-Divisoren

Sei X wieder eine kompakte Riemannsche Fliache. Fiir jeden Punkt p € X bezeichne D, den
zugehorigen Divisor mit

1 xz=p
Dp(x).—{o Cadp

wobei man normalerweise nur kurz p statt D), fiir diesen speziellen Ein-Punkt-Divisor schreibt.
Bevor wir zum eigentlich Beweis kommen, bendtigen wir zuerst noch ein paar Hilfssétze.

Lemma 8: Fiir jeden Divisor D € Div(X) und jeden Punkt p € X gibt es eine lange exakte
Garben-Cohomologie-Sequenz

0— HX;0p) — H%(X;0p4p) —=C

HY(X;0p) —= HY(X;0p4,) —=0

ag aq

(e %] Qn—1

Lemma 9: Fulls 0 Ay Aq Ao A, 0 eine lange exakte Se-
quenz von endlichdimensionalen Vektorrdumen (iber einem beliebigen Korper) ist, so gilt

n

D (~1)/dimA; =0.

J=0

17.3.2. Euler-Charakteristik und der Beweis des Satzes

Den Beweis des Riemann-Roch-Theorem fithren wir nun elegant iiber die Definition der Euler-
Charakteristik durch. Diese topologische Invariante wurde bereits im Differential-Topologie-
Seminar eingefiihrt, wir werden sie nun unter einem anderen Gesichtspunkt und einer anderen
Definition neu betrachten.

Definition 10 (Euler-Charakteristik): Die Euler-Charakteristik der Garbe Op ist
durch

x(Op) := dim H*(X;0p) — dim H'(X;0p)
definiert, sowie eine zugehérige Invariante durch ¢(D) := x(Op) — deg(D).
Natiirlich miissen wir noch zeigen, dass ¢(D) wirklich eine Invariante ist.
Lemma 11: (D) ist unabhdingig vom Divisor D € Div(X).

Die Frage ist nun, um was fiir eine Invariante es sich bei ¢(D) tiberhaupt handelt. Wegen
der eben gezeigten Invarianz der Invariante ¢(D) von der Wahl des Divisors D betrachten wir
einfach den Spezialfall D = 0 im folgenden Hilfssatz.

Lemma 12: Es gilt (0) =1 — g fir 0 € Div(X) als Null-Divisor.

Satz 13 (Riemann-Roch): Sei X eine kompakte Riemannsche Fldche vom Geschlecht g und
D € Div(X) ein Divisor. Dann gilt die Gleichheit

dim H°(X;0p) — dim H'(X;0p) =1 — g + deg(D) .
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17.3. Das Theorem von Riemann und Roch

17.3.3. Alternative Formulierungen und die Verbindung zum Index

Bemerkung: Sei L := Lp ein holomorphes Geradenbiindel, dann definiere die Cohomologie-
gruppen HP(X; L) := H?(X;0(L)), wobei O(L) = O(Lp) = Op gilt. Mit den Isomorphismen
der Dolbeault- (bzw. p-Formen-)Cohomologie (vgl. Definition von Seite[124) und der Auf-
Iosung von Q. gilt

H(X;L) 2 ker (0: %X, L) — €™ (X, L))

H'(X,L) = coker (9 : £°(X,L) — €%1(X, L))

Somit entspricht der Index geméf der Definition index(d) := dimker(d) — dim coker(d) fiir
einen Differentialoperator d der Differenz der Dimensionen von H(X; L) und H*(X; L).

Unter diesem Aspekt konnen wir den Satz von Riemann-Roch auch ein wenig umformulieren:
Satz 14 (Riemann-Roch): Es gilt index (9 : €°(X;L) — EY(X;L)) =1 — g + deg(L).

Der Satz von Riemann-Roch ist damit ein Spezialfall des wesentlich allgemeineren (und un-
gleich komplizierter zu beweisenden) Index-Satzes von Atiyah-SingerE]

Satz 15: Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche vom Geschlecht g und a € X. Dann exis-
tiert eine nicht-konstante meromorphe Funktion [ auf X, die in a einen Pol der Ordnung kleiner
gleich g + 1 hat und auferhalb von a holomorph ist.

Bemerkung: Jede solche Funktion f kann als holomorphe Abbildung X — CP' aufgefasst
werden und mit der Gradformel gilt 1 < deg(f) = vs(a) = —ords(a) < g+ 1.

Korollar 16: Jede kompakte Riemannsche Fliche vom Geschlecht g = 0 ist isomorph zu CPL.

! Auch wenn wir einige Objekte iiberhaupt nicht besprochen haben, soll der Index-Satz kurz zitiert werden:

Satz (Atiyah-Singer-Index-Theorem): Sei D : I'(E) — I'(F') ein elliptischer Differentialoperator zwi-
schen zwei Vektorbiindeln E und F iber einer kompakten, orientierten, differenzierbaren Mannigfaltigkeit M .
Dann gilt fir den analytischen Indezr index(D) := dimker(D) — dim coker(D) und dem topologischen Index
~v(D) die Gleichheit index(D) = ~(D).
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18. Serre-Dualitat

Wir wollen nun eine wichtige Dualitdt im Raum der glatten (p, ¢)-Differentialformen definieren,
die sogenannte Serre-Dualitéit, welche das komplexe Gegenstiick zur reellen Poincaré-Dualitdt
darstellt.

18.1. Die Serre-Dualitatsabbildungen

Sei X eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit und £ — X ein holomorphes Vektorbiindel
vom Rang r. Definiere eine Abbildung

EPI(X; E) x &9 (X EY) — EPPPT(X) () = p A,
—_——
Em,n(X)

wobei E* das Dualbiindel zu FE ist. Fiir Vektoren vy, ..., 0min € T, X mit m := p+ ¢ und
n := p' + ¢ konnen wir das Dachprodukt direkt geméf der Definition durch

def 1 .
(()0 A w)(vla ce 7vm+n) = m Z Slgn(0)<(p(va(l)a s 7va(m)>7 w(va(m—i-l)a B va(m+n))>
U€6m+n

EE, ek

angeben, wobei (., .) : B, x EX — C die Dualitdtsabbildung zwischen dem Faser-Vektorraum
E, und Cofaser-Vektorraum E, ist.

18.1.1. Lokale Beschreibung der Dualitatsabbildung

Wir wollen nun zu einer préaziseren Beschreibung der oben angegebenen Abbildung gelangen.
Dazu betrachten wir ihre lokale Beschreibung.

Sei U C X eine offene Teilmenge und sy, ..., s, eine Basis holomorpher Schnitte von E|y.
Aus dieser Basis des Vektorbiindels erhalten wir dann (wie in der linearen Algebra) eine duale
Basis s7, ..., sy von holomorphen Schnitten von E*|, d.h. fiir alle Punkte z € U gilt

N 1 : 7=k
Si\T),8.(T)) = 0 := .
lopsia) = ={ o © 17}
€L, €E}

Beziiglich dieser Basis konnen wir dann jede Differentialform iiber U durch

gpzZaj(X)sj und w:Zﬂk(@sZ
J k

darstellen, wobei a; € EP4(U) und B; € &9 (U) liegt. Fiir das Dachprodukt dieser beiden
Differentialformen erhalten wir dann

(‘P /\1/))(1)1, cee 7vm+n) = Z(aj /\ﬁj)(vl) cee 7Um+n) s

J

d.h. es gilt kurz p Ay = Zj a; A B in volliger Analogie zur Analysis II1.
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18.1. Die Serre-Dualitdtsabbildungen

Satz 17: Fir alle glatten komplexen Differentialformen ¢ und ¢ gilt

e ANp) = (Do) AN+ (=1)"p A DY,
wobei an Satz auf Seite zur Definition des Operator 0 : EP4(X,E) — EPIT(X F)
erinnert sei.
18.1.2. Poincaré- und Serre-Dualitat
Analog zur Konstruktion des Dolbeault-Doppelkomplexes auf Seite und der Definition [163]
der Dolbeault-Cohomologiegruppen zeigt man, dass in der Sequenz

er0(X, E) 2~ Pl (X, E) 2~ er2(X,E) — 2~ ...

die Abbildung 9° = 0 erfiillt. Folglich kénnen wir die Cohomologiegruppen HP4(X, E) definie-
ren. Nun definiere eine Abbildung auf diesen Cohomologiegruppen durch

HPI(X, E) x B (X, E*) — BP0 () (gl [W]) = [ A9

Die Wohldefiniertheit dieser Abbildung erhalten wir wie folgt: Seien ¢ und ¢ zwei Cozykel,
sodass 0 = 0 und 9y = 0 gilt. Dann folgen durch Nachrechnen die drei Eigenschaften

1. d(p A1p) =0,
2. (p+0)ANYp =AY+ (Ow) AN =@ A+ O(w A1),
3. oA+ 0w)=...= oAb+ (=1)mI(p Aw),

und dies beweist die Wohldefiniertheit der Abbildung, da die Cordnder geméf der {iblichen
Konstruktion der Homologiegruppen herausgekiirzt werden.

Definition 18 (Dualitidtspaarung): Seien V und W zwei endlichdimensionale komplexe Vek-
torrdume. Eine bilineare Abbildung 5 : V x W — C heiftt Dualitdtpaarung, wenn die fol-
genden dquivalenten Bedingungen erfiillt sind:

1. Die Abbildung V' — W* mit v — ((v,.) ist ein Isomorphismus.
2. Die Abbildung W — V* mit w — (., w) ist ein Isomorphismus.

Mit den vorangegangenen Vorbereitungen lassen sich nun zwei Dualitdtssitze formulieren,
einer fiir den reellen und einer fiir den komplexen Fall, deren Beweise zum Teil aber den Rahmen
der Vorlesungen sprengen.

Satz 19 (Poincaré-Dualitidt): Fir jede geschlossene orientierte glatte n-Mannigfaltigkeit X
und jedes p gelten die folgenden Aussagen (fir die de Rham-Cohomologiegruppen):

1. Alle de Rham-Cohomologiegruppen HgR(X) sind endlichdimensional.
2. HP(X) x H" ?(X) — R mit (¢,v¥) = [y ¢ A1 ist eine Dualititpaarung.

Satz 20 (Serre-Dualitit): Fir jede n-dimensionale kompakte komplexe Mannigfaltigkeit X
und jedes holomorphe Vektorbiindel E — X gelten fir alle p und q die folgenden Aussagen:

1. Alle Dolbeault-Cohomologiegruppen HP1(X, E) sind endlichdimensional.

2. H"(X,E) x H" P 4(X,E*) — C mit (¢,v¥) — [y ¢ A1 ist eine Dualititspaarung.
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18. Serre-Dualitat

18.2. Topologische Invarianz des Geschlechts

Wir wollen diese Dualitdten nun benutzen, um die topologische Invarianz des Geschlechts einer
kompakten Riemannschen Flache zu beweisen.

18.2.1. Betti- und Hodge-Zahlen und Anwendung der Serre-Dualitat

Um die Notation von Dimensionen der betrachteten Cohomologiegruppen zu verkiirzen, defi-
nieren wir die folgenden beiden Zahlen.

Definition 21 (Betti-Zahl): Falls X eine glatte geschlossene n-Mannigfaltigkeit ist, so definie-
ren wir die Betti-Zahl b, := dim H’(X) als die Dimension der j-ten de Rham-Cohomologiegruppe.

Bemerkung: Zusammen mit der Poincaré-Dualitét erfiillen die Betti-Zahlen die Symmetrieei-
genschaft b,_; = b;.

Definition 22 (Hodge-Zahl): Falls analog X eine kompakte komplexe n-Mannigfaltigkeit
und £ — X ein holomorphes Vektorbiindel ist, dann definiere die Hodge-Zahl h??( X, F) :=
dim HP4(X, E) bzw. h?1(X) := dim HP?(X) fiir den Fall E = X x C.

Sei nun X eine kompakte Riemannsche Fliche, dann haben wir geméf der Aufldsung von %,
in Satz von Seite fiir p,q = 0,1 den Dolbeault-Isomorphismus

HP(X;E) = HY(X; Q).

Insbesondere folgt daraus H'(X;0) = H%(X) fiir p = 0 und E = X x C als triviales Gera-
denbiindel, und damit erhalten wir fiir das Geschlecht

g dim H' (X3 0) © 1N(X) PE0 R0 © HYO(X) = dim Q'(X) .

Satz 23: Fiir jede kompakte Riemannsche Fliche X gilt d€1(X) = 0&10(X), also ist

HM(X) =¢e?/0e'0 = e2/de! = H*(X;C) .

18.2.2. Beweis der Invarianz und Neuformulierung von Riemann-Roch

Damit kénnen wir nun schliefflich beweisen, dass das Geschlecht einer Mannigfaltigkeit invariant
unter Hom6omorphismen ist.

Satz 24 (Topologische Invarianz des Geschlechts): Flir jede kompakte Riemannsche Fli-
che X gilt by = 2g, also ist das Geschlecht g eine topologische Invariante.

Mit dieser Erkenntnis, dass das Geschlecht ¢ = dim H'(X;0) = dim H°(X;Q) der Anzahl
der linear unabhéngigen 1-Formen auf einer Riemannschen Flache entspricht, konnen wir eine
weitere Formulierung des Satzes von Riemann-Roch finden.

Satz 25 (Riemann-Roch): Es gilt h°(L) — h%'(L) =1 — g + deg(L). O

144



18.3. Das kanonische Dualbiindel des Tangentialbiindels

18.3. Das kanonische Dualbiindel des Tangentialbiindels

Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit und 7% X das Dualbiindel des Tangentialbiindels als
komplexes Vektorbiindel aufgefasst. Sei aufserdem E — X ein holomorphes Vektorbiindel auf
X. Die Menge der holomorphen 1-Formen auf X mit Werten in E ist nach Definition durch

ON(X; B) ©ker (3: €0(X, E) — V(X E))

gegeben. Sind V' und W zwei endlichdimensionale Vektorraume, dann gilt Hom(V, W) = V*@W,
sodass wir mit V := T, X und W := E, dann

EWX,FE)=e"X,T"X ® E)

erhalten. Sei U C X eine offene Teilmenge der komplexen Mannigfaltigkeit, s, ..., s eine Basis
von Schnitten von E|y und z1, ..., 2, lokale Koordinaten auf U. Dann haben alle glatten 1,0-
Formen auf U die Form

%)

Jk
und die Anwendung des 9-Operators liefert

Bp =D 0fimdz)) @ sr =D (0fje Ndzj) @ s

gk gk
Es gilt also d¢ = 0 genau dann, wenn fiir alle j und k gilt 0 fijr = 0, was genau dann der Fall
ist, wenn ¢ ein holomorpher Schnitt des Biindels 7T# X ® FE ist. Also erhalten wir
Korollar 26: Es gilt Q'(X; E) = QY(X;T*X @ E). O
Wir kommen nun zu einer weiteren Formulierung des Satzes von Riemann-Roch.

Satz 27 (Riemann-Roch): Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche und L — X ein
holomorphes Geradenbiindel auf X. Wir fiihren als neue Notation ein, dass K := T*X das
Cotangentialbiindel von X ist - fiir Riemannsche Fldchen ist dies wieder ein holomorphes Ge-
radenbiindel (es wird manchmal auch als kanonisches Biindel bezeichnet). Dann gilt

Ro(L) — (K ® L*) =1 — g+ deg(L) .
Nun miissen wir uns um die Eigenschaften des neu eingefiihren kanonischen Biindels kiimmern.
Satz 28: Auf jeder kompakten Riemannschen Fliche gilt deg(K) = 2g — 2.
Satz 29: Fir jedes Gitter T C C hat der Torus C/T das Geschlecht g = 1.

18.4. Die Riemann-Hurwitz-Formel

Satz 30 (Riemann-Hurwitz): Seien X undY zwei kompakte Riemannsche Flichen und zwi-
schen diesen f : X — Y eine holomorphe, nicht konstante Funktion. Dann gilt die Beziehung

2gx — 2 =deg(f)- (29v —2) + > (v=(f) — 1) .

zeX
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18. Serre-Dualitat

Bemerkung: Man nennt (aufgrund der naheliegenden Interpretation) den Summanden v, (f)—
1 auch die Verzweigungsordnung.

Beispiel: 1. Wie wir im letzten Semester gesehen haben, erzeugt jedes komplexe irreduzible
Polynom P(x,y) := y?>+a™ fiir m € N ungerade eine zusammenhéngende eindimensionale
komplexe Untermannigfaligkeit V := P~1(0) \ {(0,0)} von C2.

|4 C Xp
(mvy)'—ml ilﬁ holomorph
C\{(0,0)} C CP'=CuU {0}

Fiir einen Punkt p € CP! gilt

1 =0,00
—1 _ p )
1B () = { 2 : sonst ’

und mit der eben bewiesenen Riemann-Hurwitz-Formel erhalten wir aus
29(Xp)—2=2-2-0-2)+141=-2 <= g(Xp)=0
nach Korollar von Seite |141], dass sogar Xp = CP! ist.

2. Sei nun P(x,y) = y?> + (x — a1)---(z — a,) fiir n > 1 das betrachtete Polynom fiir
paarweise unterschiedliche a1, ...,a,. Wir haben bereits gezeigt, dass V := P~1(0) eine
Untermannigfaltigkeit von C? ist. Die Verzweigungspunkte von 7 : V. — C mit (x,y) + x
sind die (a;,0) fir 1 < j <n.

V c Xp
F\L lFl
C c C?!

Betrachten wir die Urbilder von oo unter Fy, so gilt fiir deren Anzahl

1 : n ungerade
-1 _ g
[y (o) = { 2 : n gerade

Der Kiirze halber definieren wir das Symbol €, wobei € = 1 fiir n ungerade und € = 0 fiir
n gerade gelten soll. Mit der Riemann-Hurwitz-Formel folgt nun

29(Xp)—2=2-(2-0-2)+n+e=n+e—4 < g(Xp) =

n—|—6—2_ n—1
2 2 ’

wobei [x] die gréfste ganze Zahl kleiner gleich x ist.
Damit haben wir im vorigen Beispiel zugleich auch die folgende Aussage gezeigt.

Korollar 31: Fiir jedes g > 0 existiert eine hyperelliptische kompakte Riemannsche Fliche vom
Geschlecht g. O

18.5. Einbettungen in projektive Raume

Wir wollen uns nun einem anderen Gebiet der komplexen Geometrie widmen, namlich den
Einbettungen X — CP™.
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18.5. Einbettungen in projektive Rdume

18.5.1. Konstruktion der Einbettungsabbildung

Im Folgenden sei X stets eine kompakte Riemannsche Flache, L — X ein holomorphes Gera-
denbiindel und K := T*X wieder das kanonische Cotangentialbiindel.

Lemma 32: Fiir deg L. > deg K wverschwindet die erste Cohomologiegruppe der holomorphen
Schnitte mit Werten in L, also H*(X;0p) = 0.

Lemma 33: Gilt deg . > deg K + 1 fiir den Grad des Vektorbiindels, dann gibt es fiir alle
Punkte p € X einen Schnitt s € O(L) = H*(X;01) = Q°(X; L) = HY"°(X; L) mit s(p) # 0.

Ist V ein (IV + 1)-dimensionaler komplexer Vektorraum, dann definieren wir den zugehorigen
komplexen projektiven Raum durch

CP(V) == (VA {o})/C",

dieser ist wieder eine N-dimensionale komplexe Mannigfaltigkeit. Jede Wahl einer Basis fiir V'
definiert dann einen Isomorphismus

CP(V) = CP(CN+) & cpn

Wir werden im Folgenden nun einen holomorphe Abbildung o : X — C?(O(L)*) definieren,
wenn deg L > deg K + 1 ist.

Sei p € X ein Punkt der komplexen Basisraum-Mannigfaltigkeit und u : L, — C ein linearer
Isomorphismus. Sei a(p,u) € O(L)* so gewihlt, dass fiir s € O(L) gilt a(p,u)s = u(s(p)) € C.
Nach dem vorigen Lemma [33|ist dann «a(p,u) # 0 und fiir z € C* gilt a(p, zu) = za(p,u). Also
konnen wir die Funktion « durch

a(p) := Bild von a(p, u) in CP(O(L)*)

definieren. Allerdings ist diese Definition praktisch kaum anwendbar, sodass wir zu einer kon-
kreteren Beschreibungen gelangen wollen.
Jede Basis sq, . . ., sy holomorpher Schnitte von O(L) definiert einen Isomorphismus der Form

¢ : CP(O(L)*) =5 CPN und es gilt

e(a(p)) = [u(so(p)), ..., u(sn(p))] € CPV .

Aus dieser Darstellung wird sofort klar, dass a holomorph ist, da wir u mithilfe einer lokalen
Trivialisierung von L definieren kénnen (die nach Definition gerade holomorph sein muss).

18.5.2. Kiriterien fiir die Einbettungseigenschaft

Als néchste Frage stellt sich nun, wann die Abbildung « eine Einbettung ist, wir suchen also
nach den notwendigen Vorraussetzungen.

Definition 34 (Direkte Garben-Summe): Sind F,9 zwei Garben tiber X, dann ist die
direkte Summe Summe F @ G eine neue Garbe, die durch

U~ (FoG)(U):=FU)®SU)

definiert ist.
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18. Serre-Dualitat

Abbildung 18.1.: Darstellung der in Satz |37 beschriebenen Mannigfaltigkeit und der Abbildungen.

Satz 35: Fulls degL > deg K + 2 gilt, dann ist die Abbildung o : X < CP(O(L)*) eine
Einbettung.

Bemerkung: Falls deg L > deg K ist, so gilt nach dem Satz von Riemann-Roch zunéchst die
Identitdt dim O(L) =1 — g+ deg L.

Bemerkung: Wihle L mit deg L = deg K + 3, dann gilt die Gleichung

dimO(L) =h%L) - (K®L*)=1—g+degL=1-g+(29—2)+3=g+2.
———
0, da trivial
Es folgt N := h9(L) — 1 = g+ 1, dies ist die kleinste Dimension, die wir (mit dem vorigen Satz)
erreichen kénnen.

Korollar 36: Es existiert eine Einbettung X — CPIH1, U

Bemerkung: FEs existiert immer eine Einbettung X < CP3, aber nicht immer in CP?. Dies
werden wir spater genauer untersuchen.

18.6. Tori und das Geschlecht Eins

Als néchstes Ziel wollen wir nun zeigen, dass fiir g(X) = 1 stets folgt, dass X zu einem Torus
isomorph ist. Dazu bendtigen erst eine kleine Digression.

Satz 37: Sei X eine glatte, zusammenhingende Mannigfaltigkeit und v1,...,v, : ST — X
glatte Abbildungen mit 377" [v;] = 0 in Hi(X;Z). Dann ewistiert eine glatte, kompakte, ori-
entierte, zusammenhdngends 2-Mannigfaltigkeit > mit 0% = H;n:1 C;, orientierungserhaltende
Diffeomorphismen u; : St = C; und eine glatte Abbildung f : ¥ — X mit fowu; = 5 fir
alle j=1,...,m.

Sei j : S — X wie im vorigen Satz. Wihle einen Basispunkt zp € X und ein stetiges
Bj : S — X mit Bj(1) = o, sodass 3 ~ ; stetig homotop gilt. Dann gilt fiir die Fundamen-
talgruppe

= 7T1(X,.1‘0) HI(X7Z) )

T

m1/[m1, 1]

R
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18.6. Tori und das Geschlecht Eins

also gibt es stetige Abbildungen ay, by : S* — X fiir k =1,...,n, sodass
B1--Pm H[an7 bn]
j=1

ist, wobei [a, b] := aba~'b~! ein Kommutator ist.

Satz 38: Sei X eine glatte Mannigfaltigkeit. Falls v : S' — X eine Abbildung und ¢ €
EL1(X) mit dp = 0 eine geschlossene 1-Form ist, so hingt das Integral f,ygo nur von den (Co-

)JHomologieklassen [y] € Hi(X;Z) und [¢] € Hig(X) ab. Die entsprechende Paarung

H\(X;7Z) x Hig(X) — R (1 [¢]) = f o
Y

ist biadditiv.
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18. Serre-Dualitat

[a,b]

N Co

Lemma 39: Sei X eine kompakte, zusammenhdingende, komplexe Mannigfaltigkeit und f :
X — C eine glatte komplexwertige Funktion mit 00f = 0 ist. Dann ist f konstant.

Satz 40: Sei X eine kompakte Riemannsche Fldche. Dann ist die Abbildung

I H\(X;Z) = QY(X)*  [y]— 7{ .

ein Isomorphismus auf ein Gitter T C QY X)* = CY fiir g als Geschlecht. Insbesondere gilt:
Falls w1, . ..,wy eine Basis von OY(X) ist, so bilden die Vektoren

<7§w1,...,j€wg> e

fiir v : St — X ein Gitter in X.

Satz 41: Jede kompakte Riemannsche Fliche X vom Geschlecht g = 1 ist isomorph zu einem
Torus C/T.

18.7. WeierstraBpunkte und Automorphismengruppen

Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche vom Geschlecht g. Eine berechtigte Frage ist, ob die
Automorphismengruppe Aut(X) von X transitiv wirkt. Fiir g = 0 ist X =2 CP! und es gilt

Aut(CP') = {Mébius-Transformationen } = PSLy(C) := SL,(C)/C* ,

die transitiv auf CP! wirkt - dies haben wir im zweiten Unterpunkt von Satz von Seite
bewiesen. Fiir g = 1 ist nach dem letzten Satz X = C/I" und Aut(C/I') = C/T" wirkt durch
Translation transitiv.

Wiihle einen Punkt p € X und definiere V;, := {w € Q'(X) : ordy(w) > n}. Dann entspricht
Vo = QY(X) und es gilt wie gehabt dim Q!(X) = g. Betrachte die Sequenz

0 V. V. .2 .C .

Lokal léasst sich mit der Taylor-Entwicklung um den Punkt p die Funktion S von der Menge der
holomorphen 1-Formen mit einer Ordnung grofer gleich n — 1 in p nach C durch

B( > W’“) = an_1

k>n—1

definieren. Dann ist dim(V;,—1/V;,) = dim{w € Q'(X) : ord,(w) =n — 1} = 0 oder 1.
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18.7. Weierstralpunkte und Automorphismengruppen

Definition 42 (Loch): Der Wert n > 1 heift Loch, wenn dim(V,,—1/V,) = 1 gilt, d.h. wenn
es holomorphe 1-Formen w € Q!(X) mit ord,(w) =n — 1 gibt.

Es stellt sich jetzt die Frage, wieviele Locher es gibt und welche Eigenschaften diese haben. Fiir
alle w liegt w & Vj, fiir n > ord,(w), d.h. es folgt (,, Vi, = {0}. Wegen dim V) = dimQ'(X) =g
existieren dann genau g Locher ny < mng < ... < ng.

Sei nun wy eine meromorphe 1-Form auf X verschieden von Null. Mit Dy := (wg) € Div(X)
sei der Hauptdivisor dieser 1-Form bezeichnet. Definiere dann einen Isomorphismus

Oponp(X) — Vi [ -fwp
und setze W, 1= 0p,p(X) = {f € M(X) : f holomorph auRerhalb von p, ordy(f) > —n}. Fiir

die Dimension dieses Raumes gilt

dim W,, = dim H(X; 0,,,) 21 — g 4 deg(

=1—g+n+dimV,,

Divisor np

np) + dim H(X; O py_np)

also folgt dim(W,,/W,_1) = 1 — dim(V,,—1/V,,). Damit ist n ein Loch genau dann, wenn die
Gleichheit W,, = W,,_1 gilt. Da die Bedingung wegen W,, D W, _1 schwécher wird, ist dies dqui-
valent dazu, dass keine meromorphen Funktion f € M(X) existieren, die holomorph auferhalb
des Punkts p sind und ord,(f) = —n haben.

Definition 43 (Nicht-Lécher-Semigruppe): Sei I') := {n € N : n ist kein Loch} die addi-
tive Semigruppe der Nicht-Locher. Die Semigruppeneigenschaft folgt, da fiir m,n € I,
auch m +n € Iy, liegt.

Satz 44: 1. Esist dimWyy1 > 1, d.h. es existiert eine nicht-konstante meromorphe Funk-
tion auf X, die im Punkt p einen Pol der Ordnung héichstens g+ 1 hat und auferhalb von
p holomorph ist.

2. Falls g # 0 ist, so gilt 1 =n1 <ng <...<nyg <29 —1.

Bemerkung: Falls X = CP! und n > 0 ist, so bildet {1,27,... 27"} eine Basis von W,, wenn
der Punkt p = 0 ist.

Sofern nicht anders vermerkt sei von jetzt ab das Geschlecht g > 0. Insbesondere gilt nach
dem vorigen Satz die Ungleichung n; > j.

Definition 45 (Weierstrafi-Gewicht/-Punkt): Das Weierstrafi-Gewicht von p ist durch

g
w(p) ==Y (nj—5) >0

J=1

definiert. Der Punkt p heifit Weierstrafs-Punkt, wenn die folgenden dquivalenten Bedingungen
erfiillt sind:

1. Esist w(p) > 0.
2. Esgilt V, #0.

3. Esist Wy # Wy = {konstante Funktionen}, d.h. es gibt eine nicht-konstante meromorphe
Funktion auf X, die im Punkt p einen Pol der Ordnung héchstens g hat und aufserhalb
von p holomorph ist.

Bemerkung: Im Fall g = 1 gibt es nur ein Loch und es finden sich keine Weierstrafi-Punkte.
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18. Serre-Dualitat

18.7.1. Digression: Wronski-Determinanten

Definition 46 (Wronski-Determinate): Falls f1,..., f, holomorphe Funktionen auf einer
offenen Teilmenge U C C sind, so ist die Wronski-Determinate definiert durch

b5l far o S
fi i f
W (s f) = det (£{7) 1<jcn =det | . o
0<k<n—1 : : : :
fl(nfl) fQ(nfl) o fénfl)

Satz 47: Fir Funktionen o, f1, ..., fn € O(U) erfillt die Wronski-Determinante die Gleichheit

W(@flav@fn) :@nW(fl,,fn) .

Satz 48: Falls U C C eine offene, zusammenhingende Teilmenge ist und fi,..., f, € O(U)

holomorphe Funktionen auf U, dann sind diese f1, ..., fn genau dann linear abhdngig, wenn die
Wronski-Determinante W (f1, ..., fn) = 0 ist.

Satz 49 (Ordnung der Wronski-Determinante): Seien f1,..., f, € O(U) Funktionen auf
einer offenen Teilmenge U C C mit 0 € U. Mit m; := ordg(f;) seien die Ordnungen der
Funktionen im Nullpunkt bezeichnet, wobei m1 < mo < ... < my, gelte. Auflerdem sei W :=
W(f1,..., fn), dann gilt
n
ordg(W) = Z(m] +1-7).
j=1

Sei X eine kompakte Riemannsche Flache vom Geschlecht g > 1 und wy, ..., w, eine Basis von
QL(X). Auferdem sei (U, ) eine Karte fiir eine offene Teilmenge U C X, d.h. wir betrachten
eine Abbildung ¢ : U ¢ X — U’ c C. Mit dem Pullback der Karte erhalten wir dann

(™) 'wj = fidz
fir holomorphe Funktionen f; € O(U’). Wir wissen bereits, dass der Punkt p € U genau dann
ein Weierstrafpunkt ist, wenn Vg (p) # 0 ist (vgl. Definition [45)), d.h. wenn eine holomorphe
1-Form w € QYX) mit w # 0 und ordy(w) > g existiert. Beziiglich der gewihlten Q!(X)-

Basis ist dies wegen der Diffeomorphismen-Invarianz der Ordnung &quivalent zur Existenz von

(a1,...,aq4) € CI\ {0} mit
g 9 ®
ordy(p) Zajfj 29 < Zajfj (e(p)) =0
j=1 j=1

firk=0,...,9g—1, was genau dann der Fall ist, wenn die Vektoren (fj (go(p)), ce f;gfl) (cp(p)))
fir 5 = 1,...,¢g linear abhéngig sind. Dies ist aber nach dem vorletzten Satz genau dann der
Fall, wenn die Wronski-Determinante W (fi, ..., fg) = 0 in ¢(p) ist.

Satz 50: Sei N :=1+...+¢g= %g(g +1). Dann existiert ein holomorpher Schnitt s # 0 von
K®N .= K®---® K (N-faches Tensorprodukt mit sich selbst) mit der folgenden Charakteri-
sierung: Seien (U, @), w; und f; wie zuvor gewdhlt, dann ist der Schnitt lokal iber U durch

s|U:g0*(W(f17...,fg) dz@-~®dz)
N Mal

definiert. Die Weierstrafipunkte von X sind also genau die Nullstellen des Schnitts s und es gibt
nur endlich viele WeierstrafSpunkte.
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18.7. Weierstralpunkte und Automorphismengruppen

Bemerkung: Der Schnitt s ist bis auf eine Konstante unabhangig von wi, . ..,wq.

Satz 51: Sei X eine kompakte Riemannsche Fliche und s der im vorigen Satz definierte Schnitt
von KON fiir N = %g(g +1). Dann gilt ord,(s) = w(p) fir alle Punkte p € X, also folgt

S w(p) = 3 ordy(s) = deg(K=N) = Ndeg K = Jg(g +1)(29 ~2) = (9~ Dglg +1) .
peEX peX

fir die Summe aller Weierstrafipunkte einer kompakten Riemannsche Fliche vom Geschlecht g.

Korollar 52: Ist das Geschlecht der Riemannschen Fldiche g = 2, dann ist X hyperelliptisch,
d.h. es existiert eine holomorphe Abbildung f : X — CP* vom Grad 2 (vgl. Seite @)

Definition 53 (Normaler WeierstrafSpunkt): Ein Weierstrakpunkt p € X heift normal
wenn w(p) = 1 gilt, d.h. der Schnitt s ist in p transversal zum Nullschnitt des N-fachen Ten-
sorprodukts des kanonischen Biindels K. Wegen 1 = w(p) = >7_,(n; — j) ist dies der Fall
wenn die Locher 1,2,...,9 — 1,9 + 1 sind.

Definition 54 (Normale Riemannsche Fliche): Die kompakte Riemannsche Fliche X
heifft normal, wenn alle Weierstrafipunkte normal sind, d.h. wenn s transversal zum Nullschnitt
ist. In diesem Fall gibt nach Satz[51| genau (g — 1)g(g + 1) Weierstralpunkte.

Sei p € X ein Punkt und I';, C N die Semigruppe der Nicht-Locher. Es sei r := minI", > 2 der
kleinste Wert, der kein Loch ist. Dann folgt fiir ein Loch n € I', und n > r direkt n —r € T').
Deswegen bilden die Locher endliche arithmetische Folgen 4,7 + r,7 + 2r,...,7 + \;r, wobei
1<i¢<r—1und \; > 0 gilt. Jedes Loch kommt in genau einer solchen Folge vor.

Definition 55 (Hyperelliptischer WeierstrafSpunkt): Ein Weierstrafpunkt p € X heifit
hyperelliptisch wenn der kleinste Wert, der kein Loch darstellt, r = 2 ist.

In diesem Fall sind die Locher 1,3,5,...,2g — 1 weil es genau g Weierstraipunkte gibt.

wE) =Y (-0 —g] =Y (G- =1+2++(g—1) = 59ls—1).

J=1 J=1

Bemerkung: Falls X einen hyperelliptischen Weierstrafspunkt besitzt, so existiert eine mero-
morphe Funktion f mit ord,(f) = —2, die holomorph auferhalb von p ist. Eine solche Funktion
f definiert eine holomorphe Abbildung X — CP' vom Grad 2, also ist f hyperelliptisch.

Satz 56: Fir jeden Weierstraffpunkt p € X gilt 1 < w(p) < %g(g — 1), d.h. wir kénnen das
Weierstraf$-Gewicht auch nach oben hin eingrenzen. Auflerdem gilt

1
w(p) =1 <= p normal und w(p) = Eg(g — 1) <= p hyperelliptisch .

Satz 57: Wenn X keine hyperelliptische Riemannsche Fliche vom Geschlecht g > 1 ist, dann
erhalten wir durch

20+2 < p:= #{Weierstraﬁpunkte von X} <(g—1)g(g+1)

eine Abschitzung der Anzahl der WeierstrafSpunkte.
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18. Serre-Dualitat

Satz 58: Fulls f : X — CP! eine holomorphe Abbildung vom Grad 2 ist, so hat f genau
2g + 2 Verzweigungspunkte. Wenn g > 1 gilt, so sind die Verzweigungspunkte genau die Weier-
strafipunkte, und diese sind alle hyperelliptisch.

Satz 59: Fulls die Riemannsche Fliche X hyperelliptisch und vom Geschlecht g > 2 ist, so
ist die Grad-2-Abbildung f : X — CP! eindeutig bis auf Automorphismen von CP' (also
lineare bzw. Mobius-Transformationen) bestimmt. Folglich ist die hyperelliptische Involution von
X eindeutig bestimmt.

Satz 60: Auf einer hyperelliptischen Fliche X vom Geschlecht g > 1 existiert ein Automor-
phismus ¢ #£ 1d mit mindestens 5 Fixpunkten, ndmlich die hyperelliptische Involution t.

Satz 61: Falls g(X) > 1 ist, so hat jeder Automorphismus ¢ # Id von X hdochstens 2g + 2
Fixzpunkte.

Bemerkung: Dasselbe Ergebnis erhélt man auch fiir eine Sphiare CP', d.h fiir Riemannsche
Flédchen vom Geschlecht g = 0.

Satz 62 (Schwarz): FEine kompakte Riemannsche Fliche X vom Geschlecht g > 1 hat nur
endlich viele Automorphismen.

Bemerkung: Es gilt nach einem Satz von Hurwitz sogar |Aut(X)| < 84(g — 1), siehe dazu das
Buch ,Quelques Aspects des Surfaces de Riemann von REYSSAT.

Definition 63 (Reguldres Polynom): Ein Polynom P(z,y,z) heift regulir, wenn 0 ein
reguléirer Wert von P|cs oy ist.

Satz 64: Sei P(x,y,z) ein homogenes regulires Polynom vom Grad d > 1. Dann ist X :=
loc P C CP? eine Riemannsche Fliche vom Geschlecht

g=5(d-1)(d-2).

18.8. Die Picard-Gruppe

Definition 65: Fiir jede komplexe Mannigfaltigkeit X definiere die Picard-Gruppe durch
Pic(X) = {Isomorphismusklassen holomorpher Geradenbiindel auf X } .

Beziiglich des Tensorprodukts ® fiir Vektorbiindel ist Pic(X) eine abelsche Gruppe.

Im letzten Semester haben wir bereits gezeigt, dass Pic(X) = H'(X; O*) kanonische isomorph
sind. Sei X eine kompakte Riemannsche Flache, dann betrachte

Pic(X) —%  Div(X)/Divy (X)

\Ldeg
eg

Z

R

/

Definiere nun die beiden Mengen

Divo(X) := {D € Div(X) : deg(D) =0

} und
Pico(X) := {[L] € Pic(X) : deg(L) =0}
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18.8. Die Picard-Gruppe

so gilt folglich Pico(X) — Divo(X)/Divy (X) und die kurze Sequenz

0 —— Pico(X) — Pic(X) &8 ~72 — 0

exakt und somit gilt folglich Pic(X) = Pico(X) & Z.
Lemma 66: Fir jede kompakte komplexe zusammenhdngende Mannigfaltigkeit X ist
iR = HY(X;0/R)

ein Isomorphismus reeller Vektorrdume, wobet R hier die konstante Garbe meint.
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