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Einleitung

Im Gebiet der Differentialgeometrie interessieren im Wesentlichen die Zusammenhénge zwischen
der Kriimmung eines Raums und der Topologie. Durch die geometrischen Eigenschaften eines
Raums werden somit seine topologischen Eigenschaften studiert.

Das Gauss-Bonnet-Theorem fiir Flichen im R? liefert ein gutes Beispiel fiir eine derartige Ver-
kniipfung. Glatte, geschlossene (kompakte und unberandete) Mannigfaltigkeiten S C R? lassen
sich bis auf Homéomorphismen durch ihr Geschlecht, d.h. die Anzahl der ,Locher klassifizie-
ren. Die mathematische Formulierung definiert das Geschlecht durch Hy(S;Z) & 729, genauer
gesagt durch die Dimension einer Homologiegruppe.

Die Geometrie der Mannigfaltigkeit S wird durch die Gauss-Kriimmung K : S — R ausge-
driickt. Zu anschaulichen Definition dieser Grofe sei p € S gewahlt, wobei wir der Einfachheit
wegen p = (0,0,0) annehmen, auferdem sei S bei p tangential zur z-y-Ebene. In einer Umge-
bung von p ldsst sich S dann als Graph einer Funktion in z und y betrachten, es gilt

_[OPfOrf ORf
K = (A 5%~ o) -

Das Gauss-Bonnet-Theorem liefert dann den Zusammenhang

1

zwischen Genus und Kriimmung. Sei beispielsweise S = {x € R?: |z| =r} eine Sphire mit
Radius 7, so ist die Kriimmung an jedem Punkt dieser Geschlecht-0-Mannigfaltigkeit r%, und
Gauss-Bonnet liefert

1
_27'[' S

1

572 Arr?
r

2

1
2=

Als néchste kann man folgende Frage formulieren: Stellen wir uns ein zweidimensionales Insekt
vor, welches auf der Mannigfaltigkeit S lebt, aber noch nie etwas vom R? gehért oder gesehen
hat - ist dieses Insekt dann in der Lage, die Krimmung des Raums zu berechnen? Gauss liefert,
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dass dies sehr wohl moglich ist. Eine alternative (intrinsische Definition) der Kriimmung lasst
sich wie folgt formulieren: Es sei

Bop)i=dqes: Es existiert eine glatte Kurve v : [0,1] — S mit
r\p) = "4(0) = p und (1) = p und Lénge kleiner gleich r | ~

dann ist die Kriimmung am Punkt p durch

Kp) = — tm L Area(Br@))_l]

r—0+ 12 w2

gegeben, wobei dieser Grenzwert immer existiert. Spéater werden wir diese Begriffe selbstver-
standlich genauer definieren und erlautern.



1 Analysis auf Mannigfaltigkeiten

Obwohl grundlegende Kenntnisse der analytischen Methoden auf Mannigfaltigkeiten als bekannt
voraus gesetzt werden, kann es nicht schaden, Grundbegriffe wie Tangentialraum, Einbettung,
etc. zu wiederholen. Das erste Kapitel widmet sich daher im Wesentlichen der Repitition.

1.1 Glatte Mannigfaltigkeiten

Definition 1: Eine topologische n-Mannigfaltigkeit ist ein zweit-abzdhlbarer Hausdorff-
RaumE] in dem jeder Punkt einen offene Umgebung hat, die homéomorph zu einer offenen
Teilmenge des R"™ ist.

Ein glatter Atlas zusammen mit einer topologischen n-Mannigfaltigkeit M entspricht einer
Familie {(¢;, U, Uj)},_, von offenen Mengen U; C M und U; C R" sowie Homéomorphismen
@; : Uy — U}, sodass zum einen Uz‘e ;1 Ui = M gilt und die Zusammensetzung

piop;tp(UiNU;) = ¢;(UiNT;)

glatt fiir alle 4, j € I ist. Kurz gesagt sollen also Kartenwechsel glatte Abbildungen sein.

©j

A ]
W (Y

Definition 2: Ein glatter Atlas A auf M heiftt maximal, wenn es keinen glatten Atlas B mit
A C B gibt.

"Wiirde die Hausdorff-Eigenschaft weggelassen, so wiirde die folgende Konstruktion erlaubt sein: Man betrachte
zwei Kopien von R, deren Punkte mit = bzw. y bezeichnet seien. Mit a sei der Punkt z = 0 und mit a’ der
Punkt y = 0 bezeichnet. Fiir < 0 und y < 0 werden durch z = y die Punkte der beiden Geraden
identifiziert, sodass man ein Y-férmiges Gebilde erhélt. Jeder Punkt davon ist zu einer offenen Teilmenge von
R homdomorph, aber fiir die Punkte a und a’ finden sich keine trennenden offenen Umgebungen.
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Bemerkung: Jeder Atlas A fiir M ist in einem eindeutigen maximalen glatten Atlas B ent-
halten, genauer gesagt in

B = U A
ACA’

Definition 3: Eine glatte n-Mannigfaltigkeit ist eine topologische n-Mannigfaltigkeit zu-
sammen mit einem maximalen glatten Atlas.

Definition 4: Sei M eine glatte m-Mannigfaltigkeit. Eine Teilmenge N C M heifst Unter-
mannigfaltigkeit der Dimension n < m, wenn es fiir jeden Punkt p € N eine Karte (¢, U, U")
von M mit p € U gibt, sodass o(UNN) =U"N (R™ x {0}) gilt.

M R™
. T
— 9 . kj R" x {0}

Bemerkung: Eine Untermannigfaltigkeit ist eine topologische n-Mannigfaltigkeit. Die Ein-
schrankungen der Karten

@‘UQNIUQNHUIQ(RnX {0})

liefern einen glatten Atlas fiir N.

Beispiel: Die FEinheitssphire S™ := {x € R*"!: |z| = 1} ist eine Untermannigfaltigkeit von
R™*t1. Um dies zu zeigen geniigt es, eine Karte ¢ von R™! in der Umgebung des Nordpols
p=1(0,...,0,1) zu finden. Mit Hilfe von

U:={z=(20,...,2,) ER" 2, >0} und  B":={yeR":|y| <1},
definiere dann S7 := S" N U als obere Hemisphére und U’ := B" x Ry C R™"! als Halbraum,
dabei bezeichnet Ry := 0, 0co[. Dann ist durch

n:SY — B" (Xoy v yp) = (Toy ooy Tp—1)

ein Homdomorphismus mit der inversen Abbildung 7' (y) = (y,\/1 — |y|?) definiert (,Platt-
driicken” der oberen Hemisphére zu einer Disk). Eine Karte fiir R"*! um den Nordpol der
S™ C R™! [isst sich damit durch

p:U— B" xRy x> <7r(i),|x]>

|z]
mit dem Inversen ¢~ !(y,t) = tn~1(y) angeben. Es gilt dann fiir die S™
e(UNS™")=B"x {1} =U'"nNn(R" x {1}),

d.h. die konstruierten Karten lassen die S™ lokal wie den Prototyp einer Untermannigfaltigkeit
aussehen. Es ist noch zu zeigen, dass S™ auch eine glatte Untermannigfaltigkeit ist.

Durch {(Id, R"*! R"*1)} ist ein (trivialer) glatter Atlas auf R"*! definiert. Sind dann zudem
U, U c R*"! offene Teilmenge und ¢ : U — U’ eine beliebige Karte, dann bilden die zwei
Karten {(Id, R"** R"*1) (p,U,U’)} genau dann einen glatten Atlas, wenn ¢ und ¢! glatte
Abbildungen sind.



1.2 Quotientenraume

G/ 7y
B
(=)

Bemerkung: Wenn M und N glatte Mannigfaltigkeiten sind, dann hat das kartesische Pro-
dukt M x N eine natiirliche glatte Struktur: Fiir jede Karte (¢,U,U’) von M und jede Karte
(¢, V,V') von N betrachte

(e x ¥, Ux VU x V')

als Karte fiir M x N. Die Menge aller solcher Produktkarten liefert wieder einen glatten Atlas
fiir M x N, wie man leicht verifiziert.

Definition 5: Sind M™ und N™ zwei glatte Mannigfaltigkeiten, dann heifst eine Abbildung
f:+ M — N zwischen diesen Mannigfaltigkeiten glatt, wenn fiir jede Karte (o, U,U’) von M
und (10, V, V') von N die Zusammensetzung 1 o f o ! glatt auf dem Definitionsgebiet ist.

N

Q)

voropt G
_veleem |

Definition 6: Die Abbildung f : M — N heiftt Diffeomorphismus falls eine glatte Abbil-
dung g : N — M mit fog = Idy und go f = Idps existiert. f ist ein lokaler Diffeomor-
phismus , wenn es fiir jeden Punkt p € M eine offene Umgebung U C M gibt, sodass die
Einschréankung f|y ein Diffeomorphismus von U in eine offene Teilmenge von N ist.

1.2 Quotientenraume

Betrachten wir nun Quotientenridume, beispielsweise den reellen projektiven Raum, der durch
RP" := S"/{#+1} = {(p,—p) : p € 5"}

definiert ist. Dann ist 7 : S —» RP" eine zweiblattrig tiberdeckende Projektion und RP™ eine
topologische n-Mannigfaltigkeit. Auf RP™ gibt es eine eindeutige glatte Struktur, sodass 7 auch
ein lokaler Diffeomorphismus ist. Wir kénnen allgemeiner formulieren:
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Satz 7: Sei allgemeiner fir eine beliebige glatte Mannigfaltigkeit M mit Diff (M) die Gruppe
aller Diffeomorphismen M — M bezeichnet. Sei G C Diff (M) eine Untergruppe, die echt
unstetig auf M operiert, d.h. fir alle p € M existiert eine offene Umgebung U C M, sodass
gU)NU =10 fir alle g € G\ {e} gilt.

Dann ist m : M —» M /G eine tberdeckende Projektion und M /G hat eine eindeutige glatte
Struktur, sodass w ein lokaler Diffeomorphismus ist.

Beispiel: Die Kleinsche Flasche entsteht durch (S' x S1)/{Id, 7} mit 7(w, z) = (w, —z), wenn
man die 1-Sphére als Teilmenge von C ansieht.

1.3 Tangentialraume und -abbildungen

1.3.1 Algebraische Konstruktion des Tangentialraums

Sei M eine glatte n-dimensionale Mannigfaltigkeit und « : |—¢,e[ — M mit (0) = p eine
glatte Kurve in diese Mannigfaltigkeit. Es stellt sich dann die Frage, was die Ableitung +(0)
bezeichnen kénnte.

Die Idee ist nun, eine reellwertige Funktion f : M —— R zu betrachten, und dann die
zusammengesetzte Funktion fo~ :]—e,e[ — R zu betrachten, denn fiir diese Funktion kennen
wir Ableitungen. Wir miissen allerdings noch kléren, inwiefern verschiedene Funktionen f sich
unterschiedlich auswirken.

Definition 8: Mit €,(M) bezeichnen wir die Algebra der glatten Funktionenkeime in der
Umgebung des Punktes p, d.h. es gilt

Ep(M) = {f : U — R fiir eine offene Umgebung U € M um p und f glatt}/ ~

mit f ~ g genau dann, wenn f = g in einer beliebigen Umgebung von p gilt.

Definition 9: Eine Derivation auf £,(M) ist eine R-lineare Abbildung X : £,(M) — R,
sodass die Leibniz-Produktregel

X(f-9)=[X(N]g) + F)[X(9)] -
fiir alle Funktionen f,g € €,(M) erfiillt ist.

Der Kiirze halber schreibt man auch X f fiir X (f), sodass die Leibniz-Regel in der vorigen
Definition durch X (fg) = (X f)g(p) + f(p)(Xg) notiert wird.

Beispiel: Eine Derivation ist etwa durch X f := (f o~)'(0) gegeben.

Definition 10: Mit T,M := {Derivationen von €,(M)} ist der (algebraische) Tangential-
raum der Mannigfaltigkeit M am Punkt p bezeichnet.



1.3 Tangentialrdume und -abbildungen

Neben dem algebraischen Tangentialraum gibt es auch eine geometrische und physikalische
Konstruktion, die alle dquivalent zueinander sind. Details und die zugehorigen Isomorphismen
zwischen den verschiedenen Tangentialraumen sind etwa in JANICHs ,Vektoranalysis“ zu finden.

Lemma 11: Die Abbildung R" — ToR™ mit (a1, ..., an) — Yy a;0; ist ein linearer Isomor-
phismus, wobei 0; := 8%1 die Differentiation in Richtung der i-ten lokalen Koordinate ist.

Beweis. o Injektivitat: Gilt Y ;" | a;0; = 0, dann folgt auch 0 = (Z?:l aiai)(xj) = aj.

o Surjektivitdt: Sei f € E¢(R™) ein glatter Funktionskeim bei xzy = 0, dann folgt
1
f(:c)—f(O):/ —f(tz) dt = x/ O f (tz) dt = Zajzf,
0
— flz)=f(0)+ Zl‘ifi(x)
i=1

Fiir eine Derivation X € ToR™ (aufgefasst als Richtungsableitung) gilt dann unter Ver-
wendung der Leibniz-Produktregel und f;(0) = 9; f(0)

Xf:O+Z[X(xi)‘0fi( ) +0- X(f) } Zalaf
=1
fir a; :== X (z;), also ist (ai,...,a,) € R"™ ein Urbild zur Derivation X.

Die Linearitét ergibt sich direkt aus der Linearitdt von Ableitungen. O

Definition 12: Mit C,(M) sei die Algebra der stetigen Funktionenkeime in der Umge-
bung von p bezeichnet.

Ubung: Man zeige, dass es keine nicht-verschwindenden Derivationen fiir Cp(M) gibt.

1.3.2 Tangentialabbildungen

Definition 13: Fiir eine glatte Funktion f : M — N definieren wir die Tangentialabbil-
dung T'f, : T,M — T}, N durch die Zusammensetzung

ND>OU

T
A N e TpM L Tf(P)N
NN g (X:Ep(M)—R) s (T fp (X):E () (N)—R)

R

d.h. es gilt Tf,(X)g = X(go f), wobei g € Ey(,)(N) ein glatter Funktionskeim am Zielpunkt
f(p) € N ist.

Wir miissen nun nachpriifen, dass fiir eine Funktion f : R™ — R" das folgende Diagramm

Dfy

R™ R"
= J{ @) l =
ToR™ ToR™

0
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kommutiert. Dies tut es in der Tat aufgrund der Kettenregel der Differentiation, also wegen

RmiﬂRnL

R ~ D(go f)o=DgsoyoDfo -

Fir Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten lautet die zugehorige Kettenregel fiir Tangenti-
alabbildungen dann analog

!
M-—1sN_2sp ~  T(go f)p=TgrpmoTfp

Satz 14 (Inverse Funktion): Ist f : M — N eine glatte Funktion zwischen glatten Mannig-
faltigkeiten und die zugehorige Tangentialabbildung T'fp : Ty,M — Ty,)N ein Isomorphismus
fiir ein p € M, dann ist f ein lokaler Diffeomorphismus um p.

Beweis. Siehe [Lan95| Kapitel I §5. O

Definition 15: Sei f : M — N eine differenzierbare Abbildung. Dann ist der Punkt ¢ € N
ein reguléirer Wert wenn die Tangentialabbildung T'f,, fiir alle Punkte des Urbilds p € f~!(q)
surjektiv ist.

Beispiel: Sei f : R?> — R durch (x,y) + 2% — y? definiert, dann entspricht f~1(0) der
Vereinigung der beiden Diagonalen im R?, dies liefert aber keine glatte Untermannigfaltigkeit
von R2. Fiir r # 0 liefert f~'(r) zwei hyperbolische Kurven. Betrachten wir dann die Ableitung

Df($7y) = (2‘7:7 _Qy) )

dann ist die Tangentialabbildung T'f(,,) genau dann surjektiv, wenn (x,y) # (0,0) ist. Die
reguldren Werte von f sind also gerade R\ {0}.

Lemma 16: Sei q € N ein reguldrer Wert der Abbildung f : M — N, dann ist das Urbild
f~1(q) eine glatte Untermannigfaltigkeit von M mit dim (f_l(q)) =dimM — dim N.

Beweis. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kénnen wir (gegebenenfalls nach Vorschalten
von Karten) von M = R™, N = R" und ¢ = 0 ausgehen, aufserdem sei f(0) = 0. Sei dann K :=
ker D fo definiert, wihle anschliekend einen linearen Unterraum V' C R™, sodass R™ = K @ V
gilt. Folglich ist aus Dimensionsgriinden D fo|y : V' — R™ ein Isomorphismus.

Sei dann 7 : R™ —» K die lineare Projektion auf den Unterraum. Durch F : R”™ — R" x K
mit F(z) = (f(z),n(x)) sei eine Abbildung mit der Ableitung

DFy(v) = (D fo(v), Dmo(v)) = (D fo(v), m(v))
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A R"

C

definiert, insbesondere ist D Fy dann ein Isomorphismus. Nach dem Theorem der inversen Funk-
tion ist dann F' ein lokaler Diffeomorphismus bei 0 € R™, also existieren offene Teilmengen
UcCR™und U' ¢ R" x K mit 0 € U, sodass F|y: U = U’ ein Diffeomorphismus ist. Au-
ferdem gilt F (U Nnf _1(0)) =U'N(0x K), also ist die Eigenschaft einer Untermannigfaltigkeit
erfiillt. O

Beispiel: Betrachten wir die Matrizengruppe SO(n) := {A € M(n x n,R) : AA* = 1} und die
Abbildung f : M(n x n,R) — M(n x n,R) mit A — AA*. Wegen

(AAt)t:(At)tAt:AAt

sind die Zielmatrizen insbesondere symmetrisch, es gilt also f : M(n x n,R) — Sym(n,R) und
SO(n) = f~!(1). Um zu zeigen, dass die spezielle orthogonale Gruppe eine Untermannigfaltig-
keit von M(n x n,R) = R ist, miissen wir nachweisen, dass 1 ein reguldrer Wert von f ist.
Dazu berechnen wir die Ableitung von f, wobei wir f als Zusammensetzung gemas

A linear (A, At) bilinear AAt

auffassen konnen. Dabei hat die Matrizenmultiplikations-Abbildung g : (A, B) — AB die Ab-
leitung Dg(a,5)(C, D) = AD + BC, es gilt also

DfA(B) = AB' + BA!

geméf der Kettenregel, und damit D fy(B) = B+ B". Insbesondere entspricht die Einschridnkung
auf symmetrische Matrizen D fy|symnr) einfach der Multiplikation mit Faktor 2, also ist die
volle Abbildung D fy : M,,(R) — Sym,,(R) surjektiv.

Fiir B € SO(n) gilt nun f(AB) = AB(AB)' = ABB'A* = AA' = f(A), d.h. die Abbildung
f ist invariant unter Multiplikation rechtsseitiger SO(n)-Matrizen, mit Rp(A) = AB gilt also
foRp = f. Damit folgt Dfgo(DRg)y = Dfpo Rg = D fy, also kommutiert

Dfa

M (R) Sym,(R)
M, (R)

Damit erhalten wir schliefslich, dass D fp surjektiv ist und damit die Einheitsmatrix 1 insbeson-
dere ein regulirer Wert von f ist. Die SO(n) = f~!(11) ist dann eine glatte Untermannigfaltigkeit
von M,,(R) der Dimension n(n — 1).



1 Analysis auf Mannigfaltigkeiten

1.4 Immersionen, Submersionen und Einbettungen

Definition 17: Seien M und N zwei glatte Mannigfaltigkeiten. Eine glatte Abbildung f :
M — N zwischen diesen heifit Submersion falls die Tangentialabbildung 7T'f, fiir alle p € M

surjektiv ist, Immersion wenn 7'f, injektiv fiir alle p € M ist. Den Rang der Tangential-
abbildung definieren wir durch Rang(T'f,) := dim (im(7'f,)).

Lemma 18: Sei f : M™ — N" eine glatte Abbildung mit Rang(T f,) = r fiir alle Punkte q in
etner Umgebung von p € M. Dann existieren offene Tezlmengen UCMundV CN mitpeU
und f(U) CV sowie Diffeomorphismen U Z5R™ und V=5 R™, sodass

f

U Vv
R™ R™

(@150, Zm )= (21,.0,27,0,...,0)
das Diagramm kommutiert.

Beweis. Der Einfachheit wegen nehmen wir M = R™, N = R" und p = 0 an. Dann betrachten
wir den weiteren Beweis in einzelnen Schritten:

1. Sei r = m, d.h. T'f, sei injektiv. Wahle dann einen linearen Unterraum £ C R", sodass
die Zerlegung

R" =im(Dfy)® E

gilt und definiere g : R™ x E — R" durch (z,y) — f(z) + y. Dann ist die Ableitung
Dg(o,0) am Nullpunkt ein Isomorphismus, sodass g ein lokaler Diffeomorphismus in einer
Umgebung von (0, 0) ist, fiir den insbesondere gilt

9_1 Of(l‘) = (J},O) :

2. Sei r beliebig. Gegebenenfalls nach einem linearen Koordinatenwechsel in R”™ und R"
kénnen wir annehmen, dass

o= (G0) - ) s

gilt. Definiere dann eine Abbildung

h:R™ — R™ x|—>(fl(x),...,fr(x),:rr+1,...,:rm) ,

fiir die Dhy = 1, folgt, dann ist h ein lokaler Diffeomorphismus in einer Umgebung von
0. Definiere dann fiir y = (y1,...,Yr, Yr+1, - - -, Ym) die Abbildung

F@)=foh @)= Wi, ¥ @1(¥), - Om—r(y))

mit Rang(Df,) = r fiir |y| klein. Fiir alle j > r und |y| klein gilt 8“"’( ) =0, also folgt

10



1.4 Immersionen, Submersionen und Einbettungen

fir 7 > r und |y| klein, d.h. f(y) héngt in einer Umgebung der Null nur von den ersten r
Koordinaten ab. Nun ist

(y17"'7y7’)’_>f~(y17'-'7y7‘707---70)

immersiv bei Null - also eine Immersion - und wir konnen den ersten Fall anwenden, um
einen Koordinatenwechsel im Tangentialraum zu vollziehen.

Damit ist der Satz bewiesen. O
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2 Vektorbiindel und Differentialgleichungen

Im zweiten Kapitel werden Vektorfelder genauer behandelt, wobei allerdings auch hier gewis-
se Grundkenntnisse vorausgesetzt werden. Der Flufs eines Vektorfeldes als richtungsinduzierte
Transformation der Punkte des Grundraums nutzt einige Elemente der Theorie gewohnlicher
Differentialgleichungen. Aufserdem wird durch die Lie-Klammer ein Produkt von Vektorfeldern
eingefiihrt, welches zugleich ein Spezialfall der Lie-Ableitung ist.

2.1 Tangentialbiindel

Definition 19: Sei M eine glatte n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Als Menge betrachetet de-
finieren wir das Tangentialbiindel als

TM = | {p} x T,M
peEM

zusammen mit einer Projektion 7 : T'M —» M.

Fiir eine beliebige Karte (¢, U,U ") fiir M um p € M ist die zugehorige Tangentialabbildung
Top,: T,M — T,;mU "= R"™ ein Isomorphismus. Dann kommutiert mit der Biindel-Projektion
m:TM —» M das folgende Diagramm:

T (U)o U x R
\ O pry
U

Bemerkung: Das Tangentialbiindel T M hat eine eindeutige Struktur als glatte Mannigfaltig-
keit der Dimension 2n, sodass die Projektion 7 stetig ist und jede Karte @ ein Diffeomorphis-
mus:

SeilJ, Vo = X eine Uberdeckung. Wenn V,, N V3 offen in V,, ist und die Unterraumtopologien
von V, und Vj tibereinstimmen, dann existiert eine eindeutige Topologie auf X, sodass V, — X
eine offene Einbettung fiir alle « ist.

2.2 Vektorfelder

Definition 20: FEine glattes Vektorfeld auf M ist ein glatter Schnitt des Tangentialbiindels,
d.h. eine glatte Abbildung X : M — T M, sodass m o X = Idy, gilt.

Ubung: Man zeige, dass in R” jedes Vektorfeld die Form X = > a;0; mit glatten Funktionen
a; : R — R hat.

12



2.3 Klammern von Vektorfeldern

2.3 Klammern von Vektorfeldern

Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit und X(M) := {glatte Vektorfelder auf M }. Wir werden nun
eine R-lineare Abbildung

L] X(M) x X(M) — X(M)

definieren. Zuerst sei €>°(M) := {glatte Funktionen M — R} = I'(T'M) definiert. Zwei glatte
Vektorfelder X,Y € X(U) auf der offenen Teilmenge U C R™ lassen sich lokal durch

X=>ad wmd Y=Y b
i J

mit a;,b; : U — R darstellen. Fiir f € C*°(U) ist dann Y f : U — R durch (Y f)(p) = T f,(Y})
definiert, wobei man T',)R = R beachte. Dann gelten

XY= aidi(b;osf) =Y ai(@ib; - 0;f +b;0:0;f)  und

i,J i,J
YXf= Z bi(aiaj . ajf + ajal-@jf)
1,3

sodass wir fiir die Differenz dieser beiden Grofien somit erhalten:

0
(XY -YX)f = Z Z(aiaibj — b;0;a;)0; f + Z Z (aibj(0:0; — 0;0;)) f .
j ot i g

Damit treten keine zweiten partiellen Ableitungen oder &hnliches auf, sodass [X, Y] die lokale
Form eines Vektorfelds auf U C R™ hat, also haben wir gezeigt:

Lemma 21: Zu zwei Vektorfeldern X,Y € X(U) dber U C M offen existiert ein eindeutiges
Vektorfeld [X,Y] € X(U), sodass (XY =Y X)f = [X,Y]|f fir alle f € C(U) gilt, genauer also

[X, Y] = Z(az&bj — bi&-aj)ﬁj .
2%

Satz 22: Sind X,Y € X(M) zwei Vektorfelder auf ganz M (man beachte den Unterschied M
zu U im vorigen Lemma), dann ezistiert genau ein Vektorfeld [X,Y] € X(M), sodass (XY —
YX)f =[X,Y]f fir alle f € C*(M) gilt.

Das so definierte Produkt bezeichnet man auch als Lie-Klammer, Produkt-Klammer oder
Kommutator.

Beweis. Wir zeigen nur die Eindeutigkeit. Dazu verwende man eine glatte Stufen-Funktion
f R — R, welche in den Randbereichen

o= {0 258

erfiillt. Fiigt man diese Funktionen passend zusammen, so iibertragen sich die eindeutigen lo-
kalen Strukturen in eine globale Klammer, die eindeutig ist. O

Wir kénnen die Proposition auf auf einem anderen Weg beweisen:

13



2 Vektorbiindel und Differentialgleichungen

Definition 23: Eine C*°(M )-Derivation ist eine R-lineare Abbildung 6 : C*°(M) — C>(M),
sodass die Leibniz-Regel 6(f - g) = §(f)g + fo(g) fur alle f,g € C°(M) gilt.

Man priife dann, dass XY —Y X eine Derivation von C*°(U) fiir jede offene Teilmenge U C M
ist. Folglich ist dann f — [(XY —YX)f](p) eine Derivation in &,(M), also XY — Y X ein
Vektorfeld. Dies liefert den zweiten Weg, die Lie-Klammer zu definieren.

Definition 24: FEine reelle Lie-Algebra ist ein reeller Vektorraum A zusammen mit einer
R-linearen Abbildung [.,.]: A x A — A, sodass gilt:

1. Schief-Symmetrie: [X,Y] = —[Y, X]
2. Jacobi-Identitdt: [[X, Y},Z] + [[Y, Z],X] + [[Z, X],Y] =0 fiir alle X,Y, Z € A.

Beispiel: Die Menge der glatten Vektorfelder X(M ) zusammen mit der definierten Lie-Klammer
ist eine Lie-Algebra unendlicher Dimension.

2.4 Integralkurven

Wo treten Vektorfelder in der Physik auf? Betrachten wir (wie in der Abbildung) eine Fliissig-
keit, die eine Oberfliche entlangfliest. Der Weg eines Teilchens entlang dieses Flusses ist dann

4

Definition 25: Sei X € X(M) ein Vektorfeld. Ein Weg r : ]a,b] — M heift Integralkurve
von X wenn 7'(t) = X, fiir alle ¢ € ]a, b[ gilt.

Um den Begriff zu veranschaulichen und den Formalismus zu sehen, betrachten wir einige
konkrete Beispiele.

Beispiel: e Sei M = R? und Xay) = —yc% + xa% ein Vektorfeld. Dann sind die zugeho-
rigen Integralkurven von der Form r(t) = zel fiir = € C = R2. Die beiden partiellen
Ableitungen sind dabei als Basisvektoren zu interpretieren, d.h. es gilt

0

_ 9 _ / Y e’
prea) =y wd S -a = e ().

e Sei M =R und X, = f(t)% das Vektorfeld, dann ist r : Ja,b[ — R eine Integralkurve zu
f genau dann, wenn

(*) t
Y = X = F0F = 10 = 1O =10+ [ f

wobei man an der mit (x) gekennzeichneten Stelle beachte, das % als Basisvektor zu
verstehen ist.
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2.5 Maximaler lokaler Fluss

Satz 26 (Existenz von Integralkurven): Fir jeden Punktp € M gibt es ein a > 0 und eine
Integralkurve r : |—a,a[ — M mit r(0) = p zum glatten Vektorfeld X € X(M).

Satz 27 (Eindeutigkeit von Integralkurven): Sind ri,rs : |—a,b[ — M mit a,b > 0 zwei
Integralkurven zu demselben Vektorfeld X € X(M) und ist r1(0) = r2(0), dann gilt r1 = ro.

Korollar 28: Fir jeden Punkt p € M existiert eine eindeutige mazximale (d.h. gréfites Defini-
tionsintervall) Integralkurve oy, : | —ap, by — M mit ap, b, > 0 mit a,(0) = p.

Beweis. Siehe [Lan95| Kapitel IV §1. O

2.5 Maximaler lokaler Fluss

Wir betrachten nun, wie sich die Integralkurven unmittelbar benachbarter Punkte verhalten,
d.h. den Verlauf mehrerer Integralkurven. Aus der Existenz eindeutiger maximaler Integralkur-
ven zum Vektorfeld X € X(M) folgt unmittelbar:

Satz 29: Sei A = Jyepr]—ap, by X {p} C R x M das Produkt der maximalen Definitionsin-
tervalle von Integralkurven durch die Punkte von M. Dann gilt:

1. ACRx M ist offen und {0} x M C A.

2. Der maximale lokale Fluss o : A — M mit (t,p) — a,(t) ist glatt, wir notieren ihn
durch py(p) = ¢(t,p) = ap(1).

Korollar 30: 1. Es gilt oo = 1d, also vo(p) = a,(0) = p fir alle p € M.

2. Die Abbildung s — pspi(p) mit t,p fest ist im Definitionsgebiet eine Integralkurve zu X.
Insbesondere gilt pspi(p) = ws+t(p), da die Abbildungen fir s = 0 tibereinstimmen.

3. Ist M kompakt, dann existiert ein € > 0 mit [—¢,e] x M C A. Nach dem zweiten Punkt
gilt dann A =R x M, d.h. wir erhalten einen sogenannten globalen Fluss.

Beweis. Die ersten beiden Aussagen sind trivial. Zum letzten Punkt: Ist r : |—a,b] — M
eine Integralkurve und b — ¢ < ¢ < b, dann kann die Integralkurve auf |—a, b + €[ ausgedehnt
werden, da ¢.r nach 2. wieder eine Integralkurve ist. So lasst sich schrittweise die Integralkurve
vergrofern, bis der Definitionsbereich ganz R ist. O

Definition 31: Ein Vektorfeld X € X (M) heifst komplett, wenn es einen zugehorigen globalen
Fluss ¢ : R x M — M besitzt.

Insbesondere ist bei einem kompletten Vektorfeld ¢;(.) : R — Diff (M) ein Gruppen-Homo-
morphismus. Suchen wir nun nach einem nicht kompletten Vektorfeld.

Beispiel: Betrachte M = ]0,00[ und X = %, wir mochten also, dass fiir die Ableitung der
Integralkurve r'(t) = X, = % = 1 gilt, wobei man T, ;)R = R mit % — 1 beriicksichtige.
Mit +'(t) € TR = R folgt r(t) = t + C. Die Integralkurve ist aber nicht komplett, da diese

Abbildung nur auf |—C, 00| x M, nicht aber auf R x M, definiert ist.
Ubung: Welches der folgenden Vektorfelder ist komplett?
L. M=Rund X; = 1z &

2. M =R xRund X(,,) = 2 +

8=

o
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2 Vektorbiindel und Differentialgleichungen

2.6 Geometrische Beschreibung, Interpretation der Klammern

Lemma 32: Seien X,Y € X(M) zwei Vektorfelder und ¢ der lokale Fluss von X. Dann gilt
fur jeden Punkt p € M

XY} =lm [ - (Ter),] = 4

dt (TSOt(Y))

0 p

Mannigfaltigkeit M

Bemerkung: Wie in der Abbildung angedeutet wird durch die Zuordnung t (Tgot(Y))p €
T,M eine ,Kurve® im Tangentialraum T, M beschrieben. Man beachte dabei, dass diese Deriva-
tion fiir einen Funktionskeim f € £,(M) durch (T(pt(Y))pf = (Tot)(Yo_,p) =Y (fowr)
gegeben ist.

Auflerdem sei an dieser Stelle noch einmal die Funktorialitit von Vektorfeldern angemerkt.
Sei f: M =5 N ein Diffeomorphismus zwischen zwei Mannigfaltigkeiten und X € X(M) ein
glattes Vektorfeld. Dann erhalten wir ein induziertes Vektorfeld f.X € X(N), dass durch
die Gleichung

(f*X)f(p) = Tfp(Xp)

definiert ist. Dieses ist genau das Vektorfeld, welches das Diagramm

p—t(p)

Tf

TM TN
XD © ﬁf*x - fX=TfoXof!
M N

kommutativ macht. Man beachte also, dass das induzierte Biindel punktweise fiir ¢ € N durch

(f*X)q = TfOX o f_l(Q) = Tff—l(q)(Xf—l(q)) = (Tf(X))f—l(q) = (Tf(X))q

gegeben ist. Im konkreten Fall ist dann f = ¢, und wegen der Fluss-Eigenschaft ¢, V= o, gilt
dann (Tor(X)), = T(e1)p_, () (X))

Beweis. Fiir f € €°°(M) definiere 1(t,p) := f o p1(p) auf A C R x M, dem Gebiet des lokalen
Flusses. Dann gilt 9¢(p)

A

1
B(tp) = $(0,p) + t /0 (st p) ds .
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2.6 Geometrische Beschreibung, Interpretation der Klammern

also folgt f oy = f+ tg, mit g.(p) = g(t,p) = fol O (st, p) ds, wobei insbesondere gy = X f
gilt. Unter Verwendung der Kettenregel folgt dann

(Toe(Y)), f =Y (fot)o i) = (Y Dsir) + Y 98) i) »

wobei man ¢ als Konstante auffasse. Dabeli ist ¢ — ¢;(p) die maximale Integralkurve zu X mit
¢o(p) = p, aukerdem gilt Lth(t) = h(t) + th'(t), also gilt %‘Oth(t) = h(0). Insbesondere gilt
dann

dt

d d
(Teu(Y)),f = dt‘ Y Doy + | Voo +1 5| Ve i)
0 0 0

0
——
=-XYf(p) + (Ygo)p 0
nach Definition. Schlieflich erhalten wir also
d
7| (Te(Y),f = =XY f(p) + (Ygo)p = =XV f(p) + Y X (p)
0
und damit ist die Aussage gezeigt. O

Man bezeichnet dabei —% ‘0 (T(pt(Y))p als Lie-Ableitung, die kurz durch LxY notiert wird.
Man hat also zwei Bezeichnungen fiir das gleiche Objekt, allerdings ist die Lie-Ableitung eine
allgemeinere Konstruktion, die man auch fiir Tensoren definieren kann (dies wird spéter auf
Seite [36| geschehen). Die Lie-Klammer dagegen ist nur fiir Vektor-Felder definiert.

Die Lie-Klammer bzw. -Ableitung liefert uns eine wichtige Information dariiber, wie gut die
Integralkurven von Vektorfeldern zusammenpassen. Dies wird im néchsten Satz bewiesen. In der
Abbildung ist die Hintereinanderschaltung der Integralkurven bzw. Fliisse zweier Vektorfelder
als Kurve 7(t) graphisch dargestellt.

©_s 0ty 0 pg(p) Yy 0 s(p)

Yy op_gothops(p) =(t)
©s(p)

p

Fassen wir noch einmal kurz zusammen: Wenn X,Y € X(M) zwei Vektorfelder auf M sind
und ¢ ein lokaler Fluss zu X, dann beschreibt der Fluss eine Integralkurve durch p. Entlang
dieser Kurve gilt im Tangentialraunl]

t— (Tsot)(Yap_t(p)) S TpM s

und das Ableiten dieses Terms bei ¢ = 0 liefert dann die Lie-Klammer —[X, Y],

Wenn der Fluss ¢ global ist, etwa fiir kompakte Mannigfaltigkeiten M, dann ist ¢y : M — M
sogar ein Diffeomorphismus. Die vorige Abbildung transformiert also die Tangentialvektoren in
Y {iber die Tangentialabbildung dieses Diffeomorphismus .

IFiir weitere Erlduterungen siehe Kapitel V in |[Lan95], wo die Definition eines induzierten Biindels ausfiihrlicher
behandelt wird.
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2 Vektorbiindel und Differentialgleichungen

Satz 33: Es seien X, Y € X(M) zwei komplette Vektorfelder und ¢ bzw. ¢ die zugehorigen
globalen Fliisse. Fir s,t € R liefern die Flisse zwei einparametrige Diffeomorphismen @s bzw.
Y von M. Dann sind die folgenden beiden Aussagen dquivalent:

1. Fir die Lie-Klammer gilt [X,Y] = 0.
2. Die Fliisse kommutieren gemdf$ psip = s fiir alle s,t € R.

Beweis. o ,2. = 1. Unter Verwendung der Fluss-Differentialgleichung %gpt(p) = Xy, (p) und
der Kettenregel der Differentiation gilt

P )

) = Ty o D1 ) = (T(X))

d d
X = — s = — s
Ve (p) ds‘oso vn(p) ds ds 090

und da ¥, : M =4 M ein Diffeomorphismus ist, bekommt man dasselbe Vektorfeld. Kurz gesagt

ist X also invariant unter der Diffeomorphismen-Gruppe ;. Verwenden wir dies dann in der
Gleichheit

X inv. unter ¢

——
(Tye(X))

d
X, Y], =4 -4
g 0 P dtO

X, =0
dt P

so verschwindet die Lie-Klammer, da X, wegen der Invarianz nicht mehr von ¢ abhéngt.
e 1. = 2. Die Lie-Klammer der beiden Vektorfelder verschwinde, dann folgt

% . (T@S(Y))p = % O(TQOSO+S(Y))I) = % O(T%O o TSOS(Y))p
= T(pso o % O(T@S(Y))p = T(pso (—[_X'7 Y]p) = TSOSO (0) =0 ,

wobei dieses fiir alle sy gilt. Folglich ist dann die Abbildung s — (Tgos (Y))p eine Konstante und
damit insbesondere unabhéngig von s. Werten wir bei s = 0 aus, so erhalten wir wegen g = Id
dann T'(Id), = Id, und damit 0 — Y, fiir die Abbildung. Das Vektorfeld Y ist damit invariant
unter ;.

Nun zeigen wir die Gleichheit psirp_s(p) = 1y (p) der Integralkurve, die fiir alle p gelten
soll. Dazu differenzieren wir einfach beide Seiten und betrachten die Ableitungen, nach dem
Eindeutigkeitssatz fiir Integralkurven miissen beide Seiten dann iibereinstimmen. Fiir die linke
Seite gilt

d d
51 750ep=s(p) = Tos 2 i (p-5(P) = TosYo )
da v der Fluss zu Y ist. Nach Definition ist a genau dann eine Integralkurve zu Y, wenn
o (t) = Yo ) filr alle ¢ gilt. Fiir das obere a(t) gilt dabei ¢t _s(p), und wegen der Invarianz von
Y unter dem Fluss ¢, folgt dann

TosYpo o) = Youtroo(v) »
also ist Yshrp_s geméah t — pshrp_s(p) eine Integralkurve von Y, fiir die insbesondere

0= psIde_s(p) =p

gilt. Nach dem Eindeutigkeitssatz fiir Integralkurven gilt dann g5 = 1, und damit haben
wir den Satz bewiesen. O
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2.6 Geometrische Beschreibung, Interpretation der Klammern

Sei nun X ein Vektorfeld auf M und f : M — N eine glatte Abbildung. Dann bekommen
wir im allgemeinen Fall durch T'f(X) kein Vektorfeld auf N, denn es kann bei einer nicht
injektive Abbildung f(x) = f(y) fiir # # y gelten, sodass f~! nicht eindeutig ist, und wir zwei
inkonsistente Moglichkeiten erhalten.

Lemma 34: Seien M und M zwei glatte Mannigfaltigkeiten und f : M —s M eine glatte Abbil-

dung zwischen diesen. Weiter seien dann X und Y zwei Vektorfelder auf M sowie entsprechend
X undY Vektorfelder auf M, sodass

TF(Xp) = Xs(p) und  Tf(Y,) =Yy

gilt. Sind dann @ bzw. ¢ die lokalen Flisse von X bzw. X, so gelten die folgenden Aussagen:

1. Im Definitionsbereich gilt f o py = @ro f, d.h. f bildet Integralkurven von X in Integral-
kurven von X ab.

m—
@JJ O J{Wﬁ
M 7 M

2. Es gilt TF[X,Y], = [X,Y] ;-

Beweis. Die erste Aussage folgt unmittelbar aus der Eindeutigkeit von Integralkurven. Der
Beweis der zweiten Aussage erfolgt durch

-~ d d -
TIX, Y, =Tf|——| T, =——|T 5 )(Y) =
FRTY =15 (] 7)) = =] 100 200) == | 70 N
_ T TfY)= d T (Y =[X,Y
T . proTf(Y) T dt 0( o1 ( ))f(p) = XY
wir verwenden also die Beziehung zur Lie-Ableitung aus Proposition ]
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3 Lie-Gruppen und Faserbiindel

Das Verstéandnis von Lie-Gruppen ist ein wichtiger Baustein der Differentialgeometrie. Im We-
sentlichen sind wir dabei an sogenannten Vektorfeldern auf Gruppen interessiert, aufserdem wird
die Exponentialabbildung von Lie-Algebra nach Lie-Gruppe sowie unterschiedliche Darstellun-
gen eingefithrt. Die Wirkung von Lie-Gruppen auf Mannigfaltigkeiten wird uns zum Begriff
des Hauptfaserbiindels fithren, dessen Eigenschaften wir genau studieren. Zuletzt werden zuge-
ordnete Biindel und Rahmenbiindel eingefiihrt, und wir zeigen einen Zusammenhang zwischen
Hauptfaser- und Vektorbiindeln.

3.1 Lie-Gruppen und links-invariante Vektorfelder

Definition 35: Eine Lie-Gruppe G ist eine glatte Mannigfaltigkeit G mit einer Gruppen-
struktur, sodass die beiden Gruppenoperationen (bzw. kiirzer formuliert

GxG—G (g,h) — gh™!
als kombinierte Inversion und Multiplikation) glatt sind.

Definition 36: Fiir ein g € G definiere dann /¢, : G =, G durch h — gh als die linksseitige
Multiplikation mit dem Gruppenelement g. Ein Vektorfeld X auf der Lie-Gruppe G heifst links-
invariant wenn

T(gg)Xh - Xgh

fir alle g, h € G gilt. Fiir h = e mit e als Einselement folgt damit insbesondere X, = T'(¢,) Xe.

Bemerkung: Man beachte, dass es eine Bijektion zwischen der Menge der links-invarianten
Vektorfelder auf der Lie-Gruppe G und dem Tangentialraum am Einselement gibt, die durch

{links—invariante Vektorfelder auf G } <bl> T.G X=X,

gegeben ist. Aufserdem folgt aus der Links-Invarianz zweier Vektorfelder X und'Y durch Lemma
direkt, dass auch die Lie-Klammer [X,Y] links-invariant ist.

Definition 37: Die Menge g := LieG := T.G der Tangentialvektoren am Einselement e zu-
sammen mit der Lie-Klammer bildet die Lie-Algebra von G.
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3.2 Exponential-Abbildung

Die vorige Definition ist wohldefiniert, denn nach der vorigen Bemerkung entsprechen zwei
Vektoren X, Y € T.G links-invarianten Vektorfeldern, fiir die dann die Lie-Klammer [X, Y] de-
finiert ist, welche wiederum ein links-invariantes Vektorfeld liefert, dass wiederum einem Vektor
in T.G = g entspricht. So erhalten wir die Lie-Klammer [.,.] : g x g — g.

Lemma 38: Jedes links-invariante Vektorfeld ist komplett.

Beweisidee: Wenn « : |—¢, e[ — G mit a(0) = e eine Integralkurve eines links-invarianten Vek-
torfelds X ist, dann ist ga ebenfalls eine Integralkurve von X. Folglich kann jede Integralkurve
B :l]a,b] — G von X zu einer Integralkurve auf Ja — §,b + 5[ — G erweitert werden.

3.2 Exponential-Abbildung

Sei X ein links-invariantes Vektorfeld und ¢; der zugehorige Fluss. Dann kommutiert

L
G — G
. d
<Pti O J{w wegen Tg)Xp =Xgn <= o lyopi(h) = gl oo ly(h)
b = e 0 0
Kg

fir alle g € G und t € R, d.h. es gilt gpi(h) = ¢i(gh). Auferdem folgt dann insbesondere

os(e) - pi(e) = pi(ps(e) - €) = i (psle)) = psrele) ,

d.h. die Abbildung «, : R — G mit ¢t — ¢4(e) ist ein Gruppen-Homomorphismus, wobei
v = X, entspricht.

Definition 39: Wir nennen exp : g — G mit v — «,(1) die Exponentialabbildung.
Lemma 40: Die Exponentialabbildung exp ist glatt und es gilt T'(exp)o = Id.

Beweis. Fiir die Glattheit definiere ein glattes Vektorfeld Y auf g x G durch

Yivg) = (07T<€9)”) )

dessen Fluss wir mit ¢; bezeichnen, dann gilt exp(v) = ¢1(v, €). Um die Tangentialabbildung bei
Null zu bestimmen, sei ein Lie-Algebra-Element v € g gewéhlt. Der Fluss des zugehorigen links-
invarianten Vektorfelds mit X, = v sei ¢;. Dann gilt mit der Kettenregel also ist T'(exp)o = Id.
An der Stelle (x) wird die Skalierungseigenschaft a,(t) = (1) genutzt, die sich aus X; =
T(ly)(tXe) =tT(ly)Xe = tX, ergibt.

Fiir die Tangentialabbildung am Nullpunkt betrachte man das kommutative Diagramm

T(exp)o d d
Tog I.G T(explo(v) = Tlexplo o | (t0) = 5| exp(to)
%l O def J p 0 p 0 (3.0)
****** =2 a2 2 aut) = 5| gile) = Xe =,
g d > dt|, dt|, dt|,
dann ist die Proposition bewiesen. ]
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3 Lie-Gruppen und Faserbiindel

Lemma 41: Zwischen der Lie-Algebra der Gruppe G und der Menge der glatten Gruppen-
Homomorphismen R — G ezistiert eine Bijektion
{glatte Gruppen-Homomorphismen o : R — G} Sy g a ' (0) .

Beweis. Die Surjektivitdt dieser Abbildung haben wir bereits gezeigt, man konstruiere fiir ein
v € g das Vektorfeld des vorigen Beweises, aus dem zugehorigen Fluss ergibt sich wie zu Anfang
des Abschnitts dann o : R — G.

Fiir die Injektivitdt beachte man, dass jedes « eine Integralkurve von links- und rechts-
invarianten Vektorfeldern ist, die durch o/(0) € g festgelegt wird. Dabei ist r4(h) = hg die
Rechts-Multiplikation in Analogie zu ¢,. Es gilt dann

ra(to)oa(t)

, d d| —"7—— /
o(t0) = | alt+10) = | GD)alto) = T(rag)a’(0) .
0 0
und unter Verwendung der Eindeutigkeit von Integralkurven folgt die Aussage. O

3.3 Adjungierte Darstellung

Sei G eine Lie-Gruppe, dann definiere fiir ein Gruppenelement g € G die Abbildung ¢, : G — G
durch h +— ghg™', diese wird Adjugation genannt. Dann ist

Ad: G — Aut(g) g—T(cg)e

ein Gruppen-Homomorphismus, die adjungierte Darstellung der Gruppe. Die lineare Tan-
gentialabbildung davon liefert

ad := T(Ad), : g — Tia Aut(g) = Endg(g) ,

dies ist die Adjugation in der Lie-Algebra. Dies entspricht einer Darstellung der Lie-Algebra,
die Abbildung ad fiihrt also die gleiche Operation auf der Darstellung der Lie-Algebra g aus,
die Ad in der Darstellung der Gruppe G bewirkt.

Lemma 42: Fir die Adjugation der Lie-Algebra gilt ad(v) - w = [v,w] fir alle v,w € g.

Beweis. Seien v,w € g = T, G zwei Elemente der Lie-Algebra, d.h. zwei Derivationen der Form
€e(G) — R. Fiir einen Funktionskeim f € &.(G) gilt dann

(Ad(g)u) f = (T(ey)ew)f = w(F o) = | Flge™g™).

0
wobei focg(h) = f(ghg™') ist. Fiir eine Funktion F(t1,t2) in zwei Variablen gilt nun allgemein
mit der Kettenregel

d oF oF

—| F(t,t) = =—(0,0) + —(0,0) .

G| FO0 =500+ 0.0

Beachten wir, dass die Integralkurve ¢ + e € G bei t = 0 den Tangentialvektor v € T,G = g
hat, so folgt nun

d d| d
— A tv _ 2| = tv _sw  —tv
(v = G| (Adle)s = | T} s(eere™)
— i i tv sw i i sw ,—tv
= Gslyar), T G| ST
_ d d tv sw _i i sw tvy o _
= G| G| petem) = ) G ree) = g - wnf = ol
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3.4 Matrix-Lie-Gruppen

also erhalten wir das gewiinschte ad(v)w = [v, w]. O

Beispiel: Sei G = R" die betrachtete Lie-Gruppe mit der Addition. Die zugehérige Lie-Algebra
ist g = ToR™ = R"™. Ein links-invariantes Vektorfeld auf G ldsst sich dann durch

X = Zaz&

fiir Konstanten a; € R darstellen. Die Integralkurven zu diesem Vektorfeld sind affin-lineare
Abbildungen t — at + b mit b € R"™ und es gilt exp(v) = v.

3.4 Matrix-Lie-Gruppen

Beispiel: Sei G = GLgr(n) mit der zugehdrigen Lie-Algebra g = glg(n) = Mg(n). Fiir eine
Matrix A € M(n) liefert Xp = BA ein entsprechendes links-invariantes Vektorfeld auf G. Fiir
die Exponentialfunktion von Matrizen gilt hier

1 d
et = — A" und —et = At = et A |
n! dt

n=0

wobei fiir die betrachteten Matrizengruppen exp(tA) = et fiir alle t € R gilt. Die Lie-Klammer
bzw. die Adjungierte in der Lie-Algebra ldsst sich dann formulieren als

d
ad(4)B = [4,B] = - eBe7' = AB - BA .
0

Ubung: Sei G eine zusammenhingende Lie-Gruppe, man zeige dann die Aquivalenz der
folgenden drei Aussagen:

1. Die Lie-Gruppe G ist abelsch.
2. Fiir die Lie-Klammer gilt [v, w] = 0 fiir alle v, w € g.

3. Es gilt exp(v + w) = exp(v) exp(w) fiir alle v,w € g.

3.5 Wirkung von Lie-Gruppen auf Mannigfaltigkeiten

Definition 43: Sei GG eine Lie-Gruppe und P eine glatte Mannigfaltigkeit, dann ist bezeichnen
wir eine Abbildung G x P — P als glatte Wirkung.

Wir suchen im Folgenden nun nach Bedingungen, wann ein Quotientenraum P/G wieder eine
Mannigfaltigkeit ist.

Beispiel: Fiir ¢ € R definieren wir eine Wirkung von R auf dem Torus P = R?/7? = S' x S!
durch

t-(z,y) = (x+t,y+qt) firt,z,y € R,

dies liefert den Fluss eines Vektorfelds auf R?/Z?. Wenn q rational ist, dann entspricht der
Quotient P/R = S'. Fiir q irrational dagegen hat P/R dagegen die indiskrete Topologie, denn
der Orbit jeden Punkts liegt dicht in P.
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3 Lie-Gruppen und Faserbiindel

Lemma 44: Sei G eine Lie-Gruppe, P eine glatte Mannigfaltigkeit und G x P — P eine
freieE] glatte Wirkung. Fir einen festen Punkt p € P definiere

Yv:G— P g—gp,
dann ist diese Abbildung v eine Immersion.

Beweis. Aufgrund der Kettenregel geniigt es zu zeigen, dass T injektiv ist, d.h. die Aussage
am Nullpunkt zu verifizieren. Sei dazu v € ker(Ty) C g gewéhlt, dann gilt

d
n exp(tov) exp(tv)p = exp(tov) - | exp(tv)p =0,

0 0
0 nach Wahl von v

d
exp(tv)p = 7

to

also ist exp(tv)p konstant in t. Da die Wirkung der Gruppe G frei ist, folgt dann exp(tv) = e
fiir alle ¢, also muss v = 0 sein. Damit gilt ker(Tg) = {0}, also ist T injektiv und damit v
eine Immersion. O

3.5.1 Hauptfaser-G-Biindel

Definition 45: Sei G eine (topologische) Gruppe, dann ist X zusammen mit einer rechtsoperie-
renden Wirkung X x G — X ein G-Raum. Analoges gilt auch fiir eine linksseitige Wirkung.
Operiert die Wirkung aufserdem frei auf X, so nennen wir X einen freien G-Raum.

Definition 46: Ein Biindel (E, 7, M) heift G-Biindel, wenn F ein G-Raum ist.

Definition 47: Sei G eine Lie-Gruppe. Ein glattes Hauptfaser- G-Biindel bzw. Prinzipal-
G-Biindel ist ein Quintupel (P, M, w,G,a), wobei P und M glatte Mannigfaltigkeiten sind,
7w : P —» M die glatte Bilindelprojektion und « : P x G — P eine freie, von rechts operierende
Wirkung, sodass fiir jeden Punkt p € M eine offene Umgebung U C M und ein Diffeomorphis-
mus f : 7 (U) — U x G, eine sogenannte lokale Trivialisierung, existieren, sodass zum
einen das Diagramm

kommutiert und die Funktion f = (, ¢) aufserdem G-aquivariant ist, d.h. es gilt die Gleichheit
f(zg) = (7(z), p(x)g) =: f(x)g fir alle z € 771 (U) und g € G.

Der Begriff ,yon rechts operierend“ in der vorigen Definition bedeutet analog zu ,von links
operierend allgemein p(g192) = p(g1)ge, im konkreten Fall fiihrt dies zu einem Anti-Homomor-
phismus G — Diff (M).

Effektiv kommt bei einem Hauptfaser-G-Biindel noch zusétzlich die Forderung nach einer frei
operierenden Wirkung hinzu. Um die Unterschiede zu verdeutlichen, sei X ein freier G-Raum,
dann definiere den Unterraum

X'::{(x,xs)EXXX:xGX,SGG}

'Die Wirkung einer Gruppe G x X — X heift frei wenn aus gr = x fiir alle z € X direkt g = e folgt, d.h.
nur das Einselement der Gruppe wirkt als Identitéit auf alle Punkte in X. Die Wirkung einer Gruppe heifst
transitiv, wenn es nur einen einzigen Orbit gibt, d.h. zwei beliebige Elemente x,y € X sind durch x = gy
miteinander verkniipft. Man beachte, dass eine freie Wirkung nicht automatisch transitiv ist.
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3.5 Wirkung von Lie-Gruppen auf Mannigfaltigkeiten

aller ineinander durch die Gruppenwirkung iibertragbaren Punkte von X. Dann kann auf diesem
Raum eine Translationsfunktion 7' : X — G definiert werden, sodass zT(z,2') = 2’ gilt.
Bei einem Haupt- G-Raum ist diese Funktion dann stetig, und entsprechend ist bei einem
Hauptfaser-G-Biindel (P, M, 7, G, «) der Totalraum P ein Haupt-G-Raum.

Definition 48: Sei G eine Lie-Gruppe und P eine Mannigfaltigkeit. Eine stetige, von rechts
operierende Wirkung P x G — P heiftt eigentlich, wenn fiir jede kompakte Teilmenge K C P
die Menge

Gk = {g € G : es existieren ki, ky € K mit kg = kiz}
kompakt in G ist.

An dieser Stelle sei daran erinnert, dass ein metrischer Raum genau dann kompakt ist, wenn er
folgenkompakt ist. Auflerdem ist jede Mannigfaltigkeit metrisierbar, da sie in einen normierten
Vektorraum eingebettet werden kann - dieser kann allerdings unendlich-dimensional sein.

Proposition 49 (Whitney-Hirsch-Einbettungssatz): Jede glatte n-dimensionale Mannig-
faltigkeit kann in R*™ eingebettet werden.

Satz 50: Sei G eine Lie-Gruppe und P eine Mannigfaltigkeit. Ist Px G — P eine glatte, freie,
eigentliche, von rechts operierende Wirkung, dann gelten die folgenden beiden FEigenschaften:

1. FEs existiert eine eindeutige Topologie und glatte Struktur auf M = P/G, sodass die kano-
nische Projektion m: P —» M eine submersive glatte Abbildung ist.

2. (P,M,QG) ist ein Hauptfaser-G-Biindel.

Bemerkung: e Fine Submersion ist immer eine offene Abbildung, da sie lokal einer Pro-
jektion entspricht (Satz vom konstanten Rang einer Abbildung) und Projektionen offene
Abbildungen sind.

e Ist f: M —» N eine surjektive Submersion, dann wird die glatte Struktur auf N bereits
von M und f bestimmt: Ist ¢ : N —> R eine Abbildung, dann ist q genau dann glatt,
wenn q o f glatt ist.

Beweis. 1. Zuerst zeigen wir, dass der Quotientenraum M = P/Q hausdorffsch ist. Seien
dazu p,q € P zwei Punkte, die wegen ¢ ¢ pG nicht in demselben Orbit liegen. Nehme
dann an, dass p,, g, € P und g, € G Folgen sind, sodass

Gn = PnYn und Pn =D, Gn—(q

fiir n — oo gilt. Da die Wirkung eigentlich ist, lisst sich eine Teilsequenz {gn, } jen finden,
sodass gp; fiir j — oo gegen g € G konvergiert. Dann gilt aber ¢ = pg, und dies gerade
nicht gelten, da p und ¢ nicht im gleichen Orbit liegen. Folglich existieren Umgebungen
U,V C P von p und ¢, sodass UNV G # () gilt, wobei VG die Vereinigung der Orbits aller
Punkte von V' bezeichnet.

2. Zum Beweis der lokalen Trivialitiat wéhle einen festen Punkt p € P und definiere

Yv:G— P g pg .
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3 Lie-Gruppen und Faserbiindel

55

In Lemma [44) haben wir gezeigt, dass ¢ eine Immersion ist, also existiert eine Unterman-
nigfaltigkeit S C P und ein p € S, sodass

T,P = im(T4.) & TS

gilt. Nach dem Satz der inversen Funktion existieren dann Umgebungen p € U C .S und
e € W C G, sodass die Abbildung

p:SxG—P  (q,9)~qg

die Menge U x W diffeomorph auf eine offene Teilmenge von P abbildet.
Behauptung: w|y : U — M ist eine offene Abbildung. offen

=~
Beweis: Ist A C U offen, dann ist auch AW C P offen. Insbesondere gilt AW C AWG,
wobei letzteres eine Vereinigung von offenen Mengen ist. Also ist 71 (W(A)) = AG genau
dann offen, wenn 7(A) C M offen ist, und M hat die Quotiententopologie.

Behauptung: Es existiert eine offene Umgebung V' C U von p, sodass die Einschriankung
mly : V. — M injektiv ist, d.h. insbesondere p : V x G — VG ist bijektiv.

Beweis: Wire dies nicht der Fall, dann gébe es Folgen p,,, ¢, € U und g, € G\ {e}, sodass
dhnlich wie im ersten Teil

Pndn = qn und Pn =D, qn—4q

fir n — oo gilt. Da die Menge K = {pn}nen U {qn}neny U {p} kompakt ist, kénnen wir
annehmen, dass eine entsprechende Teilmenge (gegebenenfalls nach Umbenennung der
Indizes) geméaf g, — g fiir n — oo konvergiert. Dann gilt

pg = lim =limg, =p,

Pngn

also gilt ¢ = e. Fiir n grok genug liegen dann die g, € W, und wegen der Injektivitét
von p folgt aus p,g, = gne dann p, = g, und g, = e, was aber nach der Vorraussetzung
gerade nicht der Fall sein soll.

Als offene injektive Abbildung ist 7|y ein Homéomorphismus auf sein Bild und damit M
eine topologische Mannigfaltigkeit. Ebenso ist i : V' x G — P ein lokaler Diffeomorphis-
mus, und deshalb y : V x G — VG ist ein Diffeomorphismus, also ist p lokal frei. Die
Familie aller solcher Karten {7y} bildet dann einen glatten Atlas fiir M, also kommutiert

V xG ~ Y (V)c P .

(V) c M

Damit haben wir gezeigt, dass P——M ein Hauptfaser-G-Biindel ist. O
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3.5 Wirkung von Lie-Gruppen auf Mannigfaltigkeiten

Korollar 51: Eine glatte, freie, von rechts operierende Wirkung P x G — P definiert ein
Hauptfaser-G-Biindel genau dann, wenn die Wirkung eigentlich ist.

Beweis. o ,=": Haben wir gerade ausfiihrlich bewiesen.

e < Sei K C P kompakt, dann gibt es fiir jedes g € G g nach Definition der Menge Elemente
k1, ke € K mit k1g = ko. Sei dann {g, }nen eine Folge in G, entsprechend existieren Folgen
{k!}en und {k2},en, sodass

ktgn = k2 fir allen € N

gilt. Da K kompakt ist, existieren konvergente Teilfolgen, sodass (nach Umbenennung der In-
dizes) k} — k' € K und k2 — k? € K konvergiert. Entsprechend gilt dann

lim klg, = lim k2 < k'g=4k*,
n—oo n—o0
also liegt g := lim,,_, o0 gn € G, da die erforderliche Bedingung fiir die Elemente dieser Menge

erfillt ist. O

Ubung: Sei G eine Lie-Gruppe und H C G eine abstrakte Untergruppe, d.h. H ist nur eine
Untergruppe von G, aber keine Untermannigfaltigkeit (und damit keine Unter-Lie-Gruppe).
Man zeige dann, dass die folgenden drei Aussagen dquivalent sind:

1. Die Untergruppe H ist abgeschlossen.
2. H ist eine Untermannigfaltigkeit.

3. Die Gruppe H wirkt eigentlich von rechts auf G.

3.5.2 Isotropie-Gruppe und Lie-Gruppen als Quotientenraume

Definition 52: Sei H C G eine abgeschlossene Untergruppe, dann wird der Quotientenraum
G/H als homogener Raum bezeichnet. Wenn H C G eine normale Untergruppeﬂ ist, dann
ist G/H eine Lie-Gruppe.

Proposition 53: Fir eine glatte, transitive, von links operierende Wirkung G x M — M und
einen Punkt p € M definiere die Isotropie- Gruppe als

staby,(G) :=Gp == {9 € G: gp=p},

dies ist eine abgeschlossene Untergruppe von G. Dann ist f : G/Gp — M mit gGp — gp ein
Diffeomorphismus.

Beweis. Definiere ¢ : G — M durch g — gp, sodass das folgende zugehorige Diagramm

N s

G/G,

2Eine normale Untergruppe H C G erfiillt die Ahnlichkeitstransformation gHg~ ' = H fiir alle g € G.
Normale Untergruppen werden auch als Normalteiler bezeichnet und manchmal durch H < G notiert.

27



3 Lie-Gruppen und Faserbiindel

kommutiert. Fiir ein v € g sei die Tangentialabbildung T'¢.(v) = 0, dann gilt exp(tv)p = p fiir
alle t € R, also liegt exp(tv) € G), fiir alle t. Folglich muss v € Lie G), = ker(T'm.) liegen, also
ist f immersiv bei [e] = eG) € G/Gp.

Da f zudem G-dquivariant ist (G wirkt auf G/G, von links) folgt, dass f eine Immersion ist
und damit eine Bijektion. Wenn dim G/G,, < dim M wiére, dann kénnte f nicht surjektiv sein,
also muss dim G/G), = dim M sein. Nach dem Satz von der inversen Funktion ist f dann ein
Diffeomorphismus. O

3.5.3 Beispiele fiir Quotienten-Lie-Gruppen

Beispiel: 1. Die Lie-Gruppe G = SO(n) wirkt transitiv auf die S~ fiir n > 1. Fiir den
Nordpol p = (0,...,0,1) € S*~1 dieser Sphiéire ist G, = SO(n — 1) die Isotropie-Gruppe,
also gilt nach dem letzten Satz

S"1 =50(n)/SO(n — 1) = O(n)/ O(n — 1) .

2. Analog wirkt die SU(n) transitiv auf S*"~! C C" fiir n > 2, sodass hier dann
§?=1 =SU(n)/SU(n —1) =U(n)/U(n —1)
gilt. Fiir n = 2 erhilt man wegen SU(1) = {1} insbesondere S® = SU(2).

3. Betrachten wir den komplexen projektiven Raum CP"~! = §2n=1/U(1) mit $?"~! c C".
An dieser Stelle sei bemerkt, dass kompakte Gruppen immer eigentlich wirken. Wir kénnen
CP™1 als Menge aller komplexen Linien (gewissermafien also Ebenen) in C" betrachte.
Die SU(n) wirkt fiir n > 2 dann transitiv auf CP"~! und es die Isotropie-Gruppe ist
durch U(n — 1) gegeben. Also erhalten wir

CP" ! =SU(n)/U(n —1)

fiir n > 2. Fiir den Spezialfall n = 2 folgt insbesondere CP* = SU(2)/U(1) = S3/81 = 52
Man bezeichnet die Sequenz S' — S* — S? dann als Hopf-Faserung.

4. Mit H := {a+ib+jc+kd : a,b,c,d € R} sei der Schief-Kérper der Quaternionen be-
zeichnet, wobei die drei imagindren Einheiten die Figenschaften

ij=—ji, jk=-%, ik=-ki und P?=j=k*=-1

erfiillen. Mit Hy := {h =a+bi+c¢j+dk € H:a =0} bezeichnen wir die Quaternionen
mit verschwindendem Realteil. Die komplexe Konjugation in H ist durch

a+bi+cj+dk=a—bi—c—dk

erkléart, wobei q1qz = qoq1 und qq = qq gelten, letzteres impliziert insbesondere, dass
qq immer reell ist. Die Lange eines Quaternions ist dann durch |q| := \/qq definiert,
insbesondere gilt |q1q2| = |q1] - |q2|. Durch

Sp(1) :={geH:|q| =1}

erhalten wir eine weitere Lie-Gruppe, welche die Menge der Einheitsquaternionen enthalt.
Deren zugehérige Lie-Algebra ist sp(1) := Lie Sp(1) = Hy. Weiter sei Ad,(v) = qug~! die
Adjugations-Abbildung, wobei insbesondere |qug™!| = |v| gilt, also ist

Ad : Sp(1) — SO(3)
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ein Gruppen-Homomorphismus mit ker Ad = {#i}. Man beachte dann, dass sich die
Multiplikation zweier Quaternionen als v,w € Hy als vw = —(v,w) + v X w darstellen
ldsst. Ist weiter eq, ea, e3 € Hy eine orthogonale Basis, dann nimmt fiir ¢ = cost +sint - e;
die Adjugation die explizite Form

1 0 0
Ad(g) = 0 cos2t —sin2t
0 sin2¢ cos2t

an, also ist Ad : Sp(1) — SO(3) surjektiv. Ad ist damit eine transitive Wirkung von
Sp(1) auf S? mit der Isotropie-Gruppe U(1), sodass insbesondere

S =Sp(1)/U(1)

folgt, dies liefert aukerdem eine weitere Beschreibung der Hopf-Faserung. Weiter wirkt
Sp(1) von links auf C?, dies liefert die Isomorphie Sp(1) — SU(2), welche fiir zwei kom-
plexe Zahlen a,b € CNSp(1) dann die Matrizendarstellung der Quaternionen gibt:

: a —b
a+bJ|—><b a) .

3.6 Zugeordnete Biindel

Sei P-“5M ein Hauptfaser-G-Biindel, F' eine glatte Mannigfaltigkeit und G x F — F eine
glatte Wirkung. Dann wirkt G' durch

(. f)-g:=(pg~",9f)

cigentlich auf Px F', also ist Px g F := (P x F)/G nach Satz[50]eine Mannigfaltigkeit, die zudem
durch P x¢ F—2M wieder ein neues Biindel liefert, wie wir sogleich zeigen. Ist U € M dann
offen und s : U — 77 1(U) =: P|y ein Schnitt im Biindel, so ist

UxF = WEI(U) (u, f) = [(s(u), f)]
ein Diffeomorphismus und damit eine lokale Trivialisierung von P xg F'.

Definition 54: Das aus P—— M neu entstandene Biindel P x¢ F—+M wird als zugeord-
netes Faserbiindel zu P und F' bezeichnet.

Beispiel: 1. Fiir ein triviales Hauptfaser-G-Biindel P = M x G und eine glatte Mannigfal-
tigkeit F' mit glatter Wirkung ist das zugeordnete Faserbiindel einfach

(MxGxF))G=MxF .

2. Betrachte das Hauptfaser-Z/2-Biindel S'—"-RP! ~ S! und den Zy-Raum F = [0, 1] als
neue Faser, deren Wirkung durch (£1)t = £t fiir t € F gegeben ist. Dann ist S* Xz/2 F
das Faserbiindel, dessen Totalraum dem MGébiusband entspricht. Effektiv verursacht man
durch die 7Z./2-Wirkung also einen ,/Twist* im Totalraum.
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3 Lie-Gruppen und Faserbiindel

St x [0,1] (St % [0,1])/Z,
(triviales Produkt-Biindel) (Mobiusband)

3. Sei P-ZsM ein Hauptfaser-G-Biindel und p : G — H ein glatter Gruppen-Homomor-
phismus, wobei H eine Lie-Gruppe sei. Die Gruppe G wirke geméfs g - h := p(g)h fiir alle
g € G und h € H von links auf H. Dann ist P xg H ein Hauptfaser-H-Biindel iiber M.
Wenn p dann surjektiv ist, wobei wir K := ker p bezeichnen, setze H := G/K.

P(<PXH
P/K T PxgH

\H'jquivém'y
M I

~ =
Der Quotientenraum P/K ist ein Hauptfaser-G /K -Biindel, wobei pK - gK = pgK gilt.
Also ist T ein Diffeomorphismus.

3.7 Vektorbiundel

Definition 55: Ein (glattes) komplexes Vektorbiindel vom Rang k ist ein Tripel (E, w, M),
wobei E und M zwei glatte Mannigfaltigkeiten mit einer glatten Biindelprojektion 7 : B —» M
sind, aufserdem hat jede Faser F, := 771 (p) die Struktur eines komplexen Vektorraums, sodass
es fiir jeden Punkt p € M eine offene Umgebung U von p gibt und einen Diffeomorphismus

¢:UxCFZ 7~ Y(U)

dessen Einschrinkung auf jede Faser einem linearen Isomorphismus {p} x C* = E, entspricht.
Fiir ein reelles Vektorbiindel gilt analoges, man ersetze C durch R in der vorigen Definition.

Beispiel: Das Tangentialbiindel T M einer n-dimensionalen glatten Mannigfaltigkeit ist das
klassische Beispiel eines Vektorbiindels vom Rang n.

3.8 Rahmen-Biindel

Definition 56: Sei E-—"+M ein komplexes Vektorbiindel vom Rang k. Weiter definieren ein
neues Biindel, dessen Fasern iiber dem Punkt p € M die Form

F(E), := {lineare Isomorphismen ck = E,}
haben, dann bildet der Totalraum

F(E) = (J{p} x F(E),

peM
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3.8 Rahmen-Biindel

zusammen mit der Biindelprojektion 7 : F/(E) —» M ein sogenanntes Rahmenbiindel, welches
alternativ auch mit Fr(F) bezeichnet wird.

Wir miissen noch zeigen, dass die obige Definition tatséchlich ein Biindel liefert. Ist dann
@ : U xCF = 771(U) eine lokale Trivialisierung des urspriinglichen Biindels F, dann erhalten
wir eine Bijektion

¢ :U x GLy(C) — 77 1(U) .

Wir versehen dann den Totalraum F'(E) mit der eindeutigen Topologie und glatten Struktur, die
sich aus der Forderung ergibt, dass die Biindelprojektion 7 stetig und jede der oben angegebenen
Karten ¢ ein Diffeomorphismus ist. Dann ist F'(F) ein Biindel mit der Faser GLi(C). Fiir
u € F(E), und g € GL;(C) ist durch

ck—2sck“sE
=" P Wirkung: F(E) x GLi(C) — F(E)

(u,9) — ug
ug

eine freie Wirkung beschrieben, also ist F'(E) ein freies GL;(C)-Biindel. Man priift leicht nach,
dass F(F) sogar ein Hauptfaser-GLj(C)-Biindel ist, durch das Konzept der Rahmen-Biindel
ordnen wir also jedem komplexen k-Vektorbiindel ein GL(C)-Biindel zu. Analoge Uberlegungen
lassen sich auch fiir reelle Vektorbiindel durchfiihren.

Bemerkung: Es gibt noch einen alternativen Weg, der zu dieser Konstruktion fiihrt: Dabei
beginnen wir mit einem Hauptfaser-GLy,(C)-Biindel P——+M. Dann ist E = P XL, (C) C* ein
komplexes Vektorbiindel vom Rang k.

Lemma 57: Auf beiden Konstruktions- Wegen findet sich eine Bijektion der Isomorphie-Klassen

Isomorphie-Klassen von Haupt- <bi> Isomorphie-Klassen von komplexen
faser-GLy(C)-Biindeln iber M Vektorbiindeln vom Rang k tiber M

Beweis. Ein Element von F(E), entspricht einem Isomorphismus C* = E,, also erhalten wir
zunéchst allgemein durch Einsetzung eine Abbildung

kp: F(E), x C* — E, (u,v) — u(v) ,
dies liefert eine Abbildung x : F(E) x C¥ — E geméif

F(EyxClr—L s F .

|

F(E) xgL,(c) CF

Sei nun P-"—M ein Hauptfaser-GL(C)-Biindel. Elemente der Faser P, iiber z € M liefern
lokale Trivialisierungen des zugeordneten Biindels P, X gy, (c) C* in der Form

¢ : P, — Iso(CF, P, X GL&(C) ck) u— (v [(u,0)]) .
—_——

komplexes
~Ck k-Vektorbiindel
A~ f_/\ﬁ
Da diese ¢ insbesondere GL(C)-dquivariant sind, folgt dann P — F(P X¢L, () ck). O
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4 AuBere Ableitung und Lie-Ableitung

4.1 AuRere Algebra

4.1.1 Alternierende k-Formen und die dulere Algebra

Definition 58: Seien V und W zwei reelle Vektorrdume. Eine beliebige multilineare Abbildung

f:Vx oo xV —W
fach
k-fac

fiir £ > 1 heifit alternierend, wenn fiir eine beliebige Permutation o € G, gilt:

f(va(l), .. ,vg(k)) =sign(o) - f(v,...,v) .

Definition 59: Sei f eine alternierende multilineare Abbildung, dann existiert eine eindeutige
lineare Abbildung f : A¥V — W, sodass nach der universellen Eigenschaft das Diagramm

VixooxvV— W
(’U17~..,vn)'—>vm O /f
A%

kommutiertE] wobei das Vektoren-Dachprodukt v A- - - Av,, unter der kanonischen Identifikation
V = A'V der einzelnen Vektoren zu verstehen ist (siehe nachfolgende Ausfiihrungen). Wir
nennen AV den Raum der alternierenden k-Formen auf V.

Wenn dann weiter der Vektorraum V die Dimension dimV =: n < oo hat und eq,...,e,
eine Basis ist, dann ist eine Basis fiir A¥V von der Form {ei N Nei bi<ii<. <ip<k und es gilt
dim APV = (Z) Fiir k = 0 definiere A°V := R, fiir & > n gilt A¥V = 0 (da notgedrungen zwei
Elemente linear abhéngig sind und deshalb das alternierende Produkt verschwindet). Auferdem
gilt fiir Dualrdume die Beziehung

o

indem wir fiir Funktionale ¢; € V* und Vektoren v; € V' die Eigenschaft

(1 A Ag)(v1,y ..., v,) = det (Soi(vj))i’jzl,...,k

fordern. Die Determinante det € A"V liefert als Prototyp einer alternierenden Multilinearform
daher die Dualisierung.

'Das verwendete Dach-Produkt bzw. duBere Produkt definiert fiir w € A"V und n € A*V eine (r+s)-Form
wAn €A™V, die in expliziter Form gegeben ist durch

WAL, . Upgs) = = —
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4.1 AuRere Algebra

Bemerkung: Man beachte, dass in einigen Werken ein zusétzlicher kombinatorischer Normie-
rungsfaktor % vor die obige Determinate gesetzt wird.

Die Multiplikation in der dufseren Algebra ist dann durch die bilineare Abbildung

AV x AV — ATy
((Ul/\"‘/\Uk:)7(vk+1/\"'/\Uk—i-l)) S 25 WANKICIVANY ¥ AVAN ) I RV ANEIRV AN )/ A

definiert. Sei nun A : V. — W eine lineare Abbildung zwischen zwei Vektorrdumen, dann
erhalten wir einen induzierten Algebra-Homomorphismus

Ay NV — AW VA Avg = Avp A N Avg

wobei A*V = @2, A*V eine graduierte reelle Algebra ist, die sogenannte dufere Algebra
von V.

4.1.2 Derivationen in graduierten Algebren

Definition 60: Fiir eine beliebige graduierte Algebra A, = @, Ay (beispielsweise die dukere
Algebra A, = A*V') bezeichnen wir eine lineare Abbildung D : A, — A, als e-Derivation fiir
e € 7Z/2 wenn diese die Bedingung

D(ab) = (Da)b+ (—=1)*"a - Db

fir a € A, und b € A, erfiillt. Eine 0-Derivation bezeichnen wir insbesondere als Derivation,
eine 1-Derivation ist eine sogenannte Schief-Derivation. Wenn D : A, — A, fiir alle r
gilt, dann bezeichnen wir D als vom graduierten Rang k.

Lemma 61: Sei D; eine c;-Derivation von Ay vom Grad k; fir j = 1,2, dann gelten die
folgenden beiden Aussagen:

1. Der Kommutator D1 Dy — Do D1 ist genau dann wieder eine e-Derivation, wenn € = €1+¢&9
und eo2k1 = e1ke =0 mod 2 gilt.

2. Der Antikommutator D1 Do+ Do Dy ist genau dann eine e-Derivation, wenn ¢ =0 mod 2
und €1,€9,k1, ke =1 mod 2 gilt.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch einfaches Einsetzen der Definition, d.h. fiir a € A, und b € A,
folgt D1Da(ab) = D1 ((D2a)b+ (—1)72"a(D2b)). Wendet man nun erneut die Definition an und
beachtet, dass Daa € A, 4, bzw. Dia € A, 1y, liegt, so folgt
(D1D2a)b + (—1)51T+51k2(D2a)(D1b) + (=1)72"(D1a)(D2b) + (—1)*"a(D1D2b)
— (DQDla)b + (_1)52r+52k1 (Dla)(ng) + (—1)EIT(DQCL)(D1b) + (—l)ara(Dngb)
0 wegen e1k2 =0 mod 2 0 wegen egk; =0 mod 2
= (D1Dya — DyDya)b + (—1)°*2(Dga)(Dyb) — (—1)°2F1(Dya)(Dab)
+ (—1)€Ta(D1D2b - Dngb)
= [(DIDQ — Dng)a}b + (—1)€Ta[(D1D2 — DQDl)b] s

also ist D1 D9 — DDy in der Tat eine e-Derivation. Vollig analog berechnet man auch den
anderen Fall. ]
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4 AuBere Ableitung und Lie-Ableitung

4.2 Kontraktionen und glatte Differentialformen

Lemma 62: Sei V ein reeller Vektorraum und ¢ € V* ein Funktional. Fir r > 1 ist dann

LoV X XV — ATV

r-fach
r
(V1,...,0p) Z(—l)l_lgp(vi) SO A AN Aoy
=1

eine alternierende Abbildung, wobei ,0;“ die Auslassung dieses Faktors im alternierenden Dach-
Produkt kennzeichnet.

Beweis. Seien v = (vy,...,v) € VF und w = (w1,...,w;) € Vi mit k + 2 + 1 = r zwei Sitze
von Vektoren und o = vy A--- Avg € AFV baw. @ = wy A --- Aw; € AV die entsprechenden
alternierenden Formen. Zusammen mit a,b € V' gilt dann
k
bo(D,a,0,0) =Y (1) o(v) o1 A AT A Avg Aa Ab A
i=1
+ (=) p(a) - 9 AbA D+ (=1 b)) -5 Aa D

l
+ Y (DR (w) B AGAb Awy A AT A Ay
i=1

= —1,(0,b,a,0) ,
unter Vertauschung von a <+ b. Die Aussage folgt also trivial durch explizites Einsetzen. O

Uber eine entsprechende Identifikation definiert L, eine lineare Abbildung v, : A"V — ATV
fiir > 1 in der duferen Algebra. Dabei definieren wir ¢, = 0 fiir A’V = R, wir erhalten also
einen Algebra-Homomorphismus ¢y, : A*V — A*V.

Proposition 63: Die Abbildung v, : A*V — A*V st eine Schief-Derivation vom Grad —1.

Beweis. Man betrachte die mittleren Zeilen des vorigen Beweises, dann gilt
k
_ i—1 ~
Lo(v, w) —Z(—l) (V) - vL A AN~ Aug Awp A -+ - Awg
i=1
l .
+ > (DM p(w) s or A Ao Awy A AT A Ay
i=1

k
= (Z(—l)i_lgo(vi)'Ul/\"'/\{f\i/\"'/\vk> Aw

=1

l
+ (—l)k’u A <Z(—1)i_1§0(wi) WL A AWEA A wl>
i=1
= 1,(0) Aw + (—1)Fv A 1, (w)

fiir v € V¥ und w € V!, es kann also (—1)* vor die Summe gezogen werden. O

Sei E ein reelles Vektorbiindel, dann sind sowohl das Dualbiindel E* als auch A*E neue
Vektorbiindel iiber M, welche die Fasern (E*), := (E,)* und (A*E), := A¥(E,) fir p € M
haben.
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4.2 Kontraktionen und glatte Differentialformen

Definition 64: Eine k-Form bzw. eine k-Differentialform auf M ist ein glatter Schnitt von
AF(T*M) = (A*TM)*. Mit Q¥(M) bezeichnen wir den Raum der glatten k-Formen auf M.

Fir M = R”™ lasst sich jede k-Form mit dem Dachprodukt und den iiblichen kartesischen
Koordinaten als Linearkombination in der Form

w = Z f’il,...,ik d':E’il JANCERIVAN dwlk = Z f] d:E[
I

1<i1<...<ip<n

darstellen, wobei dz1, . .., dz, gerade die Standardbasis von (R")* = (TR™)* = T*R" ist - diese

Basis ist insbesondere dual zu der Basis 8%1’ ceey % von TR™ = R". Mit

Qf (M) = é QF (M)
k=0

bezeichnen wir auferdem die Algebra der glatten Differentialformen.

Lemma 65: Sei D eine e-Deriwvation von Q*(M). Auflerdem sei ¢ € Q*(M) mit |y = 0 fiir
U C M offen. Dann ist (Dy)|y = 0, also ist jede Derivation eine lokale Operation.

Beweis. Fiir einen Punkt p € U wihle eine glatte Funktion 8 € C*°(M) mit 83y = 0 und
B =1 in einer Umgebung von p. Dann gilt

bei

0=D(BY)=DBAY+ DYy EL 0=DBA0+1-Dy = Dy,
also folgt (D)(p) = 0. O

Definition 66: Fiir ein glattes Vektorfeld X € X(M) und eine glatte k-Form w € QF(M) auf
M, also anders ausgedriickt X € I'(TM) und w € T'(A*(T*M)), nennen wir

txw € QLM
die Kontraktion von w beziiglich X, diese ist punktweise sinnvoll definiert.

Lemma 67: Sei V ein n-dimensionaler reeller Vektorraum. Fir w € A"(V*) = (A"V)* und
Vi, ..., 0p €V gilt dann (ty,w)(va, ..., vp) = w(vy A+ Avy).

Beweis. Wegen der Linearitdt der Abbildung geniigt es die Aussage auf den Basiselementen zu
zeigen. Sei eq,...,e, eine Basis von V und éy,...,¢é, die entsprechende duale Basis fiir V*,
sodass die Beziehung €;(e;) = d;; gilt. Seien dann weiter I = (i1,...,4,) und J = (ji1,...,Jr)
zwei Multiindizes mit 1 < i3 < ... <4 <nund 1 < j; < ... < j, < n, auberdem noch
I~ = (ig,...,4,), dann geniigt bereits
T
(e, €)(er=) =D (1) i, (ej)E5, A+ Nej A NEj (eiy, s €4,)
I=1
- - - 1 I=J
Ejy N+ NEj (€i,...,€,) =€ (er) = { 0 : I£J
fiir die Aussage. O

Korollar 68: In der Situation des vorigen Lemmas gilt 1, o t, = 0.
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4 AuBere Ableitung und Lie-Ableitung

Proposition 69: Die Kontraktion 1x : Q*(M) — Q*~Y(M) ist die eindeutige Schief-Derivation
vom graduterten Grad —1, welche die folgenden drei Figenschaften erfillt:

1. Es gilt ux(f) = 0 fiir alle glatten Funktionen f € C®°(M) = Q°(M).
2. Es gilt 1x(w) = w(X) fiir alle 1-Formen w € QY(M).
3. Es gilt L OlLx = 0.

Beweis. Die Eindeutigkeit ergibt sich aus dem vorigen Lemma, nach dem es geniigt die Aussage
fir Differentialformen im R"™ zu zeigen, welche in der Form w = ), fr dxy geschrieben werden
kénnen. Die Funktionen f; werden dabei von der ersten Eigenschaft bestimmt, wahrend die 1-
Formen dx; von der zweiten Eigenschaft festgelegt werden. Die Derivations-Produktregel liefert
dann, wie alle hoheren Differentialformenn zu behandeln sind. Die dritte Eigenschaft ist im
vorigen Korollar bereits gezeigt, also folgt die Eindeutigkeit. O

4.3 AuRere Ableitung

Satz 70: Die Abbildung d : Q*(M) — Q*T1(M) ist die eindeutige Schief-Derivation vom Grad
+1, genannt duflere Ableitung, welche die folgenden beiden Eigenschaften erfillt sind:

1. Es gilt df = Tf fiir alle glatten Funktionen f € C°(M) = Q°(M).
2. Esistdod =0.

Die Eindeutigkeit ergibt sich dabei analog zur vorigen Proposition bzw. aus dem Lemma. Fiir
M =R" und eine r-Form w € Q"(R™) = I'(A"(R")*), die wir als Abbildung w : R” — A"(R")*
auffassen, gilt

0

dw = Z dx; N\ O;w mit 0;

Proposition 71: Sei f : M — N eine glatte Abbildung zwischen Mannigfaltigkeiten und
w € Q*(N). Dann gilt die Natiirlichkeit f*dw = df*w der duferen Ableitung.

4.4 Lie-Ableitung

4.4.1 Die Lie-Ableitung als Verallgemeinerung der Lie-Klammer

Definition 72: Sei M eine glatte Mannigfaltigkeit, w € Q*(M) und X € X(M) ein glattes
Vektorfeld mit dem lokalen Fluss ¢;. Dann definieren wir

d *
(Lxw)p = 2| (@1),
0 ~——
HKurve in
A*(T;M)

als die Lie-Ableitung von w beziiglich des Vektorfelds X. Man beachte, dass fiir w € QF(M)
auch die Lie-Ableitung Lyw € Q¥(M) liegt.

36



4.4 Lie-Ableitung

Diese Lie-Ableitung ist die bereits auf Seite erwahnte Verallgemeinerung auf Tensoren.
Man beachte, dass fiir Funktionen f € Q°(M) = €>°(M) die Lie-Ableitung wegen

d
(Lxf)p= dt (i flp = =7 O(f ot)p =T foup) © dt .
= Tfp( p) = pr

der Richtungsableitung durch das Vektorfeld entspricht. Eine 1-Form kénnen wir als duales Ob-
jekt zu einem Vektorfeld auffassen. Lokal gilt dann fiir das Pullback im R™ beziiglich kartesischer
Koordinaten

piw = ¢ (Z fi d:m) =D _¢ilfidw) = (fiown) ) 6((923)1- dy; |

i J

Sot(p) = chpt(p) (Xp) o

und dies lésst sich mit —(T¢;(Y")) identifizieren, also erhalten wir wieder das bereits bekannte
Resultat. Im Folgenden werden wir nun weitere Eigenschaften der Lie-Ableitung kennenlernen.

Proposition 73: Die Lie-Ableitung Lx : Q*(M) O ist eine Derivation vom Grad 0 und ver-
tauscht mit der dufSeren Ableitung d.

Beweis. 1. Um zu sehen, dass die Lie-Ableitung Lx tatsichlich eine Derivation ist, betrachte

Lx(wAn)= i

(eitonm) =5
L)) A i) + i) A (Lot
(dt . dt

d (piw) | An+wA d
dt|, 7" K dt

der Beweis erfolgt also unter Verwendung der Produktregel der Differentiation und der
Definition der Lie-Ableitung.

0((@2‘00) A (©Fn))

0

<so:n>) — (Lyxw) Awn + w1 A (Lx7)

2. Fir die Kommutationseigenschaft Ly o d = d o Lx betrachte man, dass [Ly,d] eine
Schief-Derivation vom Grad 1 ist. Es reicht wegen dem ersten Teil (also der Derivations-
Eigenschaft) zu zeigen, dass [Lx,d] auf Funktionen f und auf 1-Formen df fiir alle f €
C>*°(M) verschwindet. Um [Lx,d] = 0 zu zeigen, konnen wir deshalb annehmen, dass
M = R"™ gilt, sodass wir

WZZfIdJII
T

schreiben kénnen. An einem Punkt p € R™ gilt fir Lx (df) explizit

%(s@’{(df))p P2l (e 1), = (07 0 20),
(Z o2, fopr) da:z> ( 88 3875 (fowr) dmi>
= (Lx(df)), = . 81&‘0 o @)y dwy = (d(Lx [)),
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4 AuBere Ableitung und Lie-Ableitung

also kommutiert Lx mit d fiir Funktionen. Fiir Differentialformen df betrachte dann
(Lxd)(df) = Lx(d*f) =0  und  (dLx)(df) =ddLxf =0,

dann folgt die Aussage [Lx,d] = 0 fiir Funktion f und 1-Formen df.
Also ist die Lie-Ableitung Lx : Q*(M) © eine Derivation vom Grad 0, die sich natiirlich
beziiglich der dufseren Ableitung verhalt. O

4.4.2 Eigenschaften der Lie-Ableitung

Proposition 74: Jede Derivation D von Q*(M) vom Grad 0, die mit der duferen Ableitung d
kommutiert, ist gleich der Lie-Ableitung Lx fir ein glattes Vektorfeld X € X(M).

Beweis. Als Derivation von Q*(M) ist D insbesondere eine Derivation von € (M) = Q°(M),
also existiert ein X € X(M) mit D(f) = Xf = Lxf fir alle f € C°(M), fiir Funktionen
stimmt die Aussage bereits.

Definiere dann die Differenz D’ := D — Lx. Um D’ = 0 zu zeigen, nehmen wir M = R" an,
sodass wir eine Differentialformen wieder als

w=>Y_ fidz;
darstellen konnen. Da D’ mit d fiir Funktionen vertauscht, gilt fiir die 1-Form lokal
D/ (Z fl dacz> = Z D/(fl dxz) = Z D,(fz) dxi + fZD/(dJ:‘Z)

= (D(f;) — Lx(f)) dai + fi(D(x;) — Lx(z;)) =0,
—_— —— ——

——
iiber die Derivationseigenschaft ist die Aussage damit offensichtlich. O

Proposition 75: Fir ein glattes Vektorfeld X € X(M) ist Lx =douwx +ixod: Q" (M) ©O.

Beweis. Die rechte Seite der Gleichung ist eine Derivation vom Grad 0, welche offensichtlich
mit der dufleren Ableitung d vertauscht. Nach der vorigen Proposition gilt dann

dotx +itxod= Ly
fiir ein passendes Vektorfeld Y € X(M). Dann gilt fiir alle f € C*(M) aber
Yf:Lyf: (dobx—i-ond)f:L)(odf:df(X) =Xf

also folgt X = Y. Damit ist die Kommutator-Darstellung Lx = [d,tx] : Q*(M) O der Lie-
Ableitung bewiesen. O

Proposition 76: Fiir jede glatte 1-Form ¢ € QY(M) und X,Y € X(M) erhalten wir

dp(X,Y) = X ¢(Y) =Y ¢(X) —¢([X,Y]) € C*(M) .
—_ =
€= (M)  €e=(M)
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4.4 Lie-Ableitung

Beweis. Durch eine einfache explizite Rechnung

Xo(Y) = Lxo(Y) = (Lxd)(Y) + ¢(LxY) = ((dotx +tx 0 d)g)(Y) + ¢([X,Y])
= (d(tx9)) (V) + (ex(d9)) (V) + ([X, Y]) = Y$(X) + dp(X,Y) + $([X,Y]) .
B(X)

erhalten wir bereits die Aussage durch entsprechendes Umstellen. O
Proposition 77: Es gilt [Lx,ty] = txy] fiir zwei glatte Vektorfelder X,Y € X(M).

Beweis. Es ist klar, dass [Lx,ty] : Q*(M) — Q*~}(M) eine Schief-Derivation vom Grad —1
ist. Wie {iblich miissen nur zeigen, dass die Aussage fiir Funktionen und 1-Formen gilt, und fiir
eine Funktion f € C®°(M) = QO(M) folgt direkt [Ly,ty]f =0 = vx,y]f- Sei dann ¢ € Q' (M)
eine 1-Form, dann verwenden wir Ly (¢(Y)) = (Lx¢)(Y) + ¢(LxY) = (Lx¢)(Y) + ¢([X,Y])
und erhalten mit
[Lx,iv]e = Lx (1v(¢)) — (Lxd) = Lx (6(Y)) + o([X,Y]) — (Lx¢)(Y)
= o([X,Y]) = yxy)9

die Aussage. O
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5 Grundelemente der Differentialgeometrie

5.1 Unterbiindel und horizontale Distributionen

Definition 78: Sei E — M ein Vektorbiindel. Ein Unterbiindel von F¥ vom Rang k ist eine
Untermannigfaltigkeit F' C FE, sodass fiir alle p € M eine offene Umgebung U C M von p sowie
lokale Trivialisierungen

¢:Ely —UxR"
des Ausgangsbiindels existieren, sodass ¢ durch Einschrankung auf den Unterbiindel-Totalraum

einen Diffeomorphismus F|y — U x (R¥ x {0}) induziert.

|
- - | - |
|

: . ‘ Faser von F C F
¢
Sy
by \

\ M

J
>\_/ Faser von F

1
!
J
s
s

Definition 79: Eine k-dimensionale Distribution auf einer Mannigfaltigkeit P ist ein Un-
terbiindel A C TP vom Rang k. A heift involutiv wenn fiir zwei Schnitte X,Y € I'(A4) die
Lie-Klammer dieser Vektorfelder auf P ebenfalls [X,Y] € T'(A) liegt.

Definition 80: Wenn 7 : P — M eine Submersion ist, dann heiftt eine Distribution A in
P horizontal beziiglich 7w, wenn die Einschriankung der Tangentialabbildung 7w, fiir jeden
Punkt u € P einen linearen Isomorphismus A, = TryM liefert. Dann gilt T,P = A, &V,
mit V;, := Ty, (7! (p)) und p := 7(u), wobei V,, gerade der Vertikalteil beziiglich 7 ist.

7 (p)
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5.2 Der Satz von Frobenius

Definition 81: Ist X € X(M) ein glattes Vektorfeld auf M, dann sei X# € X(P) der hori-
zontale Lift von X, wobei wir mit der Notation m, := T'm dann die Definitionsgleichung

m X = Xow)
fiir X# erhalten.

Jedem Vektor v € T, M wird also ein beziiglich 7 horizontaler Vektor v# € A, fiir u € 7(p)
zugeordnet. Mit diesem Werkzeug kehren wir zum urspriinglichen Problem zurtick.

LTI I |

: / ub— ./, :/// """"""

| /f_ ________ ) PRE -~ . T

L TPER S T
LTI - 7 7' j"/?'f’:;" o —';_' ,
PcCR? l” lﬁ

M C R?

5.2 Der Satz von Frobenius

Satz 82 (Frobenius): Eine k-dimensionale Distribution A auf einer Mannigfaltigkeit P ist
genau dann involutiv, wenn fir jeden Punkt p € P eine offene Umgebung U C P und ein
Diffeomorphismus ¢ : U — R™ existiert, sodass

0«(Ap) =R* x {0} CR".

Den Beweis des Satzes unterteilen wir in mehrere Schritte, die wir im Folgenden einzeln
durchgehen.

Beispiel: Sei P = R?, dann ist Ay = Ra% € T(I,y)]R2 ein Beispiel fiir eine eindimensionale
Distribution. Wegen T(zvy)RQ >~ R? liegt A R(1,0) C R2.

Ty)
Lemma 83: Sei P =R x R" und A, = R* x {0}, dann ist A involutiv.
Beweis. Fir X € I'(A) und Y € I'(A) lassen sich die beiden Vektorfelder als
L0 Lo
X:Zfia—xi und Y_;gjamj (5.1)

=1 j=
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5 Grundelemente der Differentialgeometrie

darstellen. In diesem Spezialfall gilt dann fiir die Lie-Klammer

0
Z fl <gj Ox; ) 99 9 Ox; <fz 89%)

B o o of o o 0
Zf@ +fzgfa 0w, Yiow 0m 915, o,

892 afi\ 0 0
_ — b
ZZ (fj ]axj 6.%1 ; 181,7:
fiir ein h;, also ist A involutiv. Im allgemeinen Fall gilt zunéchst einmal

[fX,Y]g=(fX)Yg— Y(fX)g = fIX,Y]g—-YfXg,
N——
Y(f-X9)=Y[fXg+fYXg

also folgt [fX,Y] = f[X,Y] = (Y /)X und [X,gY] =g[X, Y]+ (Xg)Y. O

Das vorige Lemma beweist die Riickrichtung des Frobenius-Theorems. Um die andere Impli-
kation zu zeigen, verwenden wir die Begriffe des vorigen Abschnitts.

Beweis der zweiten Frobenius-Implikation. Wir kénnen P = RF x R™ annehmen und auRerdem,
dass die k-dimensionale Distribution A horizontal ist beziiglich der Projektion

pry : RF x R" — R" |

wobei A nach Vorraussetzung involutiv ist. Die Vektorfelder X,Y € I'(A) kénnen wir dann als
horizontale Lifts interpretieren, sodass @# die Basiselemente sind. Selen dann 4,01(5 " die lokalen
Fliisse zu den Koordinatenachsen 8 Da A involutiv ist, muss [81 ,8J ] horizontal sein und
aufserdem

. [0F o

i 7] ]( 7y):[8i’8j]y:0

gelten, denn nach der Deﬁnit)ion von horizontal folgt [81# ) 8J#] = 0, also vertauschen die Koor-

dinaten-Fliisse gemafs gogl) gogj = gogj )apgl).

Dann gibt es Umgebung U € R¥ von 0 € R¥ und V € R"™ von 0 € R”, sodass

FrUXV—=RF xR (z,y) = ) o 00l (0,y)
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5.3 Kriimmung horizontaler Distributionen

fir x = (z1,...,2,) und y = (y1,...,yn) wohldefiniert ist. Wir benétigen diese Umgebungen
da die Vektorfelder nicht unbedingt komplett sein miissen, d.h. der Fluss ist ebenfalls nicht
unbedingt global. Betrachten wir dann die partiellen Ableitungen von f, dann gilt

o 8
_ (OIS (k)
o (BY) = (‘le O P (O’y)>
o) ;o) (k) _ (o
al'l < O Px; O O‘sz (O’y) - (a'b )90(11)0 O(pgj”o opgk)((),y) ‘

Folglich ist f(-,y) eine Immersion und f(U,y) tangential zu A. Fiir f(0,y) = (0,y) gilt

0 0

also ist f ein lokaler Diffeomorphismus in einer Umgebung von 0, und damit ist dieses f das ¢
aus dem Satz von Frobenius. O

Beispiel: Sei o € QY(R") = T'((A'TM)*) = T(T*M) eine glatte 1-Form mit oy, # 0 fiir alle
p € R". Der Kern von « ist eine (n — 1)-dimensionale Distribution in R", es stellt sich die
Frage, wann ker o involutiv ist. Seien dazu X,Y € T'(ker ) zwei Vektorfelder, dann gilt fiir das
Differential

do(X,)Y)=XaY)-Y a(X) —a([X,Y]) = —a([X,Y]) .

Dann ist ker « involutiv genau dann, wenn do|yer o = 0 gilt, d.h. genau dann, wenn o A dov = 0
ist. Lokal kénnen wir dabei annehmen, dass o = dx ist.

Definition 84: Fiir den Spezialfall n = 3 bezeichnen wir ker a als Kontakt-Struktur auf R3,
wenn tiberall a A da # 0 gilt.

5.3 Kriimmung horizontaler Distributionen

Sei m : P — M eine Submersion und A eine horizontale Distribution in P, aufierdem seien
X,Y € X(M) zwei glatte Vektorfelder. Dann definieren wir das glatte Vektorfeld

F(X,Y):=[X, Y] — [X¥ Y#] € X(P),

das insbesondere . F(X,Y), = m[X, Y] — [mX#, m.Y#], = [X,Y]r) — (X, Y]p() = 0 fiir
alle u € P erfiillt, also ist F(X,Y") ein vertikales Vektorfeld.

Lemma 85: Fiir eine glatte Funktion f € C°(M) und zwei glatte Vektorfelder X,Y € X(M)
gilt F(fX,Y) = f#F(X,Y), wobei f# := for ist.

Beweis. Unter Verwendung von [fX,Y] = f[X,Y] — (Y f)X folgt durch explizite Berechnung

= fEIX, Y] — (YH)#X? — fFIXH Y#] 4 (Y f#) X7
= fAIX, Y - 7 X* Y#) = P F(XY)

d.h. F(X,Y) ist ,horizontal-natiirlich” beziiglich glatter Abbildungen. O
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5 Grundelemente der Differentialgeometrie

Lemma 86: Fiir glatte Vektorfelder XY € X(M) hingt F(X,Y ), nur von den Werten von
Xﬂ(u) und Yw(u) ab.

Beweis. Wir kdnnen M = R" annehmen, sodass X =3, a;0; und Y = >, b;0; gilt, dann folgt

FXY)=> o7 [0F,07] = [af b ][0F . 07]

1 07] AR v 07
1<J

wobei der erste Faktor [af, bfé] nur von den Werten a;(u) und bj(u) abhéngt. O

Definition 87: Die schiefsymmetrische bilineare Abbildung Ty M X TryM — Vi, wobei
letzteres V,, der vertikale Tangentialraum von P bei u ist, die durch F definiert, heifft Kriim-
mung der Distribution A bei u.

Lemma 88: Die Distribution A ist genau dann involutiv, wenn F = 0 ist.

Beweis. o .= Sei A involutiv und X,Y € X(M), dann ist F(X,Y") gleichzeitig horizontal und
vertikal, verschwindet also.

o < Sei F = 0, aukerdem nehmen wir M = R" an. Jedes horizontale Vektorfeld X € X(P)
hat die Form X =), ai(‘)z-# flir Funktionen a; : P — R. Auflerdem haben wir die Identitat

(0,0, 0,07 ] = a;b; [0, 07 + cdf + do}

wie durch eine explizite Berechnung direkt folgt. Aus & = 0 folgt dann [81# , 8J#] = [0;,0;]7, also

ist unter Verwendung obiger Gleichung [X, Y] € X(M) horizontal, und damit ist A involutiv. [

5.4 Zusammenhange und kovariante Ableitung

Sei E — M ein komplexes Vektorbiindel. Fiir einen gegebenen Schnitt s € I'(E) und Tangen-
tialvektor v € T, M wollen wir nun eine Ableitung ,,V,s“€ E, definieren, d.h. eine Ableitung
von s beziiglich des Vektors v.

Beispiel: Versuchen wir zuerst, was auf M = R passiert, wenn wir als Ableitung den Grenzwert

gig(l);(S(p +q) — s(p))

zwei verschiedene Vektorraume

3(1?{\ ,/
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5.4 Zusammenhange und kovariante Ableitung

verwenden. Wie in der Abbildung gut zu erkennen, besteht dann aber das Problem, dass die
Differenz s(p + q) — s(p) nicht definiert ist. Wir miissen also einen anderen Weg gehen.

Uberlegen wir uns die Lésung zunéchst entlang einer glatten Kurve ~ : [0,1] — M. Wenn
wir dann einen gelifteten Punkt ug € E,, = 7 1(pg) iiber pg = v(0) auswéhlen, so erhalten
wir eine eindeutige, glatte, geliftete Kurve v# : [0,1] — E, die expliziten Ausfiihrungen zur
Existenz und Eindeutigkeit sind in [KN63] Kapitel II §3 zu finden. Durch u; = % (1) € E,,
sei aulserdem der geliftete Endpunkt der Kurve bezeichnet.

Indem wir dann den gelifteten Startpunkt ug € E,, variieren, erhalten wir durch den sich
entsprechend &dndernden Endpunkt u; eine Abbildung E,, — E, der Fasern iiber Start-
und Endpunkt der Kurve, diese Abbildung nennen wir die Parallelverschiebung entlang der
Kurve . Wir werden dieses Prinzip nun durch die horizontale Liftung eines Vektorfelds (welches
Integralkurven und damit Parallelverschiebungen liefert) verallgemeinern.

geliftete
Kurve 7% (t)

Kurve ~(¢)

Sei P—"+ M ein Hauptfaser-G-Biindel und p : G — GL,(C) eine Darstellung der Gruppe.
Dann definieren wir F := P x¢C"™ als das zu P und C" zugeordnete Bilindel, wobei die Wirkung
von G auf C™ durch den Gruppen-Homomorphismus p bestimmt ist. Dann gibt es eine Bijektion

I'E) LN { G-iquivariante Abbildungen P — C"} s 5,

wobei G-Aquivariant in diesem Fall 5(ug) = ¢~ '5(u) fiir ¢ € G und u € P bedeutet. Insbesondere
ist ds wohldefiniert. Wir brauchen nun einen kanonischen Weg um Tangentialvektoren v &
Tr(uyM zu Tangentialvektoren v, € T, P zu liften.

Definition 89: Ein Zusammenhang in P ist eine G-invariante horizontale Distribution A
des Hauptfaser-G-Biindels P. Dabei bedeutet G-invariant, dass A,g = (rg)«A, fiir alle g € G
und v € P gilt.

Fiir einen Schnitt s € T'(F) und ein glattes Vektorfeld X € X(M) ist dann X#5 € X(P)
ein G-invariantes Vektorfeld, d.h. X#3 entspricht einem Schnitt Vs € T'(F), der manchmal
auch mit V‘)“(s bezeichnet wird. Diese Konstruktion ist punktweise sinnvoll, denn wir erhalten
Vs € B, fiir jeden Vektor v € T, M.

Definition 90: Die Zuordnung v — Vs ist ein Element von Hom(7, M, E) = Ty M ® E,, wir
bezeichnen dann

V:T(E) — T(T*M ®g E)

als die kovariante Ableitung.
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5 Grundelemente der Differentialgeometrie

Beispiel: Betrachten wir noch einmal die Situation entlang einer einzelnen Kurve 7 : [0,1] —
M. Wenn ~# der horizontale Lift nach P ist, dann erhalten wir fiir jedes fest gewéhlte v € C"
einen horizontalen Lift 5 := v#(t)v von ~y in das zugeordnete Biindel E = P xg C". Fiir einen
Schnitt s € T'(E) kénnen wir dann die kovariante Ableitung in Richtung 4 := %’y(t) € TyyM
durch

1L
Vies = lim |50 (s(324n)) = ()]

definieren, wobei ’yﬁh D Eyean) = E. ) die Parallelverschiebung der Faser entlang der Kurve
~ beschreibt.

Ist keine Kurve ~y vorgegeben, sondern nur eine Ableitungs-Richtung in Form eines Tangen-
tialvektors v € T,M, dann sei y : |—e,e[ — M eine beliebige Kurve um p mit o = v, sodass
wir

ol
Vs i= Vips = lim = |56 (s(3)) = ()]

erhalten. Dies liefert die kovariante Ableitung von s in Richtung v am Punkt p.
Unsere obige (allgemeinste) Definition der Ableitung von s in Richtung des Vektorfelds X €
X (M) erhalten dann durch punktweise Anwendung des vorigen, d.h.

(Vxs)(p) 1= Vi, = lim 1[5 (s()) — (0)] -

wobei 7 : |—e,e[ — M eine beliebige Kurve durch p mit 4y = X, ist. Da dies gerade die
(lokale) Charakterisierung einer Integralkurve ist, kénnen wir mit dem Fluss p; zum Vektorfeld
X daher auch

(Vxs)(p) = lim + [(#50) (5(on0)) ) — )

h—0 h

schreiben. Letzteres liefert eine recht einfach anzuwendende konkrete Beschreibung der kovari-
anten Ableitung des Schnitts s € I'(F) in Richtung X € X(M).

Dieses neue Differentialoperator V ist einerseits C-linear und erfiillt die verallgemeinerte
Produktregel

V(fs)=df @ s+ fVs

fir alle glatten Funktionen f € €>°(M) und Schnitte s € I'(E).

Definition 91: Fiir jedes (reelle oder komplexe) Vektorblindel E — M definieren wir
QF(M; E) =T (A*(T*"M) ® E)

als den Raum der glatten k-Formen auf M mit Werten im Biindel E.

Ein Element ¢ € QF(M; E) ordnet also jedem Punkt p € M eine alternierende multilineare
Abbildung

op  TpyM x - x T,M — E,

k-fach
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5.5 Zusammenhangs-Formen

zu. Nehmen wir nun noch einmal das zugeordnete Biindel £ = P x5 C", dann erhalten wir eine
Bijektion
@ € QF(P;C"), sodass Top = g~ fiir alle

bij. -
Qk(M7E)<i> g € G gilt und @(vy,...,vr) = 0, wenn o= P,
mindestens ein v; ein vertikaler Vektor ist

wobei die Richtung ¢ — ¢ wegen der Zerlegung T,,P = A, & V,, klar ist. Um umgekehrt von
einem ¢ zu ¢ zu gelangen beachte man, dass @(vy, ..., vg) nur von den horizontalen Tangential-
vektoren m, vy, ..., v abhéngt, d.h. @ ordnet den k glatten Vektorfeldern X7, ..., X € X(M)
eine G-aquivariante Abbildung P — C" zu, also einen Schnitt von E. Die kovariante Ableitung
ist also eine Abbildung der Form

V: Q' M;E) — QYM;E) .

I'(E) I(T*M®E)

5.5 Zusammenhangs-Formen

5.5.1 Zusammenhinge als Differentialformen

Definition 92: Jedes Element £ € g der Lie-Algebra zur Gruppe G definiert ein Vektorfeld &*
auf P, dass an einem Punkt v € P durch

d
&, = —| uexp(t§) € T,P
dt 0 ~——

cG

gegeben ist. Definiere eine vom Zusammenhang A in P abhiingige 1-Form w € Q'(P;g) durch
w|a, = 0 fir alle v und w(&) = &, dann gilt insbesondere A = kerw fiir den Zusammenhang.
Wir bezeichnen w als die Zusammenhangs-Form von A.

Bemerkung: Beziiglich eines Zusammenhang haben wir die bekannte Zerlegung T,,P = A,®V,
in Horizontal- und Vertikalteil des Tangentialraums. Die Rechtswirkung v : G — P mit g — ug
induziert iiber die Tangentialabbildung T, (1) : ¢ — Ay ® V), dann einen Isomorphismus

To(Yy) i 9 — Vi .
Jeder vertikale Vektor lasst sich also als &, fiir ein passendes £ € g darstellen.

Lemma 93: Es gilt ryw = Adg-1w fiir alle g € G und Zusammenhangs-Formen w.

Beweis. Die linke und rechte Seite dieser Identitdt haben den gleichen Kern, denn der Zusam-
menhang A ist G-invariant. Dann gilt mit der adjungierten Darstellung Ad : G — Aut(g)

. d _d
(rg)-€1 = | new(t€)g = 5

ugg~" exp(té)g = (Ady-1€),
0

sodass wir mit dieser Gleichheit
(r)(€2) = w((ry)e€2) = w ((Ady €)%, ) = Adyr & = Adyr w(€)

damit folgt dann die Aussage. O
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5 Grundelemente der Differentialgeometrie

Bezeichnen wir mit A(P) := {Zusammenhénge auf P}, dann erhalten wir eine Bijektion

bij. [1-Formen w € QY(P;g), die w(¢*) = ¢ fiir alle
AP) = {f € gund ryw = Adg-1(w) fiir alle g € G erfiillen | -

Sind wy und wsy zwei Zusammenhangs-Formen auf P, dann ist die Differenz wy —wy € Q1 (M;gp),
wobei das Biindel gp := P X g durch Anwendung der adjungierten Darstellung von G auf die
Lie-Algebra g entsteht. Die Menge der Zusammenhénge auf P hat folglich die Form

‘A(P):AO+Q1(MagP) R

die ist fiir jedes Ag € A(P) ein affiner Vektorraum. Aus diesem Grund werden Zusammenhénge
oft auch als affine Zusammenhinge bezeichnet.

Beispiel: 1. Betrachte das triviale Biindel P = M x G mit dem kanonischen Produkt-Zu-
sammenhang Ap,.q. Fiir den Tangentialraum eines kartesischen Produkts gilt allgemein

T(p’g)(M X G) = TpM &) TgG R
deshalb gilt A, 5y = Tp,M x {0} fiir den Produkt-Zusammenhang.

2. Sei nun M = R™ und P = R"™ x G, auerdem sei gp = R™ x g. Jeder Zusammenhang A

in P hat dann die Form

m
A= Aprod + decz X a;

i=1

fiir a; : R™ — g. Wie sieht der Differentialoperator V4 zu diesem Zusammenhang A

dann aus? Wir werden diese Frage allgemeiner in Proposition [95 beantworten.

5.5.2 Kovariante Ableitung zu Zusammenhingen

Betrachte nun die G-dquivariante Abbildung g®C"” — C". Wird die Gruppe G auf Vektorrau-
men V und W dargestellt, und ist S : V — W eine G-dquivariante lineare Abbildung, dann
ist

[dxS:PxV —PxW
ebenfalls G-dquivariant, und induziert daher einen Homomorphismus von Vektorbiindeln
Sy PxgV — PxgW [u,v] = [u, Sv] .

Beispiel: Sei p : G — GL,,(C) eine n-dimensionale Darstellung der Gruppe G, sodass diese
auf g ® C" durch g - (£ ® z) := Ady & ® p(g)z wirkt. Dann ist

gC" — C" ER 2z pi(§)z

eine G-aquivariante Abbildung, wobei p, := Tp. : ¢ — M,,(C) die zugehérige Darstellung der
Lie-Algebra ist. Dies wiederum induziert einen Vektorbiindel-Homomorphismus

gp®E:PXG(g®Cn)—>E:PXG(Cn.

Dies definiert ein Element im Vektorbiindel Hom(gp® E, F), also fiir alle p € M eine Abbildung
(gp)p ® Ep — Ep.
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5.5 Zusammenhangs-Formen

Lemma 94: Sei V' ein Vektorraum und 5 : P — V eine G-dquivariante Abbildung. Weiter sei
€ € g und&* € X(P) das zugehorige Vektorfeld, d.h. wir kénnen

d
§u =

2= | wep(t6)

0

darstellen. Dann gilt die Identitdt £*s = —£8.

Beweis. Der Beweis erfolgt durch einfaches Einsetzen und Ausrechnen geméfs

= d| . d _ _
(€8)(w) = 5| Suep(i€) = 2| Sp(-16) 5(u) = ~£5(u)
0 —— t 0 ~——"
geG g leG
damit erhalten wir bereits die Aussage. O

Um die Wichtigkeit dieses Lemmas zu verstehen, beachte man die Bemerkung von Seite [47]

Proposition 95: Sei V ein Vektorraum und E = P xXq V' das zugeordnete Biindel. Fir einen
Zusammenhang A € A(P) und eine glatte 1-Form a € Q(M;gp) hat die kovariante Ableitung
des glatten Schnitts s € T'(E) die Form

VAt () = VA(s) 4 as .
Ist weiter X € X(M) ein glattes Vektorfeld, dann gilt mit a(X) € T'(gp) konkret
VET(s) = V4 (s) + a(X)s .

Beweis. Sei A; := A und Ay := A + a, sowie X#J der horizontale Lift von X beziiglich des
Zusammenhangs (also der horizontalen Distribution) A;. Wie wir bereits wissen, gibt es eine
Bijektion

I'E) Ly { G-&quivariante Abbildungen P — V'} S5 .

Fiir V;j (s) € T'(E) erhalten wir nach Definition Vf(j (s) = X#75, dann folgt damit

(v - vA)(0) " = & x5 & —uy(x#2 — x#)s
~——
a vertikal

P

—_— 421/ —

o — o) (X#)(3) = a(X)5 = a(X)s ,
wobei an der Stelle (x) an g = V,, erinnert sei, dann kénnen wir das vorige Lemma anwenden.
Also gilt (V42 —V41)s = as, wobei w; die Zusammenhangsformen der A; sind und @ := wy —w;
sei. Damit ist die Aussage gezeigt. O

5.5.3 Zusammenhinge in Vektorbiindeln

Definition 96: Sei E eine beliebiges komplexes Vektorbiindel iiber M, dann ist ein Zusam-
menhang in E eine C-lineare Abbildung

V:I(E) —T(T*M ®g E) = Q'(M; E) ,

welche fiir alle glatten Funktionen f € €*°(M) und alle glatten Schnitte s € y(F) die verallge-
meinerte Produktregel erfiillt:

V(fs)=df @ s+ fV(s) .
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5 Grundelemente der Differentialgeometrie

Bemerkung: Man beachte, dass ein Zusammenhang in einem Vektorbiindel keine kovariante
Ableitung ist, auch wenn es zundchst so aussieht. Spéter in Satz werden wir aber eine
Beziehung zwischen Kriimmung, Zusammenhang und kovarianter Ableitung zeigen, welche die
Notation durch V rechtfertigt.

Lemma 97: Sei U C M eine offene Teilmenge und s € T'(E) ein Schnitt mit s|y = 0, dann
gilt auch (Vs)|y =0, d.h. die kovariante Ableitung ist eine lokale Operation.

Beweis. Der Beweis verlduft analog zu dem fiir Derivationen, wir wéhlen also wieder eine mas-
kierende Funktion

Bp) = 1 : peM\U
PI=% 0 p € V C U offene Umgebung ’

sodass s = s gilt. Mit der verallgemeinerten Produktregel V(8s) = df ® s + Vs folgt dann

am Punkt p
0 0

V(8s)(p) = dB(p) ® 5(p) + B()Vs = 0,

also ist die kovariante Ableitung ebenfalls eine lokale Operation. O

Lemma 98: Wenn V und V' zwei Zusammenhdinge in E sind und f € (M), dann gilt
(V' =V)fs=f(V' =V)s,
also ezistiert ein a € Q' (M;End(E)), sodass (V' — V)s = as fiir alle Schnitte s € T'(E) gilt.

Beweis. Wir konnen von einem trivialen Biindel £ = M x C™ ausgehen, weiter sei eq, ..., e,
die Basis von C". Zusammen mit Funktionen fi,..., fn, : M — C" gilt dann

(V’ - V) Z fiei = Z fl(V’ — V)ei = Z fiaei ,
und damit folgt die Aussage. O

Wir erhalten damit, dass die Menge der Zusammenhénge in E ebenfalls ein affiner Vektorraum
ist. Genauer formuliert gilt

A(E) := {Zusammenhénge in E} = vt 4 ! (M,End(E)) ,

denn wir konnen (entsprechend unserer Ausfithrungen von Seite das Vektorbiindel durch
E := P x¢g C" ausdriicken, indem wir P := Fr(F) und G := GL,(C) setzen. Damit erhalten wir
folglich:

Proposition 99: Wir erhalten eine Bijektion A(P) LN A(E) mit A — VA zwischen dem
affinen Vektorraum der Zusammenhdnge im Hauptfaserbindel P — M und dem affinen Vek-
torraum der Zusammenhdnge in komplexen Vektorbiindel E.
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5.6 Kriimmung

5.6 Kriimmung

5.6.1 Kriimmung von Zusammenhangen

Sei A ein Zusammenhang in P —"= M und w € Q!(P;g) eine Zusammenhangs-Form auf P
mit A := kerw. Fiir zwei Vektorfelder X,Y € X(M) ist dann die Abbildung

wFX,)Y)):P—g
eine G-dquivariante Abbildung, d.h. sie definiert einen Schnitt in gp.

Definition 100: Da das beziiglich 7 vertikale Vektorfeld F(X,Y), = [X,Y]* — [X#,Y#] nur
von X ) und Y, abhingt, definiert die Zuordnung (X,Y) w(i}"(X ,Y)) definiert eine
glatte 2-Form F = Fy € Q%(M;gp). Dann heikt F die Kriimmung des Hauptfaserbiindel-
Zusammenhangs A.

Definition 101: e Ein Zusammenhang A in P heifdt trivial, wenn es einen G-aquivarianten
Diffeomorphismus P — M x G gibt, welcher A in den kanonischen Produkt-Zusammenhang
Aproa in M x G abbildet.

e Der Zusammenhang A heiftt lokal trivial wenn jeder Punkt p € M eine offene Umgebung
U hat, sodass Ay trivial ist.

e Wir nennen A flach wenn seine Kriimmung F'4 = 0 ist.
Satz 102: Der Zusammenhang A ist genau dann lokal trivial, wenn Faq = 0 gilt.

Beweis. o ,=*: Siehe den Beweis des Frobenius-Theorems. (Lemma 88 + Frobenius)
o <= Gilt F4 = 0, dann hat nach dem Satz von Frobenius jeder Punkt p € M eine offene
Umgebung U, sodass ein horizontaler Schnitt s € I'(P \ U) existiert. Die Abbildung

UxG— P\U (u,9)— s(u)g

ibertrdgt dann den kanonischen Produkt-Zusammenhang A,,q nach A. ]

5.6.2 Der Raum der horizontalen vektorwertigen Differentialformen

Betrachte ein Hauptfaser-G-Biindel P —"= M und eine n-dimensionale Darstellung p : G —
GL,(C). Dann erhalten wir ein Vektorbiindel E := P x¢g C". Jedes u € P definiert dann mit
x := m(u) eine Abbildung
(u,2) e PxC"
u:C" = E, z > [u, 2] geméafs < >
[u,2] € (P xC")/G=—=P xgC"

AuRerdem ist QF(P;C") = { G-iquivariante horizontale ¢ € Q¥(P;C™)}, wobei in diesem Fall
G-dquivariant ryo = g '@ gemifs

= -1
TuP x - XTUPLC"L>CTL

k-fach

meint und horizontal, dass @(w1, ..., wx) = 0 ist, wenn mindestens einer der Tangentialvektoren
wi, ..., w, € T, P vertikal ist.
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5 Grundelemente der Differentialgeometrie

Proposition 103: Es gibt einen Vektorraum-Isomorphismus R : QF(M; E) = Qk(P;C™),
sodass das Diagramm

k-fach
Rp)u
TP x - x TP —%) cr
W*l O u~l
T, M x - x TyM —2* E,

k-fach
kommutiert, und bei T, P gilt Rp = v~ lom,.

Beweis. 1. Die Tatsache, dass Ry horizontal ist, sicht man wegen 7, direkt.
2. Weiter gilt auf 7, P dann wegen der G-Invarianz m(ug) = 7(u) der Projektion

roRo = Rpo(rg)s = u o mi(ry)s = Ry .
———

T

3. Um zu zeigen, dass R eine Bijektion ist, reicht es zu zeigen, dass dies fiir P|y auf einer
kleinen offenen Menge U C M gilt. Sei o0 € I'(P) ein Schnitt, dann definieren wir eine
Abbildung S : QF(P;C") — QF(M; E), wobei wir fiir jede G-aquivariante horizontale
k-Form v € QF(P;C") dann fordern, dass die Abbildung S das Diagramm

k-fach v
Tg(m)P X oo X Tg(x)P 7(®) cn
U*T 0) ~ | o(z)=u ~ (SY)s = 0(2)Yg(2) 04
T™Mx---xT,M —F,
(SY)a
k-fach

kommutativ macht, dies ist wohldefiniert. Den restlichen Beweisteil unterteilen wir nun
noch einmal:

e Behauptung: RS = Id. Sei 1) € QF(P;CF), es reicht die Aussage fiir einen Punkt in
jeder Faser zu zeigen. Auf Tj,(,) P gilt unter Verwendung von Sy = o(x)yo.

RS(¢) = o(z) " (SY)me = o(x) ! (o(2)pon ) T = P(0 0 ) .
Fiir einen Tangentialvektor w € Tp(,) P ist dann (o o m),w vertikal, denn es gilt
[71'* ((a OT)u0 — O')]U) =0 < o,mw — w ist vertikal.

Also gilt RSY = ¢(oom). und damit RSy = ¢ auf T,(,) P, da RS und v horizontal
sind. Sind v; vertikale Vektoren, dann folgt (w1 + vy, ..., wx +vg) = Y(wi,. .., wg).
Darum gilt RSy = v iiberall, da sie G-dquivariant sind.

e Behauptung: SR = 1d. Sei ¢ € QF(M; E) eine glatte k-Form, dann gilt auf T, M

SRy = U(:L‘)(J(m)_lgom)a* =p(moo)y=¢p.
Id.

Also ist S eine Umkehrabbildung zu R : QF(M; F) =, Qk(P;Cm).
Damit ist die Aussage bewiesen. O
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5.6 Kriimmung

5.6.3 Die Struktur-Gleichung

Lemma 104: Sei P — M ein Hauptfaser-G-Bindel und &1, € g, dann gilt [£,&5] =
[517§2]*'

Beweis. Formale Ubung. 0

Satz 105 (Struktur-Gleichung): Sei w die Zusammenhangs-Form eines Zusammenhangs
Ain P — M, d.h. es gilt w € QY (P;g) und dw € Q%(P;g). Fiir alle glatten Vektorfelder
X,Y € X(P) gilt dann

dw(X,Y) = — [w(X),w(Y)] + F(X,Y) ,

wobei F € Q%(P;g) beziiglich der QF(M; E) = QF(P; V)—Bz'jektio der Kriimmung des Zusam-
menhangs F = Fa € Q*(M;g) entspricht.

Beweis. Der Beweis der Struktur-Gleichung wird in drei Félle unterteilt, welche unterschiedle
Ausrichtungen der beiden Vektorfelder relativ zum Zusammenhang berticksichtigen.

1. Horizontal/horizontal: Seien Z1,Zs € X(M) zwei glatte Vektorfelder, dann gilt fiir ihre
Lifts in der Krimmung von A

Pro
w(F(Z1, 22)) = —w(12F, 28)) "R bz, 28 — 2 w(23) 23 w(ZF)
= dw(zf, 2]) . ’ ’

Fiir vq,v9 € T, P ist dann F(vl, vg) = dw(v1,v2), die Aussage gilt also, wenn Z; und Zs
vertikale Vektorfelder sind.

2. Horizontal/vertikal: Sei nun X € I'(A) horizontal und Y = £* vertikal fiir ein £ € g. Dann
gilt

duw(X, &) TR ¥ (er) —¢* w(X) —w([X, &) = w((e, X)) -
~ =

Der Fluss des Vektorfelds Y = £* ist durch ¢y(u) = uexp(t€) gegeben, also folgt

d d
OLD”*XX) "

(€7, X0,) = _w<<dt
Kurve in horizontal

u

d.h. dass die Aussage auch in diesem Spezialfall giiltig ist.

'Der Raum QF(P; V) ist fiir E = P x¢ V allgemein iiber die folgende Bijektion mit Q¥ (M; E) verkniipft:
. bl Ah ¢ € Q¥P;V) mit ri¢ = g '@ und
QY (M; E) = Q% (P;V) := ¢ ¢(v1, ..., vx) = 0 wenn mindestens Q.
ein v; vertikal ist
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5 Grundelemente der Differentialgeometrie

3. Vertikal/vertikal: Zuletzt seien X = & und Y = & fiir £, &2 € g zwei vertikale Vektorfel-
der, dann gilt unter Verwendung des vorigen Lemmas dhnlich wie zuvor

&2 &
dw(&5,85) = & w(&) — G w(E&) —w((&, &) = —w([&, &)
0 0

= —w([&1,&]") = —[&1, &) = —[w(&),w(&)] -

Der letzte Fall liefert uns dann die Aussage, damit ist der Satz bewiesen. O

5.7 AuBere kovariante Ableitung

Sei A ein Zusammenhang in P —"= M , dann ist es stets mdglich den Tangentialraum in
T.P =V, ® A, zu zerlegen, wobei V,, = ker T'm,, gilt. Sei dann h : T,P = A, &V, —» A, die
Projektion auf den Horizontalteil des Tangentialraums.

Definition 106: Wir definieren dann einen Operator D, der von A abhéngt, durch
D:QFP;C") — QFY(P;C) Y= dipoh,

wobei h den horizontalen Teil ausschneidet, d.h. dip o h(wi, ..., wy) = dip(hwy, . .., hwy). Dies
ist offensichtlich horizontal und G-&quivariant (siche unten).

Bemerkung: Bevor wir uns weiter um diesen neuen Operator kiimmern kénnen, ist zu klaren,
was di ist. Sei ey, ..., e, eine Basis fiir C", dann gilt ¢ = > e fiir iy € QF(P;C) und wir
kénnen (di)); := d(v;) definieren, wobei letzteres die duere Ableitung einer glatten k-Form aus
Abschnitt ist. Selbstverstandlich hangt dies nicht von der Wahl der Basis ab.

Wir zeigen nun, dass der Operator D : Q¥ (P;C") — Qk+1(P; C™) wohldefiniert ist, durch
7‘2].71; = r;(dﬂ; oh) = dipoho (rg)s = di) o (rg)s«0h = d(r;@Z)) oh
=d(g ") oh =g dpoh=g "Dy
fiir g~ : C* — C", also ist D ebenfalls G-dquivariant.

Definition 107: Sei E — M ein Vektorbiindel. Wir nennen si,...,s, € I'(F) eine Basis
von Schnitten fiir £, d.h. die Vektoren s;(z), ..., sy(z) bilden eine Basis des Vektorraums £
fiir alle Punkte x € M.

Definition 108: Seien ¢ € I'(A*(T*M)® E) und a € I'(A"(T*M)) zwei glatte Schnitte.
Weiter sei A : A" x A5 — A"% das alternierende Dach-Produkt. Dann gilt ¢ = Zj p;s; fiir
glatte s-Formen ¢; € Q%(M), und wir definieren das alternierende verallgemeinerte Dach-
Produkt a A ¢ als

aNp:i= Z(a/\apj)sj .

J
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5.7 AuRere kovariante Ableitung

Proposition 109: Wir nennen die Abbildung da := R™'DaR : Q¥(M; E) — QY (M; E) die
kovariante dufiere Ableitung, die unter Verwendung des Vektorraum-Isomorphismus gemdyjs

Qk(M,E) da Qk+1(M; E) - glatte Differentialformen auf M mit

Werten im Vektorbindel E
le O <9 lR

~ D ~ horizontale, wvektorwertige, G-dquiva-
k . mn A k+1 . ) ge, q
QX (P;C) P—d@oh QP V) = riante Differentialformen auf P

1R

entstehtﬁ Diese ist eine Schief-Derivation vom Grad +1, d.h. sie erfillt die Identitdt
da(aNp)=daNp+(—1)"aNdap (5.2)
fiir alle o € Q"(M) und p € QF(M; E).

Beweis. Da es sich um eine lokale Aussage handelt konnen wir annehmen, dass das Biindel P
trivial ist, d.h. wir haben einen Schnitt o € I'(P). Sei ey, ..., e, € C" die Standardbasis, dann
definiere die Schnittbasis s1,...,s, € I'(E) durch s;j(z) = o(z)e; € Ez, betrachte dabei u € P
als Abbildung u : C* — E(,).

1. Betrachte S auf den Basis-Elementen. Sei dazuy = 3, ¢je; € QF(P;C™) mit ¢; € QF(P),

Fiir Tangentialvektoren vy, ..., vy € T, M definiere ¥ = (v1,...,v;), dann gilt
(S9)T = o(@)yo.d = Y (joud)s;(x) = Y (07;)(D)s;(a) ,
J J

und damit insbesondere (Sv); = 0*;.

2. Betrachte R auf den Basis-Elementen: Sei ¢ = >, ¢; ® 5; € QF(M; E) eine glatte k-
Form mit Werten im Biindel E, deren einzelne Komponenten beziiglich der Schnitt-Basis
von der Form ¢; € QF(M) sind. Fiir wy,...,wy € Ty P, die wir zu @ = (w1, ..., w)
zusammenfassen, gilt dann

(Ro)d = o(z) " pmud = o(z)™! Zwi(ﬂ*u?)8¢(:v) =) (@) (@)ei

)

also erhalten wir auf T;(,) P damit (Ry); = 7"p;. Folglich ist dann {iberall
0" (Rp)i = 0" pi = pi .

3. Jetzt tiberpriifen wir die Schief-Derivations-Eigenschaft (5.2)) am Punkt x € M. Dazu
wéhle einen glatten Schnitt o € T'(P), der bei x horizontal ist. Dies impliziert fiir das Bild
der Tangentialabbildung imT'o, = Ay(,), und es folgt

(dag); = (SDRy); = 0" (DRy); = o™ (d(Rp) o ) .

Am Punkt z gilt insbesondere (dap); = o*(d(Ryp);) = do*(Ryp); = dg;, da die horizon-
tale Einschrankung h unnétig ist.

2Man beachte, dass D4 nicht den Dirac-Operator meint, sondern lediglich die Abhéngigkeit von D vom Zu-
sammenhang A kennzeichnet.
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5 Grundelemente der Differentialgeometrie

Seien nun a € Q7(M) und ¢ € QF(M; E) wie in der Aussage, dann gilt am Punkt z

(da(ang)); =d((a A p);) = d(a A g))
=daAp;+ (-1)"andp; = (daAg+ (—1)"aA dgo)j
fiir alle Komponenten j = 1,...,n der duferen kovarianten Ableitung.

Damit ist d4 eine Schief-Derivation vom Grad +1. O

Mit der kovarianten dufseren Ableitung schlieffen wir zunédchst mir der Einfiihrung weiterer
Formalismen ab, und betrachten einige praktische Anwendungen.

56



6 Zusammenhange in Anwendung

6.1 Bianci-ldentitdt und Kriimmung

Satz 110 (Bianci-Identitit): Sei A ein Zusammenhang im Hauptfaser-G-Biindel P — M,
dann gilt fiir die dufere kovariante Ableitung daF4 = 0.

Beweis. Die 2-Form Fa € Q?(M;gp) entspricht Fy € QQ(P;g). Sei dann ey, ..., e, eine Basis
der Lie-Algebra und

w= ijej € Q'(P;g) fiir w; € QY(P)
J

eine Zusammenhangs-Form von A. Die Eigenschaften der Lie-Gruppe G lassen sich durch die
Vertauschungsrelationen [ej,e,] = >, c§kei der Basiselemente der Lie-Algebra g spezifizieren.
Fiir zwei glatte Vektorfelder X, Y € X(P) gilt dann

[w(X),w)] =Y wi(X)wr(Y)ej, ex] =Y ¢hpw; (X)wp(Y)e; -
gk

i7j7k
Beachtet man nun weiter die Schiefsymmetrie der Koeffizienten cf, ;= —c;'-k, so folgt
[w(X),w¥)]; = D i (wilX)wi(Y) = wp(X)w; (V)
i<k
= dplwj Awp)(X,Y) .
i<k

Nach der Struktur-Gleichung aus Satz gilt dw(X,Y) = —[w(X),w(Y)] + F(X,Y), dann
gilt komponentenweise

dw; = —Zcékwj Nwy + F; |
Jj<k

also folgt mit 0 = d?w; = — > i<k cék(de Awg —wj Adwy) + dF; und da die horizontalen Anteile
wjh = wih = 0 erfiillen, ist

DAEF;=dEjoh=0 < dyFs=0.
Damit ist die Bianci-Identitat bewiesen. O

Als néchsten fragen wir uns nun, wie die Kriimmung von einem Zusammenhang abhéngt. Sei
dazu P — M ein Hauptfaser-G-Biindel und gp = P X g. Jeder Punkt u € P definiert einen
linearen Isomorphismus

wig— (gp)e &[]

o7



6 Zusammenhdnge in Anwendung

Fiir ein Gruppenelement g € G gilt dann mit ug - § := [ug, {] = [u, Ady(§)] = uw Ady(§) gemaf

g
Adgi /
g

Da Ad, die Klammer auf der Lie-Algebra g erhélt, hat (gp), die eindeutige Struktur einer
Lie-Algebra, sodass u : g —> (gp). ein Isomorphismus von Lie-Algebren ist. Die Abbildung

(A"(T*M) @ gp) ® (A(T*M) ® gp) — (A""5(T*M) ® gp)
(0 ®&) @ (e ® &) = (a1 Aaz) ® [€1, 6] (6.1)

ist faserweise wohldefiniert und induziert dann eine Abbildung
O"(M;gp) @ Q*(Migp) — Q7 (Migp)  @1® @2 [p1 A o]

Satz 111: Sei A ein Zusammenhang in P und a € QY(M;gp), dann gilt fir die Krimmung
des Zusammenhangs A + a die Gleichung

1
FA+a:FA+dAG/+§[CL/\a] .

Diese Beziehung wird oft auch als zweite Struktur-Gleichung bezeichnet.

Beweis. Seiw € Q(P; g) eine Zusammenhangsform von A. Dann ist w+a fiir @ € Q'(P; g) eben-
falls eine Zusammenhangsform, allerdings zum Zusammenhang A + a. Aus dem Isomorphismus
Q*(M; E) = Q*(P;C") fiir E = P xg C" folgt nun insbesondere Q?(M; gp) = Q?(P; g), sodass
wir zur Kriimmung F4 € Q%(M;gp) eine entsprechende horizontale, G-dquivariante 2-Form
F4 € Q%(P; g) erhalten.

Nach der (ersten) Strukturgleichung gilt fiir zwei glatte Vektorfelder X,Y € X(P) dann

FA(X,Y) = dw(X,Y) + [w(X),w(Y)] € Q*(P.g) ,

und damit fiir den modifizierten Zusammenhang A + a
Faio(X)Y) = dw(X,Y) +da(X,Y) + [w(X),w(Y)]
+ [w(X),a(Y)] + [a(X), w(Y)] + [a(X),a(Y)]
Sind X und Y beide A-horizontal, dann ist insbesondere w(X) = w(Y') = 0, sodass sich voriges
Ergebnis zu

Faio(X,Y) = Fa(X,Y) + da(X,Y) + [a(X),a(Y)]

verkiirzt. Lokal lasst sich nun ein glatter Schnitt s € I'(P|y) auf der offenen Teilmenge U C M
finden. Ist x € U ein Punkt, v, w € T, M zwei Tangentialvektoren, u := s(x) und der Schnitt s
am Punkt x horizontal beziiglich A, also im(7's;) = A,, dann folgt

Faya(v,w) = uF g4 q(s50, ssw) = u(FA(s*v, $5w) + da(s.v, s,w) + [d(s*fu),&(s*w)})

= Fa(v,w) + daa(v,w) + [ua(s.v), ua(s,w)]
= Fa(v,w) + daa(v,w) + [a(v),a(w)] .
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6.2 Komplexe Linien-Biindel, erste Chern-Klasse

Stellen wir dann a; = 37 a; ® §; mit a; € Ty M und §; € (gp), dar, so folgt mit dem obem
definierten Dachprodukt tensorierter Formen [a A a] =3, (o A o) ® [€;,§;] und damit

o Ad)(v,w) = (ei(v)ey(w) — ai(w)a;(v)) @ [6, 6] =Y [ai(v), a;(w)] @ &, ]
i#] i#j

=23 aiv)§, Y a(w)g| =2[a),a(w)]

sodass wir die Additionsformel fiir F' bewiesen haben. O

Beispiel: Sei M = R™ und P = R" x G das Hauptfaser-G-Biindel. Weiter sei Ay der kanonische
Produkt-Zusammenhang und a = " ; dz;®a; fiir a; : R" — gp = R™ x g. Letztere Abbildung
konnen wir auch einfach als aj : R" — g auffassen. Dann gilt fiir die Kriimmung

1 1
FAO+a:FAO+dAOa+§[a/\a]:O+da+§[a/\a].

Insbesondere verschwindet die Kriimmung F(Ap) des kanonischen Produkt-Zusammenhangs,
dieser ist also flach.

Betrachten wir nun die konvariante dufere Ableitung da : Q" (M;gp) — Q"1 (M;gp). Da
diese eine Schief-Derivation ist, gilt allgemein fiir eine glatte r-Form « € Q" (M) und einen
Schnitt s € T'(gp) gilt

dala®s) =da®s+ (—1)"aNdas,

also folgt fiir die vorige Kriimmung des Beispiels

1
FAOJra = —d[L‘j AN daj + 5 Z(dl’l A dﬂjj) & [CLZ', aj]

12
1
= —d.’Ej VAN Zdl’z (%9 8Z~aj + 5 Z(dl’l VAN d$]) (%9 [ai,aj]
i i3
= Z(dl‘l AN d.T]) & (al-aj — ajai + [ah aﬂ) .

1<j
Damit erhalten wir F;; = 0;aj; — 0ja; + [a;,a;4] als (lokale) Komponentendarstellung der
Kriimmung des modifizierten Zusammenhangs beziiglich kartesischer Koordinaten.

6.2 Komplexe Linien-Biindel, erste Chern-Klasse

Sei P-"+M ein Hauptfaser-G-Biindel, V ein Vektorraum und p : G — Aut(V) eine Darstel-
lung der Biindelgruppe G. Aufsersem sei A ein Zusammenhang und wie iiblich £ := P xg V'
das zugeordnete V-Vektorbiindel.

Ist dann v € V ein fest gewdhlter Vektor, dann ist § : P — V mit § := v eine G-dquivariante
Abbildung und definiert deshalb einen Schnitt in s € T'(E), wobei insbesondere V4(s) = 0 gilt,
da s konstant ist. Wirkt die Gruppe G trivial auf den Vektorraum V', dann gilt die Zuordnung

E=PxcV=MxV VAsd.

Sei nun L — M ein komplexes Linien-Biindel mit dem Zusammenhang A. Dann gilt
L = P xg C, wobei P := Fr(L) das Rahmenbiindel und G := GL;(C) = C\ {0} = C* istE]

'Um Verwirrungen zu vermeiden sind C* := C\ {0} die Einheiten von C, wiihrend C* den Dualraum bezeichnet.
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6 Zusammenhdnge in Anwendung

Dabei ist C* insbesondere eine abelsche Lie-Gruppe, also wirkt C* trivial auf g = LieC* = C,
also gilt gp = M x C mit dem Produkt-Zusammenhang.

Die Kriimmung Fu € Q*(M;gp) = Q*(M; M x C) = Q?(M;C) ist in diesem Fall eine
einfache glatte 2-Form, fiir die insbesondere 0 = d4F'4 = dF4 gilt. Nach dem Bianchi-Theorem
ist F4 dann eine geschlossene 2-Form, also liegt [F4] € H?(M;C), wobei wir hier die de Rham-
Cohomologie verwenden. Ist dann a € Q(M;C), so gilt fiir die Kriimmung des modifizierten
Zusammenhangs

1
FA+a:FA+dAa+§:FA+da+O,

wobei [a A a] = 0 gilt, da C abelsch ist. Also folgt [Fayq] = [Fa] =: [F] € H3z(M;C), da sich

Fayq und F4 nur um eine exakte 2-Form unterschieden.

Definition 112: Wir definieren ¢;(L) := [—55F] € H2;(M;C) als die erste Chern-Klasse.

T 2mi

Bemerkung: Beziiglich des Koeflizientenwechsels H?(M;Z) — H3g (M;C) der Cohomologie
hat c¢1(L) einen natiirlichen Lift nach H?(M;Z), den wir ebenfalls mit ci(L) bezeichnen.

Es sei an dieser Stelle schon vorweggenommen, dass man die Theorie der charakteristischen
Klassen - zu denen die Chern-Klasse gehort - auch vollstdndig axiomatisch ableiten kann, dazu
sei auf das Buch [MST74] verwiesen. Spéter in Kapitel |8 gehen wir ndher auf die differentialgeo-
metrischen Eigenschaften charakteristischer Klassen ein.

Proposition 113: In jedem Hauptfaser-G-Biindel P——M existiert ein Zusammenhanyg.

Beweis. Wéhle eine Zerlegung der Eins {;} auf M, sodass Zj B; = 1 und supp(p;) C U; fiir
offene Umgebungen U; C M gilt, auf denen P ]Uj trivial ist. Ist w; eine lokale Zusammenhangs-
Form auf P|y,, dann liefert

w = Z ﬁjwj
J
eine Zusammenhangs-Form auf P. O

Wir wollen nun eine Anwendung der vorigen Konstruktion explizit verfolgen, indem wir die
erste Chern-Klasse (und damit die Kriimmung) des tautologischen Linien-Biindels (Definition
folgt gleich) berechnen. Doch zuerst:

Lemma 114: Sei V ein Zusammenhang im komplexen Linien-Biindel E = C x c-2L ¢ ,
sodass V(%) = 0 ausserhalb einer kleinen Umgebung U der Null gilt - dabei bezeichnet % den
Schnitt s € T(E) mit s(z) = L fiir 2 # 0. Dann ist Fy = 0 ausserhalb von U und es gilt

~z
/FV—QTri.
C

Beweis. Es sei V = d 4+ fdx + gdy fiir zwei Funktionen f,¢g : C — C, dann gilt fiir die
Kriimmung dieses Zusammenhangs

Fy =d(fdz+gdy) = (019 — 02f) dz Ndy .
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6.2 Komplexe Linien-Biindel, erste Chern-Klasse

Ausserhalb von U soll 0 = V(1) = (91 + f)1 da + (82 + g) £ dy gelten, sodass wir zwei Differen-

z
tialgleichungen mit den Losungen

o () 2)-
9(z) = —209 <i> = —zid, (i) —if(2)

erhalten. Also gilt V = d + (dz +idy) = d + 1 dz fiir den Zusammenhang mit den gefor-
derten Eigenschaften, es gilt also Fy = d(% dz) = 0 auferhalb von U. Unter Verwendung des
Residuensatzes ergibt sich dann

d
/Fv:/d(fdx—i-gdy):/ d(fdx—l—gdy):yg fd:v+gdy:§£ —Z:27ri,
C C D, D, aD, *

wobei D, die Einheitskreisscheibe vom Radius » um Null bezeichnet. L]

Definition 115: Mit 7——CP" bezeichnen wir das (komplexe) tautologische Linien-Biindel,
wobei CP" = {Linien durch Null in C"*!} der komplexe projektive Raum ist. Den Totalraum
des tautologischen Biindels kénnen wir daher auch notieren als

7={(L,v) : L C C"*! ist eine komplexe Linie mit v € L} .

Bemerkung: Analog gibt es auch ein reelles tautologisches Biindel, der Totalraum von 7——R®P!
entspricht dem Mébiusband.

Proposition 116: Die erste Chern-Klasse des tautologischen Linien-Biindels T—CP! ist

/C?I ea(r)=—1.

Beweis. Es sei C?\ {0} —» CP! mit (z1,22) + [z1 : 22] die Projektion in die homogenen
Koordinaten des komplexen projektiven Raums. Definiere einen Schnitt s € I'(7|cp1\[o.1) durch

s([L:2]) :==(1,2) eC?,

dann gilt fiir z # 0 insbesondere s([z,1]) = s([1,2]) = (1,1) = 1(z,1). Wihle dann einen
Schnitt s, sodass das folgende Diagramm

(z,w)—([z:1],w[z:1])

CxC = Tlepn\[0:1)
prlwg O st
C = CPI\[0:1]

kommutativ wird. Fiir 2z # 0 ist dann insbesondere 5(z) = (z,1). Wihle nun einen Zusammen-
hang V im tautologischen Biindel 7, sodass V(s) = 0 auferhalb einer kleinen Umgebung U von
[0: 1] gilt. Dann gilt

1
/(CfPl a(r) 271 Jo 4

und der Satz ist bewiesen. ]
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6 Zusammenhdnge in Anwendung

6.3 Kriimmung in Vektorbiindeln

Sei P-"M ein Hauptfaser-G-Biindel, V ein Vektorraum und p : G — Aut(V) eine Dar-
stellung der Gruppe G. Weiter sei £ = P xg V das zugeordnete Vektorbiindel und A ein
Zusammenhang in P sowie w € Q!(P;g) eine entsprechende Zusammenhangs-Form.

Satz 117: Fir zwei glatte Vektorbindel X,Y € X(M) und einen glatten Schnitt s € I'(E) gilt
fiir die Kriimmung die Beziehung

Fa(X,Y) s = ([Vx,Vy] = Vixy|)s

zur kovarianten Ableitung, wobei [Vx,Vy| = VxVy — VyVx sei und alle kovarianten Ablei-
tungen bzw. Zusammenhinge als V. = V4 zu verstehen sind.

Bemerkung: Die rechte Seite der Proposition wird oft verwendet um Kriimmung zu definieren.
An dieser Stelle sei daran erinnert, dass die Kriimmung ein Objekt F4 € Q?(M;gg) ist und
gr € End(E). Fiir zwei Tangentialvektoren v,w € T, M gilt dann

Fy(v,w) € (9g)s C End(E,) ,
d.h. wir kénnen die Kriimmung als lineare Abbildung Fa(v,w) : E, — E, auffassen.

Beweis. Ein glattes horizontales Vektorfeld X# € X(P) ist der horizontale Lift von X, sodass
~F(X,Y) = [X#,Y#] — [X,Y]# ein vertikales G-invariantes Vektorfeld auf P ist. Sind dann
v,w € T, P, so gilt
o def
93 Fa(v,w) = w(F(mo, mw)) |
N————
ET*P

Verwenden wir nun den Isomorphismus R : Q" (M;gp) = Q" (P;g), so gilt auf T,P dann
Ry = u'or mit

u:g— (8p)e
fiir z := m(u). Sei nun s € T'(E) ein glatter Schnitt, dann gilt R(Vys) = X#Rs = X735 fiir
5 = Rs, also gilt RF4 = F4 in analoger Notation. Betrachten wir
FA(X# Y#)i=w(F(X,Y))s = -F(X,Y)3
—_——
P—:g
= ([X#,Y#] - [X,Y]#)s = X#Y#5 - Y#X#5 - [X,Y]*5,
dann folgt wegen R(VxVys) = X#R(Vys) = X#Y#Rs = X#Y#5 mit p := 7(u) direkt
R(FA(X,Y)s), = u™ (Fa(Xp, Yp)s(p)) = (u™ Fa(Xy, Yp))u™" (s(p))
N—_————

P—V
= (v F(m X7, n.Y7))5(u) = Fa(XF,Y7)5(u)
die Identitit R(Fa(X,Y)s) = Fa(X#,Y#)3. O

Proposition 118: Fiir jedes p € Q" (M; E) gilt d4¢ = Fa A ¢. Ist insbesondere s € T'(E) ein
glatter Schnitt, dann gilt fir die duflere kovariante Ableitung dis = Fys.
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6.4 Abbildungen von Zusammenhangen |

Bemerkung: Diese Aussage bestimmt das Bild von F4q € Q?(M;gp) in End(E). Wenn die
Gruppe G allerdings nicht treu auf V wirkt, dann ist die Bestimmung von F4 nicht vollstindig.
Dies gilt ebenfalls, wenn man die rechte Seite von Proposition als Definition der Kriimmung
eines Vektorbiindels verwendet.

Bevor wir mit dem Beweis der Proposition fortfahren, ist zunédchst zu klidren, was Fa A ¢ sei
soll. Dazu betrachten wir erneut die Abbildung von Seite aus der sich die Bedeutung
dieses Dachprodukts ergibt, es gilt also

(A"(T*M)® gp) @ (A°(T*M)®@ E) — N"T*(T*M)® E  [?7]
(V1 ®&) @ (Y2 ®s) = (Y1 Ahg) ®Es [77]
Beweis. Da es sich um eine lokale Aussage handelt kénnen wir von M = R"™, P = R" x G und

E =R"™ x V ausgehen. Auferdem konnen wir ¢ = a® s fiir « € Q" (M) und s € I'(F) zerlegen,
und den Zusammenhang als

V:d—i-Zd:vj@aj
J

mit a; : R" — g darstellen. Die dufsere kovariante Ableitung des Schnitts s ergibt sich dann
zudas =Vs =3 dx;®(0; + aj)s und

d4s = — Zda;]/\v ;i + aj)s Zdarj/\dez ® (05 + a;)(05 + aj)s

= Z(d:ﬁl A dacj) ® [V, Vj]S (;) Z(dx’ A dIL‘j) ® Fij = Fys ,

1<J 1<J

fiir V,; := Vy,, wobei an der mit (%) gekennzeichneten Stelle aufserdem noch
Fijs = ([Vz, Vj] - V[3i7aj})8 = [VZ', Vj]s

eingeht. Betrachten nun andererseits fiir das Tensorprodukt von a € Q"(M) und ¢ € I'(E) das
kovariante Ableitungsquadrat

d(a® @) =da(da® e+ (—1)"aAdap)
=d’a®@ ¢+ (—1)daAdap + (1) [da Adap + (—1) o A de]
—aNdio=aAFiap=FsN(a®y),

so erhalten wir die Aussage a A Fap = Fo A (a ® ¢). O

6.4 Abbildungen von Zusammenhangen |

An dieser Stelle bietet es sich an, dass wir zunédchst noch einige Eigenschaften von Hauptfaser-
biindeln studieren.

Proposition 119: Es seien P—sM und P'———M' zwei Hauptfaser-G-Biindel iber M und
p: P — P eine glatte G-dquivariante Abbildung, auflerdem sei A ein Zusammenhang in P.
Dann existiert ein eindeutiger Zusammenhang A’ im Biindel P’, sodass

P A; C Ap(u)

fiir alle Punkte uw € P’ gilt.
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6 Zusammenhdnge in Anwendung

Beweis. e Eindeutigkeit: Seien V,; C T, P" und V,,,,y C TP’ die vertikalen Unterrdume,
sodass die Beziehung

Vi = Vo)
P -

gilt. Sei weiter v € V| ein vertikaler und w € A, ein horizontaler Tangentialvektor be-
ziiglich des Zusammenhangs. Liegt dann pi(v +w) C A, dann folgt wegen Linearitét
psw = 0 und damit w = 0. Also gilt A}, = (p,) " A,(,), dies liefert die Eindeutigkeit des
Zusammenhangs A’.

e Fxistenz: Wir miissen zwei Dinge tiberpriifen:

1. Wenn 7’ : P —» M’ die die Biindelprojektion ist, dann muss fiir die induzierte
Abbildung

7'1':k : A; i) Tw’(u)M,
gelten. Dies ist in der Tat der Fall, da die Zerlegung T,,P' = A!, & V! gilt.
2. Es ist zu zeigen, dass A’ auch G-invariant ist. Fiir ein Gruppenelement g € G gilt
p*(Tg)*A; = (Tg)*p*A; - (Tg) * Ap(u) = Ap(u)g = Ap(ug) )

also folgt (r¢)«A;, C A;g. Da beide Radume aber die gleiche Dimension haben, miissen
sie gleich sein.
Damit ist die Proposition bewiesen. O

Lemma 120: In der Situation der vorigen Proposition seien w € QY(P;g) und W' € QY (P';g)
zwei Zusammenhangsformen sowie F' € Q%(M;gp) und F € Q*(M;gp:) die Kriimmungsformen
zu den Zusammenhdingen A und A’, die in der Beziehung

AL = (f)  Apw

zueinander stehen. Dann gilt ' = p*w und F' = p*F.

Bewets. 1. Fiir die Zusammenhangs-Formen miissen wir die beiden definierenden Eigenschaf-
ten nachpriifen. Zuerst gilt

) - (4

und wegen kerw’ = A" = f*A = f*kerw = ker(f*w) folgt dann ' = f*w.

prw(éy) =w <§t

f(u) exp(to) (€)= E= (D)
0

2. Mit der Natiirlichkeit der Zusammenhangsformen erhalten wir dann auch die Natiirlichkeit
der Kriimmungsformen. Seien

h:T,P —»A, und h' T, P — Al
die Projektionen auf die Horizontalteile, dann folgt direkt
F'=dw oh=d(f*w)oh = f*(dw) o h' = (dw) f.h/ = (dw)hf. = Ff, = f*F .

Damit ist die Natiirlichkeit von Zusammenhangs-Formen und Kriimmungs-Formen gezeigt. [J
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6.5 Pullback-Zusammenhange

6.5 Pullback-Zusammenhange

Proposition 121: Sei P-"M ein Hauptfaser-G-Biindel und f : M' —s M eine glatte Abbil-
dung. Mit dem Totalraum

FPCcM xP-22-p

[P :={(p,u) e M' x P: f(p) =7(u)} gemap Prli O lﬂ
M’ M

erhalten wir dann ein Pullback-Hauptfaser-G-Biindel f*P-sM".

Beweis. Wir miissen zeigen, dass f*P eine glatte Untermannigfaltigkeit von M’ x P ist. Da es
sich um ein lokales Problem handelt, kénnen wir P = R¥ x R*, M = R* und = = pr; annehmen
(es sei daran erinnert, dass G eine Lie-Gruppe und als solche eine Mannigfaltigkeit ist - wir
betrachten also kein Vektorbiindel), dann ist

f*P={(px,y) € M' x R* x R": f(p) —x =0} .

Da 0 ein regulirer Wert von (p, z,y) — f(p) — x ist, bildet f*P C M’ x R*¥ x R™ eine glatte
Untermannigfaltigkeit. Durch Verwendung von Karten erhalten wir dann allgemein, dass f*P C
M’ x P eine glatte Untermannigfaltigkeit ist. Da sich alle weiteren Eigenschaften von P auf f*P
iibertragen, ist

FP M mit den Fasern (f*P)p = {p} X Psep
ein Hauptfaser-G-Biindel. O

Bemerkung: e Da pry : p*P — P eine G-dquivariante Abbildung ist, induziert jeder
Zusammenhang A in P auch einen entsprechenden Zusammenhang f*A in f*P.

e Seip: P’ — P eine G-dquivariante Abbildung wie zuvor, dann erhalten wir eine induzierte,
glatte Basisraum-Abbildung 1) : M’ — M. Diese liefert uns dann, dass P’ — f*P ein
Hauptfaser-G-Biindel-Isomorphismus ist geméfs

p_f.p

ﬂ"i O l” pry

M/ ? M
N
pry f*P

Proposition 122: Sei E-Z—M ein Vektorbiindel mit dem Zusammenhang V und weiter f :
M' —s M eine glatte Abbildung. Dann existiert ein eindeutiger Zusammenhang V' = f*V in
E' = f*E, sodass fiir alle Schnitte s € I'(E) und Tangentialvektoren v’ € Ty M’ dann

fE B
fu"/ww v Vulfrs) = Viw(s)
M ; M

m EII), = Ef(p’) gilt.
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6 Zusammenhdnge in Anwendung

Beweis. Es geniigt hier die lokale Existenz und Eindeutigkeit zu zeigen. Sei si,...,s, eine
Basis von Schnitten in E|y fiir U C M offen. Fiir s := f*s; ist dann 57, ..., s, eine Basis von
Schnitten in E'|;-1 () und wir kénnen

VSj = Zwi]’ X S;
i

fiir w;; € Q'(M) formulieren. Dies ist nichts anderes als die Matrizendarstellung der Zusam-
menhangsform beziiglich der gewiihlten Schnittbasis (beachte gg C End(F)). Es muss dann

! VAN . r *
Vis; = g W;j S fiir wij = J wij
%

gelten. Dies definiert einen Zusammenhang V' in F/| F-1(u), wie wir sogleich iiberpriifen: Sei
g : U — C eine glatte Funktion und v" € T,y M’, dann gilt

Vi (gs5) = Vi (frg-s5) =d(f*g)v" - s; (@) +9(f®)) - (Viusi) ()

= Vy.v(955)
unter Verwendung der Leibniz-Regel fiir V und da die Gleichung bereits fiir die Basis von
Schnitten s; gilt. m

Proposition 123: Sei P — M ein Hauptfaser-G-Biindel mit einem Schnitt o, G — GL,,(C)
eine Darstellung der Gruppe und E = P xg C". Weiter seien die Schnitt s; € T'(E) durch
sj(xz) = [o(x),e;] definiert, wobei ey, ..., e, die Standardbasis fir C" sei. Ist dann auferdem
w € QY(P;g) eine Zusammenhangsform des Zusammenhangs A in P, dann gilt

w-ej = Zwij ® e; und VASj = Z(U*Wij) @ si
%

fir wij € Ql(P)

Beweis. Mit Ag sei der kanonische Produktzusammenhang bezeichnet, der durch o definiert
wird, wg sei die zugehorige Zusammenhangsform von Ag. Dann gilt w = wg+a und A = Ag+a
fiir ein a € Q1 (M;g).

PLATZ [Fehlt was!] PLATZ [Fehlt was!] PLATZ [Fehlt was!] PLATZ [Fehlt was!] PLATZ [Fehlt
was!| PLATZ [Fehlt was!| PLATZ [Fehlt was!| PLATZ [Fehlt was!| PLATZ |Fehlt was!| PLATZ
|[Fehlt was!| PLATZ |Fehlt was!| PLATZ [Fehlt was!| PLATZ [Fehlt was!| PLATZ |Fehlt was!|
PLATZ |Fehlt was!| PLATZ [Fehlt was!| PLATZ [Fehlt was!] PLATZ [Fehlt was!| PLATZ [Fehlt
was!| PLATZ |Fehlt was!| PLATZ |Fehlt was!| PLATZ [Fehlt was!| PLATZ |Fehlt was!| PLATZ
[Fehlt was!| PLATZ [Fehlt was!| PLATZ [Fehlt was!| PLATZ |Fehlt was!| PLATZ |Fehlt wasl|
PLATZ |Fehlt was!| PLATZ

Seien dann §; : P — C" so gewahlt, dass 5;0 = e; gilt. Einen Punkt v € P koénnen wir
wieder als Abbildung u : C" — Er(,) auffassen. Dann gilt d3(v?) € C™ fiir den horizontalen
Lift v# ¢ T, (4P eines Tangentailvektors v € T, M und es folgt

VA(s;) = o(x)ds(v?) = d(50) v =0
—~

konst.
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6.5 Pullback-Zusammenhange

Dann folgt fiir den modifizierten Zusammenhang

VAt (5)) = VAs;) +as; = D ai; @ s
7

mit a;; = o*a;; fiir dej =), aije;. Da o ein horizontaler Schnitt ist, folgt dann
oc*a=0"(w—wpy) =ow

und damit a;; = 0¥a;; = c*w;;, also folgt fiir den Zusammenhang
VAO+a = Zaij &8 = Za*(wij) X 8; .
i i

Somit haben wir die Proposition bewiesen. ]
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7 Holonomie

7.1 Holonomie im Allgemeinen

Betrachten wir einen Zusammenhang im Hauptfaser-G-Biindel P — M und eine glatte Kurve
v : R — M. Wéhle dann ein u aus der Faser iiber dem Punkt v(0) € M, dies sei der
Anfangswert eines horizontalen Lifts 4 der Kurve geméf

Faser von P

) P wl T~ \—:y/'/ horizontal geliftete Kurve 74
5
/ J/ﬂ //\/ Kurve v in M
R — M 7(0)

M

Proposition 124: Sei P —"—]a,b| ein Hauptfaser-G-Biindel fir a < 0 < b. Ist weiter A
ein Zusammenhang in P, dann existiert zu jedem u € Py = m1(0) eine eindeutige horizontale
Kurve v, : |a,b[ — P, sodass v,(0) = u und 7y, = Id gilt, d.h. es handelt sich insbesondere
um einen globalen, horizontalen Schnitt des Biindels.

Beweis. Sei X := (%)# der horizontale Lift des Vektorfelds % und 7 : Jd/, V[ — P die
maximale Integralkurve von X mit v(0) = w. Dann gilt ¢« < ¢/ < 0 < ¥ < b nach dem
Existenzsatz von Integralkurven.

/ﬁ\‘F/
of

a 0 [ b
Nehmen wir nun ' < b an. Sei dann o : b’ — §,0' + 6| — P eine Integralkurve mit wo(b') =
b', dann wihle das Gruppenelement g € G so, dass

o (t =3)g=7(~-3)
gilt. Durch die Eindeutigkeit von Integralkurven folgt o(t)g = ~(t) fiir b/ —§ <t < ¥, also ist

y(t) - od <t<V
o(t)g : Y —0o<t<b +4

A(t) =
eine Integralkurve zu X mit 4(0) = w. Dies steht aber im Widerspruch zur Annahme, dass

die urspriingliche Integralkurve v maximal sei, also muss ¥’ = b und a’ = a fiir die maximale
Integralkurve gelten.
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7.2 Holonomie in Vektorbiindeln

Diese Ausfiihrung beweist die Existenz einer Integralkurve, die Eindeutigkeit folgt dann
schlicht aus der Eindeutigkeit von Integralkurven. O

Korollar 125: Es existiert ein Isomorphismus von Bindeln f :]a,b[ x G =, P, welcher den
kanonischen Produkt-Zusammenhang des trivialen Bindels Ja,b[ x G auf den Zusammenhang A
von P abbildet (d.h. A ist insbesondere trivial).

Nun iibertragen wir die Aussage der vorigen Proposition vom Intervall-Basisraum |a, b] auf
eine beliebige Mannigfaltigkeit M.

Proposition 126: Sei P—"> M ecin belicbiges Hauptfaser-G-Biindel mit einem Zusammen-
hang A, einer glatten Kurve (3 : [a,b] — M und einem Punkt u € P, tber dem Startpunkt der
Kurve. Dann ezistiert eine horizontale Kurve By : [a,b] — P, sodass By(a) = u und 7y, =~
gilt, gemafs

P .
v
[a, b] ? M

Die Abbildung B, ist also ein Schnitt des Pullback-Biindels.

Beweis. Wir kénnen (8 glatt zu 8 : Ja —6,b+ 6] — M fortsetzen (Argumentation wie im
vorigen Beweis). Die glatte Abbildung 3 : [a,b] — P mit 73 = 3 ist genau dann horizontal
beziiglich A, wenn die zugehorige Kurve v : [a, ] — 5* P horizontal beziiglich * A ist. Wenden
wir dann die vorige Proposition an, so erhalten wir die Aussage. O

Definition 127: Wir definieren mit den vorigen Ausfiihrungen, welche die Wohldefiniertheit
liefern, den G-dquivarianten Holonomie-Isomorphismus fiir glatte Kurven und Haupt-
faserbiindel

Holg(A): P, — P, u— Bu(b) .

Bemerkung: Bei der Holonomie handelt es sich somit (zumindest vorerst) lediglich um einen
anderen Formalismus zur Beschreibung der Parallelverschiebung. Ist 6 : [a',b'] — [a,b] glatt
mit o(a’) = a und o(b') = b, dann gilt

HOIﬁg(A) = HOlﬁ(A) y

denn die Zusammenschaltung (3, o § ist ebenfalls horizontal gemék der Invarianz von Integral-
kurven beziiglich Reparametrisierung.

7.2 Holonomie in Vektorbiindeln

Lemma 128: SeiV ein Zusammenhang im Vektorbiindel E——[a,b] fira <0 < b undv € Ej,
dann existiert ein eindeutiger Schnitt s € I'(E), sodass s(0) = v und Vs = 0 gilt, d.h. s ist
kovariant konstant.

Beweis. Wir kénnen eine Trivialisierung der Form E 2= [a,b] x C" finden, welche den Zu-
sammenhang V auf den kanonischen Produkt-Zusammenhang d abbildet. Dazu verwende das
Rahmen-Biindel P = Fr(E) und wende das letzte Korollar an. O
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7 Holonomie

Definition 129: Sei E—"—+M ein (komplexes) Vektorbiindel mit dem Zusammenhang V und
v : [a,b] — M eine glatte Kurve. Definiere dann den linearen Isomorphismus
HOLY(V) ) ) — E’y(b)

wie folgt: Fiir v € B,y sei s € I'(y*E) der eindeutige Schnitt im Pullback-Biindel iiber [a, b],
sodass s(a) = v und (7*V)s = 0 nach dem vorigen Lemma gilt. Setze dann

Hol,(V)v :=s(b) € (V' E)p = Eyp) »

dies definiert den Holonomie-Isomorphismus fiir glatte Kurven im Vektorbiindel.

7.3 Holonomie und die kovariante Ableitung

Sei dann wie zuvor E——M ein komplexes Vektorbiindel mit dem Zusammenhang V und 7 :
la,b] — M eine glatte Kurve, sodass gilt

V*E E
Ja, b M

Definition 130: Ein Schnitt von E entlang einer Kurve 7 ist eine glatte Abbildung s :
la,b] — E, sodass s = 7 gilt.

Definition 131: Die Ableitung des Schnitts s entlang einer Kurve v wird fiir o € |a, b]
durch die kovariante Ableitung im triviales Pullback-Biindel tiber ]a, b[ als

Vi) (8) = [(’Y*V)%(S)LO € (V' B = Eyao)
definiert.

Bemerkung: Sei s = y*0 1= o0 o fiir 0 € I'(E), dann gilt (v*V) o (s) = V. (4,)(0), wobei
letzteres einer iiblichen kovariante Ableitung aus Abschnitt [5.4) entspricht.

Proposition 132: Fiir t € |a,b[ sei mit hy @ E ) = E. ) der Holonomie-Isomorphismus

HO]’Y'[tO . bzw. Holﬂ[t ‘ol des Zusammenhangs V entlang der Kurve v bezeichnet. Sei s ein Schnitt

70



7.3 Holonomie und die kovariante Ableitung

von E entlang der Kurve v dann gilt

p V(t
Vy(to)(s) = & . ht(S(t))
0NV
Kurve
in By )

Fasern von E

Beweis. Da es sich um eine lokale Aussage handelt, konnen wir von M = R und v = Id ausgehen,
dann ist £ = R x V und V = Id. Folglich ist auch h; = Id, deswegen ist die Aussage trivial. [

Beispiel: Sei E := M x C-2L5 M ein triviales Linien-Biindel und V = d + a der Zusammen-
hang in E fiir ein a € Q' (M; C). Ist dann weiter v : [0,1] — M eine glatte Kurve im Basisraum,
so entspricht Hol, (V) der Multiplikation mit dem Faktor exp (— fol fy*a).

Um dies zu beweisen, betrachte den Pullback-Zusammenhang V' = v*V = d + v*a, wobei
~v*a = bdt ist. Suche dann ein s : [0,1] — C mit

ds ds
=V'(s)=(—+b)dt = —+b=
0 (s) <t ) : 0,

dann erhalten wir aus dieser gewohnlichen Differentialgleichung 1. Ordnung schlieflich

s(t) = 5(0) - exp (- /Olb> .

Dies liefert einen Schnitt von E entlang v mit Vs = 0, also entspricht Hol, (V) = Hol 1)(v*V)
der Multiplikation mit exp (— fol b) =exp (— fol Y*a).

Korollar 133: Sei ¥ eine kompakte, zusammenhdingende 2-Mannigfaltigkeit mit 0¥ = ST,
Dann gilt zwischen Holonomie und Krimmung die Beziehung

Holys,(V) = exp <—/EF(V)> , .

oy =St D)

wobei YV ein Zusammenhang in einem komplexen Linien-Bindel L——Y sei. Ist insbesondere
dieser Zusammenhang 3 flach, so gilt Holgs (V) = 1.

Beweis. Eine Feststellung aus der Differentialtopologie sei zunéchst vorausgeschickt: Jedes kom-
plexe Linien-Biindel einer Mannigfaltigkeit wie X ist trivial.

Wir kénnen also von L = ¥ x C und V = d + a fiir a € Q'(3; C) ausgehen, folglich erhalten
wir dann direkt

() o ([ ) = ([ ) e (- [ 75)

und dies liefert direkt die Aussage. O
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7.4 Abbildungen von Zusammenhangen II

Proposition 134: Sei P "o M ein Hauptfaser-G'- und P ——> M ein Hauptfaser-G-
Biindel iiber M. Weiter sei f : P’ — P eine glatte Abbildung mit wf = 7', sodass fiir alle
u€ P undge G

DNCI A (U (N

fiir einen eindeutig bestimmten Homomorphismus p : G' — G gilt. Ist dann A’ ein Zusam-
menhang in P’, dann existiert ein eindeutiger Zusammenhang A = f(A") in P, sodass die
horizontalen Unterrdume von P’ beziiglich A’ auf A-horizontale Unterriume von P abgebildet
werden.

Beweis. Die Eindeutigkeit ist offensichtlich, da 7| A und 7|4, Isomorphismen sind, muss f.
den Horizontalteil A/, isomorph auf A Flu) abbilden.’

Bei der Existenz handelt es sich um ein lokales Problem, sodass wir von der Existenz eines
(lokalen) Schntts o’ € T'(P’) ausgehen ké’)nnen Definiere dann o := f o ¢’ € T'(P) so folgt mit
der Identitét Ay(z)g = (79)xAg(z) = (1g)efoAL ) direkt

[ A, o' (z)g f*(rg/)*A//( = (rg)« vy o'(z) = = As(z)g = Afo'(@)g) >
wobei g = p(¢’) gilt. Damit ist die Aussage bewiesen. O

Lemma 135: In der Situation der vorigen Proposition seien w und w' die Zusammenhangs-
Formen zu A" und A sowie F',F € Q*(P;g) die zugehdrigen Kriimmungsformen. Ist weiter
p« @ — g die auf den Lie-Algebren induzierte Abbildung, so gilt

ffw=pyow und f*F=pyoF .

Beweis. Beide Gleichheiten ergeben sich prinzipiell durch explizites Nachrechnen der entspre-
chenden Eigenschaften. Fiir ein Element ¢’ € g’ der Lie-Algebra folgt

(1) = (P | o e = (] 100 exnt))

(4
- dt

und da andererseits p, 0w’ () = p«(&') = £ gilt, erhalten wir f*w = p, ow’. Fiir die Beziehung
zwischen den Kriimmungsformen folgt durch

f*F = f*(dwoh)=dwoho f,=dwo f,oh' =d(f*w)oh’
:d(p*ow/)oh/:p*odw/oh/:p*oﬁ’/

0

uexp(ta) —w(E) =€,

0

iiber den ersten Teil, damit ist das Lemma bewiesen. O

Beispiel: Sei P'~~+M ein Hauptfaser-G’-Biindel und p : G' — G ein Gruppen-Homomor-
phismus. Setze dann P := P’ x,G := (P'x G)/G' mit der Wirkung I - (/, g) := («'I'~*, p(W)g)
und definiere die Abbildung

f:PP—P 1.
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7.4 Abbildungen von Zusammenhingen Il

In der Situation der Proposition erhalten wir dann durch
P'x,G—=P [ g fu)g
einen Isomorphismus von Hauptfaser-G-Biindeln.

Proposition 136: Betrachte die Situation der vorigen Proposition. Ist p : G' — G eine
Uberdeckung, so findet sich eine Bijektion

AP &5 APy A f(A)

Beweis. Die Injektivitat von ¢ : A(P") — A(P) ist offensichtlich, fiir die Surjektivitat ge-
hen wir wie folgt vor: Da f : P’ — P insbesondere eine Uberdeckung ist, also ein lokaler
Diffeomorphismus, kénnen wir zu einem Zusammenhang A in P dann

Ay = (Tfuw)  Af) -

definieren. Fiir ein Gruppenelement ¢’ € G’ mit g := p(g’) folgt dann mit der G-Aquivarianz
der Abbildung f
e
A/u’ C Tu/P/ ?)TUP
geméls (Tg/)*l O l(?"g)*
Ty P —L T, P

fulrg ) Ay = (rg) e feAyy = (Tg)*Af(U)
= Afwyg = Af(ug) = f*A;tg’

~
~

also finden wir zu jedem Zusammenhang A € A(P) einen entsprechenden Urbild-Zusammen-
hang A" € A(P") mit p(A4) = A. O

Beispiel: Sei L——M ein komplexes Linien-Biindel und L®" := L®- - -® L das n-fache Tensor-

produkt davon. Dann definieren wir einen Abbildung zwischen den zugehérigen Rahmenbiindeln
durch

Fr(L) — Fr(L®™) vV UR QU

diese ist eine n-fache Uberdeckung. Die Gruppen der Biindel sind in diesem Gall G' = G =
C* und der Gruppenhomomorphismus p : C* — C* mit z +— 2™ ist ebenfalls eine n-fache
Uberdeckung mit der Tangentialabbildung (Tp); : C — C, die der Multiplikation mit n
entspricht. Es gilt dann

Fr(L8") = Fr(L) x, U(L) = Fr(L)/C,

fiir C,, C U(1) als Untergruppe der Ordnung n. Auf diese Weise erhalten wir Bijektion
A(L) &y AL

der Zusammenhangs-Rédume und fiir die Kriimmung gilt nach dem Lemma
Fpen =nFy

wegen p'(1) = n.
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7 Holonomie

7.5 Holonomie flacher Zusammenhiange

Zunéchst betrachten wir eine Umformulierung unseres altbekannten Theorems von Seite

Satz 137 (Frobenius): Sei P—"—M ein Hauptfaser-G-Biindel mit dem flachen Zusammen-
hang A. Dann ezistiert fiir alle w € P mit einer hinreichend kleinen, offenen, zusammenhdngen-
den Umgebung V. C M um x := 7(u) ein eindeutiger horizontaler Schnitt o € T'(P|y), sodass

o(x) =u giltE]

Lemma 138: Fir jede stetige Kurve v : [0,1] — M und u € P, o) existiert eine eindeutige
Liftung 7y, : [0,1] — P mit 7y, = 7y, sodass 7,(0) = u gilt und v, lokal von der Form ~, = oo~y
fiir einen horizontalen Schnitt o € T'(P|y) auf V. C M ist.

Beweis. e Existenz: Wegen der Kompaktheit des Einheitsintervalls [0, 1] existieren offene
Umgebungen Vi, ..., V, C M und horizontale Schnitte o; € I'(P|y; ), sodass

q

im(v) C | Vi

i=1

liegt. Fiir n > 1 wahledann 0 < z < y < 1 mit y —z < L1 dann existiert ein 4 mit

n?
[z, y] C v~ 'Vi.
Fiir ein Gruppenelement g € G ist dann o;g ebenso ein horizontaler Schnitt, sodass wir
die Kurven-Liftung v, induktiv iiber [0, ] fiir i = 1,...,n definieren konnen, denn es liegt
v([%£, 21]) C V;. Dies liefert uns die Existenz.

e Findeutigkeit: Seien nun zwei derartige Abbildungen ~, und 7, gegeben. Dann ist das
Ubereinstimmungsgebiet

{t€[0,1]: 7u(t) = 7u(t)}

offen (lokale Eindeutigkeit horizontaler Schnitte) und abgeschlossen zugleich (da die Kur-
ven stetig und P als Mannigfaltigkeit hausdorffsch ist) und enthélt die Null.
Damit ist die Aussage bereits gezeigt. O

Definition 139: Ist « eine Kurve mit den Eigenschaften des vorigen Lemmas (beachte, dass
~ hier nur stetig, nicht aber glatt wie zuvor sein muss), dann definiere den Holonomie-Iso-
morphismus fiir stetige Kurven und Hauptfaserbiindel Hol,(4) : P, = P, (1) durch
u > vy (1). Wir erhalten direkt die Zusammensetzungsregel

H0172’71 (A) = HO]’Y2 (A) © HOIWl (A)

fiir die Hintereinanderschaltung von Wegen.

'/’7\/\/2\ =2n

!Die Eindeutigkeit folgt, da diese Umgebung V zusammenhéngend ist. Ein horizontaler Schnitt zeichnet sich
durch im(T'oy,) = Ay fiir alle y € V aus.
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7.5 Holonomie flacher Zusammenhéange

Lemma 140: Sei A ein flacher Zusammenhang im Hauptfaser-G-Biindel P—~M und ~ :
[0,1] x [0,1] — M eine (stetige) Homotopie mit

7(s,0) = z9 und  v(s,1) =1
fiir alle s € [0,1]. Definiere der Kiirze wegen vs := (s, -), dann ist Hol,, : Py = P,
unabhdngig von s.

Beweis. Sei s € [0, 1]. Es existieren offene Teilmengen Vi, ..., V, C M und horizontale Schnitt
o; € T'(Ply,) mit im(~,) C J; Vi. Wiahle dann n > 1 so, dass jedes Teilquadrat von [0, 1] x [0, 1]
mit Seitenldngen < % in v~1(V;) fiir ein passendes i enthalten ist.

AuBerdem sei 0 < s < s’ <1 mit sf —s < %, fiir den flachen Zusammenhang A gilt dann
Hol = Id um jedes Rechteck [s, s'] x [£, 1] also entspricht Hol(A) um [s, s'] x [0, 1] der Identitét
und wegen der Zerlegung

Hol(A) = Hol,, (A) o Hol,, (4)~*
ist dann Hol,, (A) lokal konstant in s. O
Bemerkung: Sei P-"+M ein Hauptfaser-G-Biindel mit dem flachen Zusammenhang A, au-
Berdem sei v : S' — M eine stetige Abbildung, die einen beschlossenen Weg beschreibt. Dann
entspricht die Holonomie dieses Weges einem Element

HOLY(A) S Autg(PV(O)) .

Fiir jedes u € P, iiber dem Startpunkt x := ~v(0) der Kurve erhalten wir dann einen G-dquiva-
rianten Isomorphismus

au:Gi)Pz g — ug

der einen Isomorphismus Autg(G) = Autg(P,) induziert. Durch Hintereinanderschaltung von
Gruppenisomorphismen geméfs

Autg(Py) — Autg(G)

By
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erhalten wir dann eine Abbildung B,,. Aber wie hingt B,, von u € P, ab? Wenn ¢ € Autg(P;)
ein Automorphismus ist, dann gilt

G > h=DByuly) < ¢(ug) =uhg firallegeG . (7.1)

Entsprechend gilt dann fiir ein a € G bei ua € P, wegen ag=¢' € G

G > I = Buu(p) <= uhag ¢(u(ag)) = p(uag) = uah'yg fiir alle g € G

und damit erhalten wir uhag = uah'g <= ha = ah’ <= h' = a~'ha. Mit der Adjugations-
Abbildung c4(h) := ghg™! folgt dann By, = c4-1 0 By,.

Definition 141: Definiere Hol%(A) := B, (Hol,(A)) € G als Holonomie-Gruppenelement
fiir eine geschlossene Kurve v am Punkt u.

Proposition 142: Sei M zusammenhdngend und x € M, dann erhalten wir zu einem flachen
Zusammenhang A im Hauptfaser-G-Biindel P——=M einen Gruppenhomomorphismus

Hol(A) : mi(M;z) — Aut(Py)

[7] =+ Hol, (4) bzw.  Hol'(A) : m(M;z) — G

fiir ein w € Py. Wir kénnen also Hol(A) € Hom (m(M;z),G)/G auffassen, wenn G auf sich
selbst durch Konjugation wirkt.

Unser néchstes Ziel soll der Beweis des folgenden Theorems sein, fiir dass wir aber erst noch
einige Vorarbeit leisten miissen.

Satz 143: Sei M eine Mannigfaltigkeit und G eine Gruppe, wie iblich bezeichnen wir mit A
Zusammenhdnge. Definiere damit die Menge

Ryrc = { (4. F~M st cin Hauptfaser-G-Biindel] /[ |
MG = ) "und A ein flacher Zusammenhang in P )

mit (P, A1) ~ (P, A2) genau dann, wenn ein ® : Pi — Py mit ®(A;) = ®(As) ewistiert. Ist
weiter M zusammenhdngend, dann liefert uns die Holonomie eine Bijektion

Hol : RMgHHom(wlMx )/G

Bemerkung: Dieses Theorem ist sehr niitzlich, da es eine elegante Lésung der Gleichung Fy =
0 ermdglicht. Dies ist zundchst einmal eine nichtlineare partielle Differentialgleichung, die von
Hand kaum zu lGsen ist.

Proposition 144: Es sei M eine zusammenhdngende Mannigfaltigkeit und PI5M sowie
P’—)M zwei Hauptfaser-G-Biindel mit den Zusammenhingen A und A'. Weiter sei dann
¢ : P, — Pl eine G-dquivariante Abbildung, sodass

Hol,(A) o ¢ = ¢ o Hol, (4)

fiir alle glatten Schleifen v : St — M mit 4(1) = x gilt. Dann existiert ein eindeutiger Biindel-
Isomorphismus ® : P — P, sodass ®, = ¢ und ®(A’) = A gilt.
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Beweis. o Eindeutigkeit: Sei o : [0,1] — M mit «(0) = z eine glatte Kurve in M. Wéhle
dann ein festes u € Py, zu dem

g :0,1] — P bzw. B:[0,1] — P

horizontale Lifts von a mit 8'(0) = u und 8(0) = ¢(u) sind. Es muss 8 = ® o ' fiir die
Beziehung zwischen beiden Kurven-Lifts gelten, also gilt insbesondere ®(8'(1)) = B(1)
fiir die Endpunkte der Kurve. Da die Mannigfaltigkeit zusammenhéngend istE] kénnen wir
dies fiir alle Punkte durchfiihren, und erhalten so die Eindeutigkeit.

e Eristenz: Es sei eine glatte Kurve « : [0,1] — M mit «(0) = z und «(1) = y gegeben,
wobei « in einer Umgebung von 0 bzw. 1 konstant sei. Definiere dann

®|p; := Holy(A) o p o Holo(A) ™" : Py — P, .

horizontale
Lifts von o

T o Y

Sind weiter aq, a9 : [0,1] — M zwei glatte Wege von x nach y und konstant um 0 und
1, dann setze v := @za;. Fiir die so definierte glatte Schleife gilt nach Vorrausetzung

Hol,(A) o ¢ = ¢ o Hol,(A")
<= Holy, (A) 0 p o Holy, (A)™! = Holn, (A) 0 ¢ o Holy, (A) 7t .

Also ist ® : P’ — P wohldefiniert. Fiir die Glattheit von ® sei auf den Beweis vom
Frobenius-Theorem verwiesen. Weiter gilt ®(A’) = A, da ® die A’-horizontalen Wegen
ausgehend von P, in A-horizontale Wege mit Startpunkt in P, abbildet.

Damit ist die Proposition gezeigt. O

Bevor wir den Satz beweisen, zuniichst noch eine kurze Digression. Wenn P—— M ein Hauptfaser-
G-Bindel und p : G — H ein Gruppenhomomorphismus zu einer Lie-Gruppe H hin ist,
so definiert @) := P x, H eine Hauptfaser-H-Biindel. Weiter sei f : P — @ ein Biindel-
Homomorphismus mit

u—lu,lle(PxH)/G.

Wenn dann A ein Zusammenhang in P ist, so erhalten wir einen Zusammenhang B = f(A) in
Q, und fiir eine glatte Schleife v : S* — M durch z := 7(u) gilt dann

Hol,(B) o fy = fz o Hol,(A) .

2Man beachte, dass auf einer glatten Mannigfaltigkeit die Begriffe ,zusammenhingend“ und ,wegzusammen-
héngend* dquivalent sind.
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durch Anwendung auf u und Beachtung von f(u) = [u, 1]. Damit erhalten wir dann folglich fiir

die Holonomie
By (Holy(A))eG €H

Hol, (B)[u, 1] = [Hol,(A)u, 1] = [uHol}(A),1] = [u, p(Hol}(A))] = [u,1] - p(Hol}(A)) ,

sodass sich schliefslich HolL,u’” (B) = p(Hol%(A)) € H ergibt. Damit kénnen wir nun die Aussage
zeigen.

Beweis des Satzes. o [Injektivitit: Seien A und B zwei flache Zusammenhéinge in P, dann
gilt Hol(A) = Hol(B) genau dann, wenn ein ¢ € Aut(FP,) mit ¢ Hol,(A) = Hol,(B)¢
fiir alle v : S — M mit v(1) = « existiert. Nach der Proposition erhalten wir dann
[A] = [B] € R(P).

o Surjektivitat: Sei  : M — M die universelle Uberdeckungs-Projektion und # € 7~ 1(z).
Dabei ist M ein Hauptfaser-m; (M ; x)-Biindel, wobei die Fundamentalgruppe 71 (M; x) die
diskrete Topologie besitzt. Die Wirkung von 71 (M; z) ist durch

a-[y]:=%(1)
bestimmt, wobei 7 : [0, 1] — M eine stetige Kurve mit 7 04 =~ und (0) = & ist.

Ubung: Fiir § € M und zwei glatte Schleifen y1,72 : S — M mit y1(1) = ~2(1) gilt
(7)) 2] = g0l

Sei dann p : 7r1(~]\4 ;) — G ein Gruppen-Homomorphismus und definiere weiter das
G-Biindel P := M x,G. Dann ist f : M — P’ ein Biindel-Homomorphismus und M hat
einen eindeutigen (flachen) Zusammenhang A. Setze B := f(A), dann ist B ebenfalls flach,

da fiir V' C M offen und o € I'(M) die Zusammenschaltung f oo € I'(P|y) horizontal ist.
Ist dann u = [z, 1], so gilt

Hol%(B) = p(HolZ(4)) = p(["]) ,

also ist Hol"(B) = p : m1(M;x) — G und dies liefert die Surjektivitat.
Damit ist das Theorem bewiesen. O

7.6 Zusammenhange in Tensorprodukten

Betrachten wir nun zwei komplexe Linien-Biindel L; und Lo, dann liefert L1 ® Lo ein neues
komlexes Linien-Biindel. Eine interessante Frage ist dann, wie die erste Chern-Klasse ¢1 (L1 ® Lg)
des Tensorprodukts aussieht. Dazu ist es notwendig, dass wir uns zunéchst allgemein mit den
Zusammenhéngen von Tensorprodukten beschéftigen.

Proposition 145: Seien E——M und E'—"—M zwei komplexe Vektorbiindel mit den Zusam-
menhdngen V und V'. Dann gibt es einen eindeutigen Zusammenhang V in E® E’, sodass fiir

alle Schnitte s € T'(E) und t € T'(E') gilt

V(is®t)=Vs@t+s®V't.
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Beweis. Auf einer offenen Teilmenge U C M seien {s;} und {t;} die lokalen Schnittbasen zu
E|y und E'|y. Einen beliebigen Schnitt des Tensorprodukt-Biindels £ ® E' — M konnen wir
dann lokal als Z” fij si ® t; fiir glatte Funktionen f;; : U — C darstellen. Es sei dann

@ wa 8i®tj = Z [df” ®Si®tj —l—fij(VSZ’ ®tj +Si®vltj)] R (72)
i,J 2%

so erhalten wir die Eindeutigkeit des Tensorprodukt-Zusammenhangs V, falls er existiert. Um-
gekehrt definiert ((7.2) einen giiltigen Zusammenhang in £ ®E" — M, wir konnen die Gleichung
daher als Definition von V auffassen. Es gilt dann
V(fsi®gt;)) =V(fgsi@t;) =d(fg) @s; @t; + fg(Vs; @t; + 5@ V't))

=g(df) ® si @ t; + f(dg) ® si @ t; 4+ fgVsi @t + fgs; @ V't

= [(df) @ s; + fVsi] @ gt; + f[(dg) @ s; @ t; + g 5; © V't;]

= [(df) ® si + [Vsi] @ gtj + [5i @ [(dg) @ t; + gV't]

=V(fsi)®gt;+ fsi®V'(gt;),
also erfiillt V die geforderte Eigenschaft der Aussage. Da V lokal eindeutig und wohldefiniert ist,

und Zusammenhénge in Vektorbiindeln lokale Operationen sind, erhalten wir auch die globale
FEindeutigkeit und Existenz. O

Proposition 146: In der vorigen Situation gilt fir die Krimmung des Tensorprodukts
F@ . (S®t) = (Fvs) Rt+s® Fyt .

Beweis. Es sei daran erinnert, dass Fy € Q*(M,End(E)) ist, d.h. es liegt Fys € Q*(M; E). Da
es sich hier um eine lokale Aussage handelt, kbnnen wir von M = R™ ausgehen, d.h. es gilt fiir
die Kriimmung des Zusammenhangs (vgl. Beispiel von Seite

Fy = Z(dmi Ndzxj) ® Fj
i<j

fiir Schnitte F;; € T'(End(E)), also Fy; : E — E. Wir wissen bereits, dass Fj; = [V;, V] fiir
V;:=V _o gilt. Unter Verwendung von

dw;
(ViVi)(s®t) =ViVjs@t+ Vis@ Vit + s®@ ViVt + Vs ®@ Vit
folgt dann fiir die Komponenten der Kriimmung des Tensorprodukts
Fi(s®t)=[Vi,Vil(s®t) = (V;V; = V;Vi)(s @) = [V;, Vj]s @t + s ® [V}, V]t .
Also erhalten wir Fijs Rt=Fijjs@t+s® FZ-’jt. O

Korollar 147: Seien L—M und L'W—I>M zwei komplexe Linien-Bilindel mit den Zusammen-
hingen ¥V und V', dann gilt fiir die Krimmung

Fygv = Fy + Iy,

wobei V ®@ V' der kanonisch induzierte Zusammenhang in L ® L'~ M ist. Insbesondere folgt
fiir die eingangs formuliere Frage dann c1(L ® L') = c¢1(L) + ¢1(L') € H?(M;C).
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Beweis. Seien s € I'(L) und s’ € T'(L) zwei glatte Schnitte der Linien-Biindel, dann folgt
Fogv - (s®s)=Fys®@s +s@ Fys = (Fy + Fy)(s® §)
mit Fy, Fyr € Q2(M;C). Damit folgt bereits die Aussage. O
Sei G eine Gruppe und M eine Mannigfaltigkeit, dann definieren wir die Menge
Pring(M) := {Isomorphismen—Klassen von Hauptfaser-G-Biindeln iiber M } ,

Insbesondere ist Pring, (¢) (M) = Pringx (M) die Menge der Isomorphismen-Klassen komplexer
Linien-Biindel. Dies ist eine abelsche Gruppe unter dem Tensorprodukt, wobei das Inverse durch
das duale Biindel L* gegeben ist, da L* ® L = Hom(L, L) = M x C als triviales Biindel iiber
M das neutrale Element ist. Also ist

c1 : Pringx (M) — H?(M;C)
ein Gruppen-Homomorphismus, von dem wir im Folgenden den Kern bestimmen werden.

Lemma 148: Sei P-——M ein Hauptfaser-G-Biindel und V ein Vektorraum. Weiter sei die
Abbildung p : G x V x [0,1] — V eine glatte Homotopie, sodass

pr i GXV —V

fiir jedest € [0,1] eine Darstellung der Gruppe G auf V' liefert. Dann ist P x ,, V—M isomorph
wu P x, V—M als Vektorbiindel.

Beweis. Setze E := (P x [0,1]) x,V = (P x [0,1] x V) /G, dies ist ein Biindel iiber M x [0, 1],
wobei die Gruppe G durch

g- (u,t,v) = (tgilata Pt(Q,"U))

wirkt. Wihle dann einen Zusammenhang in E, dann liefert uns die Holonomie in [0, 1]-Richtung
einen Isomorphismus F|psy o1 = E‘Mx{l]w O

Satz 149: Sei L—+M ein komplezes Linien-Biindel, dann sind die folgenden vier Aussagen
Gquivalent:

1. Fiir die erste Chern-Klasse gilt ¢;(L) =0 € H?*(M;C).
2. Das Biindel L hat einen flachen Zusammenhang.
3. Das k-fache Tensorprodukt L®* ist ein triviales Biindel fir ein k € N.

4. L%k st trivial fir k = ‘Tor (Hl(M;Z))|, wobei damit die Ordnung der Torsion der Ho-
mologiegruppe gemeint ist.

Beweis. o ,2. = 1. Dies ist trivial, da wir ¢;(L) = [—Qiva] definiert haben.
e 1. = 2. Sei V ein beliebiger Zusammenhang in L. Dann ist ¢ (L) = 0 dquivalent dazu, dass
es ein a € QY(M;C) mit da = Fy gibt. Folglich ist die Kriimmung Fy_, = Fy — da = 0, sodass
V — a ein flacher Zusammenhang ist.
e 3. = 2 Wenn das k-fache Tensorprodukt L®* trivial ist, dann besitzt es den trivialen
Zusammenhang - man beachte dazu die Bijektion (vgl. Beispiel von Seite

A(L) S5 A(L8FY
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7.6 Zusammenhange in Tensorprodukten

Da die Kriimmung multiplikativ ist, d.h. Fger = kFy, folgt die Aussage.

e 4. = 3. Trivial.

e .2. = 4. Wenn L— M einen flachen Zusammenhang besitzt, dann existiert eine Darstellung
p: m(M;xz) — C* = GL;(C) der Homotopiegruppe, sodass L = M x, C gilt, wobei M der
universelle Uberdeckungsraum sei. Dann erhalten wir das kommutative Diagramm

w1 (M;x) & Ccx .
\ - /
H\(M;Z) = m1/[m1,m1]

Analog erhalten wir L®* = M x o+ C und damit das Diagramm

k

1 (M;x) C*

| |

Hy(M;Z) ——— Hy(M; Z)

Wenn wir dann die Torsion aus den Homologiegruppen herauskiirzen, so erhalten wir eine freie
abelsche Gruppe H;(M;Z)/Torsion = ZM) und damit das Diagramm

k

w1 (M;x) & cx* .
\ /
7b1(M)
Sei dann ey, ..., e, eine Basis fiir Z"(M)_ fiir jedes j wihle eine glatte Kurve 7 : [0,1] — C*

von o(ej) nach 1. Dies definiert eine glatte Abbildung
r:[0,1] x m(M;z) — C* ,

sodass 7(t, .) ein Gruppenhomomorphismus fiir alle ¢ ist. Insbesondere gilt (0, .) = p* und
r(1, .) = 1, sodass wir eine glatte Homotopie p* ~ 1 erhalten. Dann folgt

L®k:M®kazM®1C:M><(C,
also ist L®* ein triviales Linien-Biindel iiber M. O

Bemerkung: Wie wir bereits wissen, hat die erste Chern-Klasse ¢1(L) einen natiirlichen Lift
nach H?(M;Z). Gleichzeitig ist aber

¢1 : Pringx (M) —s H*(M;Z)
auch ein Gruppen-Isomorphismus. Fiir den Kern des Koeffizientenwechsel-Homomorphismus gilt
ker [H*(M;Z) — H*(M;C)| = Tor (H*(M;Z)) = Tor (H1(M;Z)) .

Proposition 150: Set P — M ein Hauptfaser-G-Biindel, wobei die Gruppe G abelsch sei,
und A ein flacher Zusammenhang in P. Auferdem sei v : S' — P eine stetige Schleife mit
z =7(1). Gilt dann v.[S'] =0 in Hy(M;Z), so gilt Hol,(A) = 1d.
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7 Holonomie

Beweis. Da die Gruppe G abelsch ist, konnen wir direkt das Diagramm

Hol(A) : 71 (M;x) Aut(Py) =G
Hy(M;Z)
betrachten und erhalten die Aussage. O

Proposition 151: Sei T? = R?/7? ein Torus und D C T? das Bild der offenen Kreisscheibe
(D% 5)° C R? vom Radius % nach Quotientenbildung. Ist dann G eine Lie-Gruppe, so sind die
folgenden beiden Aussagen dquivalent:

1. G st nicht abelsch.

2. Es existiert ein G-Biindel P — T2\ D mit einem flachen Zusammenhang A, sodass
Holya(A) # 1d gilt.

Beweis. o ,2. = 1. Dies folgt nach der vorangegangenen Proposition.

o 1. = 2% BEsgilt T2\ D = St v S also ist 71 (T2 \ D) eine freie Gruppe auf {a, 3} und
v ~ B~ ta~"'Ba. Die Gruppe G ist genau dann nicht abelsch, wenn es einen Homomorphismus
p:m(T?\ D) — G mit p(vy) # 1 gibt. O

7.7 Flache SO(3)-Zusammenhinge iiber dem 2-Torus

Wir wollen die Eigenschaften des 2-Torum im Folgenden noch ein wenig weiter studieren. Fiir
die Fundamentalgruppe eines 2-Torus 7?2 gilt m1(T?) = Z & Z beziiglich jeden Stiitzpunkts.

Proposition 152: Es existiert ein eindeutiges Element von Hom (Z ® Z,S0(3))/SO(3), wel-
ches einem flachen Zusammenhang in einem nicht-trivialen SO(3)-Biindel P —s T? entspricht.

Beuweis. Sei R := Hom (Z ® Z,50(3)) = {(z,y) € SO(3)? : 2y =y} die Menge der miteinan-
der kommutierenden SO(3)-Gruppenelemente. Weiter definiere

R {(x ) ER: es existiert ein glattes a : [0, 1] — SO(3)? mit}
0 -— ’

“a(0) =(1,1), a(1) = (z,y) und im(a) C R
als die Menge der Elemente von R, die sich durch einen glatten Weg miteinander verbinden

lassen. Dann ist fiir (z,y) € Ry das zugehorige Biindel P, —7T? trivial. Wir kénnen dann eine
Fallunterscheidung vornehmen:
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7.7 Flache SO(3)-Zusammenhinge iiber dem 2-Torus

1. Fir x =1 oder y = 1 folgt (z,y) € Ry, dies ist offensichtlich
2. Sind z,y # 1, dann kénnen wir bis auf Konjugation annehmen, dass

1 0 0
z=10 cosf —sind
0 sinf cos@

gilt, fiir y folgt damit dann

10 0 -1 0 0
y= 1 0 Rotation oder y=1 0
0 AeSO(2) 0 Spiegelung

Um dies zu sehen, gehe wie folgt vor: Bis auf Konjugation kénnen wir von y = diag(1,1, —1)
ausgehen. Wegen zy = yx folgt dann sinf = 0 und damit = = diag(1, —1,—1).

Behauptung: Das SO(3)-Biindel P—"»T2, welches der Darstellung x = diag(1, —1,—1) und
y = (—1,1,—1) entspricht, ist nicht-trivial.
Beweis: Wenn P trivial ist, dann existiert ein Lift zu einem Sp(1)-Biindel @ geméf

N

wobei 7 : Sp(1) —» SO(3) eine zweifache Uberlagerung ist. Der flache Zusammenhang in P wird
zu einem flachen Zusammenhang in @ geliftet, und entsprechend die Darstellung p : 71 (1?) —
SO(3) zu einer Darstellung nach Sp(1) geméfs

Sp(1)

O iw’

SO(3)

P,

™

m(TH =707

p

Folglich existieren dann o, € Sp(1) mit af = fBa, m(a) = z und 7(B) = y. Dabei ldsst
sich Sp(1) als Einheitssphére in H = R @ Hj auffassen. Setzen wir dann « := aj + bje; und
B = ag + baes, so gilt fiir das Quaternionen-Produkt

af =ajas — b1b2<61, 62> + arboes + asbier + b1b2(61 X 62)

Dann ist die Kommutationseigenschaft o = Sa dquivalent zu e; X eo = 0, d.h. es gilt e; = +eo,
also haben die Matrizen x und y dieselbe Rotationsachse. Betrachten wir aber noch einmal die
beiden Diagonalmatrizen der Behauptung, so ist klar, dass dies nicht der Fall sein kann. Also
muss die Annahme, dass P ein triviales Biindel ist, falsch sein. ]

Bemerkung: Wenn ¥ eine zusammenhédngende, geschlossene, orientierte 2-Mannigfaltigkeit
ist, dann existieren fiir n > 3 genau zwei Isomorphismen-Klassen von SO(n)-Biindeln iiber ¥,
die sich durch die zweite Stiefel-Whitney-Klasse

wy(P) € HX(Z,Z/2) = Z./2

unterscheiden lassen.
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7 Holonomie

1985 wurde eine dhnliche Konstruktion von Mannigfaligkeiten der néchsthéheren Dimension
entdeckt. Ist Y eine geschlossene, zusammenhéngende, orientierte (siehe néchstes Kapitel) 3-
Mannigfaltigkeit mit H;(Y;Z) = 0, dann kann die Casson-Invariante A(Y) als

MY) = #(Rysu \ 1) €2

angegeben werden, wobei 1 fiir die triviale Darstellung und ,,# fiir das Zahlen der Elemente
mit Vorzeichen steht. Eine niitzliche Einfiihrung in diese Invariante ist etwa in [Sav99) zu finden.
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8 Charakteristische Klassen

8.1 Chern-Klassen

Als néchstes werden wir charakteristische Klassen vom differentialgeometrischen Blickpunkt aus
studieren. Als Referenz sei auf [MS74] verwiesen.

Sei E-=+M ein komplexes Vektorbiindel vom Rang n. Wir werden dann Cohomologieklassen
cx(E) € H?¢(M;C) fiir k = 0,...,n definieren. Wihle dazu einen Zusammenhang V im Biindel
E und eine offene Teilmenge U C M mit einer Basis von Schnitten sq,..., s, fir E|y. Mit ihrer
Hilfe definiere Abbildungen

si  j=k
0 : sonst

)

eij : Elv — Elu sodass eij(sg) = {

dann kénnen wir den Zusammenhang fiir ;; € Q?(U; C) lokal als

V= ZQU X ejj P(E’U) — F(T*U & E‘U)

0,

darstellen. Dann ist Q := (€;;) eine n x n-Matrix von 2-Formen auf U, und es gilt

det(1l +£Q) = > 504 ()

k=0

fiir entsprechende Koeffizienten o1,(Q) € Q2*(U;C). Beim Wechsel der Schnittbasis {s;} muss
Q durch AQA~! fiir ein passendes A : U — GL,(C) ersetzt werden, d.h. es gilt

O'k(Q) = O'k(AQAil) ,
also ist 0j(Q) unabhiingig von der Wahl der Schnittbasis. Folglich liegt o (Q2) € H?*(M;C).

Lemma 153: Fir die duflere Ableitung der Koeffizienten-2-Formen gilt do,(€2) = 0.

Bewets. Zu einer gegebenen offenen Teilmenge U C M mit € U kénnen wir eine die Schnitt-
basis s1,..., s, so wihlen, dass diese kovariant konstant bei = sind, d.h. es gilt dort Vs; = 0.
Damit erhalten wir auch Ve;; = 0 bei z, in dem wir V auf e;;s; = s; anwenden. Mit dem
Bianci-Theorem folgt dann

0=dvyFy = Z(dQZ‘j) R e + Z Qij A Ve;; bl Z(inj) ® €5 ,
i,j i,J ,J
also gilt d€;; = 0 bei z. Fiir a; € Q" (M;C) mit da; = 0 bei  fiir alle j gilt im Allgemeinen
dann auch

d(Oél/\"'/\Oéj):Z€j0¢1/\"'/\0&j71/\dOéj/\OéjJrl/\"'/\Oér:0
J

bei z, also erhalten wir damit doy(2) = 0 bei x. O
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8 Charakteristische Klassen

Lemma 154: Sei V ein Zusammenhang im Biindel E — M und f : M' — M eine glatte
Abbildung in den Basisraum, dann gilt mit V' := f*V die Natiirlichkeit

oY) = fror(Q) ,
wobet 0 := Qy und Q' := Qg bezeichnet.

Beweis. Sei s1,..., Sy, eine Basis von Schnitten in E|y, dann liefert s; := f*s; eine Basis von
Schnitten im Pullback-Biindel f*E|;-1(yy. Damit erhalten wir dann lokal

Vs; = Zwij ® 8; und V's;- = Z ffwij ® s
i i

und fiir die Kriimmung ergibt sich dann

Fij = d2V8j = Z dv(wi]’ &® Si) = Z(dwij @ 8; — wij N VSZ)

(2

= Z (dwij ® 8; + Z(Wlm A Wij) ® Sk)
i k

= Z (dww + Z(wlk A Wk])) X S,
i k

also folgt Q = dw + w A w und véllig analog Q' = dw’ + w’ A w’. Damit erhalten wir dann
A =d + AN =dffw+ ffwA ffu= fdo+ ff(wAw)
= ffdw+wAw) = f"Q,
und damit ist die Aussage des Lemmas bewiesen, da die o4 (2) Polynome in §2 sind. O

Lemma 155: Die Cohomologie-Klasse [0y (2)] € H?*(M;C) ist unabhingig von der Wahl des
Zusammenhangs V.

Beweis. Seien V und V'’ zwei Zusammenhinge im Biindel £—"-M. Definiere dann einen wei-
teren Zusammenhang V in R x E——»R x M durch Linearkombination

Vi=(1-t)mV +tmV' |

wobei 79 : R x M —» M eine Projektion ist. Fiir der Inklusion j; : M < R x M mit z — (¢, )
erhalten wir dann

GV = (L= 0)j;msV + tjimV = (1 - )V + V' .

Inbesondere gilt dann jg@ =V und ]f@ = V/, also folgt o1 (Q) = jgak(fl) und damit erhalten
wir dann

[0k ()] = G low()] = 57 low(@)] = [ox ()] -
Damit ist die Aussage gezeigt. O
Definition 156: Wir definieren die k-te Chern-Klasse eines komplexen Vektorbiindels E—— M

durch

1

Ck(E) = W[

or(Q)] € H*(M;C) .
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8.1 Chern-Klassen

Bemerkung: Ahnlich wie bei der schon im Vorfeld definierten ersten Chern-Klasse existiert
auf fiir alle anderen ci,(E) ein natiirlicher Koeffizienten-Lift zu H?*(M;Z).

Proposition 157 (Natiirlichkeit): Sei E-"—+M ein komplexes Vektorbiindel und die Abbil-
dung f : M' — M wvon Basisriumen glatt, dann gilt

[ren(B) = er(fTE) -

Proposition 158 (Produkt-Formel): Seien E—"—M und F"™5M zwei komplexe Vektor-
biindel, dann gilt

k
HEGF) =Y ¢(E) — cxy(F) .
7=0

Definieren wir weiter ¢(E) =)
Klasse, so gilt

i¢i(E) € @, HI(M;C) =: H*(M;C) als die totale Chern-

(E@F)=c(E)(F) .

Beweis. Wahle zwei Zusammenhénge V bzw. V' in F und F', definiere damit dann einen neuen
Zusammenhang @ in der Whitney-Summe F & F durch

Vo(s @ s) := (Vys, Vis)

fir s e I(E), s € I'(F) und v € TM. Sei dann U C M offen und sy, ..., s, eine Basis von

Schnitten in E|y und entsprechend s, ..., s, eine Basis von Schnitten in F|y. Definiere dann
t— (Sjao) s 1<j<m
0,8 ,) o m+1l<j<m+n

dies liefert eine Schnittbasis fiir (F @ F)|y. Wir erhalten dann Matrizen w, «’ und @ der zuge-
horigen 1-Formen, wobei

@:% und Q:%

gilt. Wenn wir dann schlieflich noch die Gleichheit

Z t* o1 (Q) = det (1 +tQ) = det(1 +tQ) det (1 +£9') = (Z tkok(9)> (Z tkok(Q’)>
k

k

betrachten, erhalten wir die Behauptung. O
Korollar 159: Wenn das Bindel F — M trivial ist, so gilt cx,(E ® F) = ¢ (E).

Proposition 160: Sei E* = Hom(E,C) das duale Biindel zu E — M, dann gilt fir die
Chern-Klasse davon cx(E*) = (—1)kci(E).

Beweis. Sei V ein Zusammenhang in F/, danne existiert ein eindeutiger Zusammenhang V* in
E*, sodass fiir alle ¢ € T'(E*) und s € T'(F)

d(ps) =V ¢-s+¢p-Vs
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8 Charakteristische Klassen

gilt. Sei weiter sy, ..., Spy eine Basis von Schnitten fiir £y und s7, ..., s}, die Schnittbasis des
dualen Biindels E*|;;. Wegen ss; = d;; erhalten wir dann

0=d(s;js;) =V"s; -sj+s; - Vsj = g WEiSk - S5+ 8; g WkjSk = W; + wij
k k

also erhalten wir die Schiefhermitizitit w}; = —w;; bzw. kiirzer w* = —wt. Ahnlich folgt dann

ij = dw;} + wak A w,’;j = —dwﬁ + Zwki N Wik
k k

= —dwji — ijk Nwii = —Qj;
k

sodass auch hier Q* = —Qt folgt. Damit erhalten wir dann
det(1L +tQ*) = det(1 —tQ") = det(1l —tQ) ,

also folgt 01, (Q*) = (—1)*0(Q). O

8.2 Pontrjagin-Klassen

Sei E — M ein reelles Vektorbiindel mit dem Zusammenhang V und sq, ..., s, eine Basis von
Schnitten in F|y. Dann gilt

F(V)'Sj:ZQij®5i

fiir Q;; € Q2(M). Wir werden nun o4 (2) € H*(M;R) definieren, wobei man den Unterschied
der Koeffizienten beachte (die Pontrjagin-Klassen lassen sich als reelles Analogon der Chern-
Klassen auffassen).

Lemma 161: Fiir ungerades k ist [0,(Q)] = 0 in H**(M;R).

Beweis. Wir werden spéter zeigen, dass E* = E auf nicht kanonische Weise gilt. Mit dem bereits
bekannten [0 (2*)] = (—=1)*[04(Q)] folgt dann die Aussage. O

Definition 162: Die k-te Pontrjagin-Klasse sind dhnlich der Chern-Klassen fiir k = 0,. .., [ 5]
als

pi(E) = (%1)%[0%(9)] ¢ B (M:R)

definiert. Fiir 2k > n gilt pi(E) = 0.

Proposition 163: Der Zusammenhang zwischen Pontrjagin- und Chern-Klassen wird durch
die Beziehung py(E) = (—1)*cor(E ®r C) hergestellt.

Beweis. Sei V ein Zusammenhang in E und E der induzierte Zusammenhang in E @ C. Fiir
se€'(E) und f: M — C gilt dann

V(sQf)=Vs®Q f+s®df .
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8.2 Pontrjagin-Klassen

Wihle dann weiter eine Basis von Schnitten s, ..., s, auf I'(F|y), dann ist s1 ® 1,..., 8,1
eine Basis von I'((E ® C)|y), und wir erhalten

F(V)(s;@1) = F(V)s; @ 145,801,

also gilt Q = Q. Durch eine weitere Rechnung erhalten wir dann

1 ~ (—1)k
cor(E®C) = W[U%(Q)] = o) o2k ()] = (=1)pk(E) ,
und damit ist der Zusammenhang gezeigt. O

Definition 164: Sei E — M ein reelles Vektorbiindel. Eine Euklidische Metrik auf F ist
ein glatter Schnitt von E* ® E*, welcher ein inneres Produkt auf jeder Faser £, fiir p € M
definiert.

Bemerkung: Wenn {s;} eine Schnittbasis von E|y fiir U C M offen ist, dann kénnen wir durch
das Gram-Schmidt-Verfahren eine Orthonormalbasis von Schnitten {t;} erhalten, sodass {t;(p)}
eine Basis fiir E,, fiir jedes p € U liefert. Auf diese Weise erhalten wir eine lokale Trivialisierung
E|y — U x R™, welche das innere Produkt beibehalt.

Proposition 165: Jedes reelle Vektorbiindel besitzt eine FEuklidische Metrik.
Beweis. Folgt unmittelbar durch eine Zerlegung der Eins. O

Proposition 166: Sei V ein Zusammenhang in einem Fuklidischen Vektorbindel, dann sind
die folgenden drei Aussagen dquivalent:

1. Fiir jede glatte Kurve vy : [0,1] — M st Hol, (V) : E gy — E, (1) eine Isometrie.
2. Fir alle glatten Schnitten s,t € I'(E) gilt
d(s,t) = (Vs,t) + (s, Vi),
also insbesondere X (s,t) = (Vxs,t) + (s, Vxt) fir alle X € X(M).

3. Ist U C M eine offene Teilmenge und s1, ..., s, eine Orthonormalbasis von Schnitten auf
E|y, so gilt

Vsj = Zwij X S;
[

fiir wij € Ql(U) mait Wij = —Wj.

Wenn eine dieser (dquivalenten) Bedingungen erfillt ist, dann nennen wir den Zusammenhang
V orthogonal bzw. mit der Metrik kompatibel.

Beweis. o ,2. < 3. Fiir jeden Schnitt s,t € I'(E|y) fiir U C M offen gilt
Q(s,t) = (Vs,t) + (s, Vt) — d{s,t) € QU) .

Damit folgt Q(s;,s;) = <Zk Wi Ok sj> + <si, Dok Wi ® sk> = wj; + wjj;, dies beweist bereits die
Richtung 2. = 3..
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8 Charakteristische Klassen

Fiir den umgekehrten Weg sei f € €>(U) eine glatte Funktion und s,t € I'(E|y) glatte
Schnitte. Dann erhalten wir

Q(fS,t) = fQ(S7t) = Q(S7ft) )

also gilt @ = 0 genau dann, wenn Q(s;, s;) = 0 fiir alle 7 und j gilt. Damit ist die Aquivalenz
dieser beiden Aussagen gezeigt. e 2. = 1.“ Durch vy,...,v, sei eine Orthonormalbasis von
E. 0y gegeben, dann gibt es eindeutige Schnitte s1,...,s, € I'(y*E), sodass

5i(0) = v; und V'si =0

fiir V' := 4*V gilt. Dieses V' erfiillt die 2. Eigenschaft, da 3. unter Pullbacks erhalten bleibt
[raussuchen!|. Also gilt fiir (s;, s;) : [0,1] — R dann

d(si,sj) = (V'si,sj) + (s, V'sj) = 0.
e 1. = 2. Dazu verwende die Beschreibung von Vs durch Holonomie. O

Definition 167: Sei V ein Euklidischer Vektorraum, dann definieren die Lie-Algebra der SO(V')
durch

so(V) = {S € End(V) : (Sv,w) + (v, Sw) = 0 fiir s,w € V} .

Ist weiter &£/ — M ein Euklidisches Vektorbiindel, so ist so(E) := [, {p} xso(Ep) C End(E)
ein Unterbiindel.

Proposition 168: Sei E — M ein Fuklidisches Vektorbindel und V ein orthogonaler Zu-
sammenhang in E, dann g¢ilt

Ao(E) = {orthogonale Zusammenhinge in E} = V + Q! (M;so(E)) .

Beweis. Es existiert eine entsprechende Abbildung, die Injektivitat ist klar, die Surjektivitét
folgt aus der letzten Proposition. O

Proposition 169: Ist V ein orthogonaler Zusammenhang in E, so gilt F(A) € Q2 (M; so(E)).

Beweis. Sei s, ..., sy eine lokale Basis von Schnitten und Vs; =) w;; ® s;. Mit

i k

folgt dann €Q;; = —2;;. O

Definition 170: Sei E — M eine Euklidisches Vektorbiindel vom Rang n, denn definiere
Py(E) als Biindel der orthonormalen Rahmen in E, dies ist ein Hauptfaser-O(n)-Biindel

Py(E), = {lineare Isometrien R" — Ej,}

fiir alle Punkte p € M.

Proposition 171: Es ist E = Py(E) Xo(n) R™ und A VA liefert eine Bijektion
{Zusammenhdnge mn PO(E)} Ly {orthogonale Zusammenhdnge in E} .

Beweis. Es gilt gp(p) = so(E) und VATe = da + VA O
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8.3 Orientierungen

Die GL,(R) hat ldsst sich bezliglich der Determinante in zwei Zusammenhangskomponenten
zerlegen. Es bezeichne

GL!(R) :={S € M (R) : det S > 0} ,
dann gilt GL,,(R)/ GL(R) = Z/2. Sei dann E — M ein reelles Vektorbiindel, dann definiere
O(E) := PoL(E)/GL! (R) ,

dies ist ein Hauptfaser-Z/ 2—Biinde1 Dieses Biindel O(E) liefert eine Orientierungs-Uberdeckung
von E, wobei O(E) —s M eine zweiblittrige Uberdeckung ist.

Definition 172: Einen Schnitt von O(FE) bezeichnen wir als Orientierung des Biindels E.
Dies ist das gleiche wie die Spezifizierung einer Orientierung in jeder Faser E,, die stetig mit p
variiert.

8.4 Euler-Klasse

Zu jedem orientierten reellen Vektorbiindel £ — M vom Rang 2n werden wir in diesem
Abschnitt eine Cohomologieklasse e(E) € H*"(M;R) definieren. Um dieses e(FE) zu defineren,
wéhle zuerst eine FEuklidische Metrik auf £ und einen dazu kompatiblen Zusammenhang V,
sodass F(V) € Q*(M;so(E)) liegt.

Ist dann V' ein beliebiger endlichdimenaler Raum von inneren Produkten

VxV —R (z,y) — (Sx,y) ,

dann erhalten wir einen linearen Isomorphismus so(V) 2 A%2(V*) = A%V, also gilt so(E) = A2E
und

F(V) € Q*(M;so(E)) = I(A*(T*M) ® so(E)) = T(A*(T*M) ® A°E) .

Dabei ist A*(T*M) ® A*E das faserweise Tensorprodukt von Algebren, d.h. ein Biindel von
Algebren. Fiir jede k > 1 liegt schlieflich noch

F(V)* e T(AK(T*M) @ A**E) = Q% (M; A**E) .
Es gibt dann einen eindeutigen Zusammenhang V in A*E, sodass gilt
e V=V auf A'E,
o V(e AB)=VaAB+aAp fir alle a, § € A*E.
Damit erhalten wir dg : Q" (M; A*E) — Q"*1(M; A*E), welches eine Schief-Derivation geméaf
dg(p AY) =dep A+ (—1)"p Adegt)

fir o € Q"(M;A*E) und ¢ € Q*(M; A*E) ist.

'Dazu beachte, dass fiir ein G-Biindel P — M und eine normale abgeschlossene Untergruppe H C G der
Quotient P/H allgemein ein Hauptfaser-G/H-Biindel ist.
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8 Charakteristische Klassen

Es sei nun ein Zusammenhang V im reellen Vektorbiindel E gegeben, dann wollen wir einen
derartigen Zusammenhang V in A¥E konstruieren. Dazu sei s1, ..., s, eine Basis von Schnitten
von E, sodass {s;, A -+ A 8, }i<..<i, eine Basis von Schnitten von A¥E ist. Die Definition von
\Y, erfolgt dann durch die Forderung, dass es die beiden zuvor genannten Bedingungen erfiillt
sein sollen.

Ein alternativer Weg zur Konstruktion sieht wie folgt aus: Zunéchst einmal sei

E =PeL(E) xgL,y R"  und  AYE = P (E) xgL,® A*(R") |

jeder Zusammenhang in Pg (E) liefert dann einen Zusammenhang in A*E. Dies zeigt insbeson-
dere die Existenz und Eindeutigkeit.

Seien nun E; — M fiir j = 1,2, 3 drei Vektorbiindel mit den Zusammenhéangen V; fiir Eq,
Vy fir By und V fiur F3. Aufierdem sei Ey ® Fo — E3 ein Homomorphismus. Fiir s € T'(E})
und ¢ € I'(E2) gilt

V(st)=Vs-t+s-Vt,

und damit erhalten wir fiir a« € Q"(E}) sowie 5 € Q*(Fs) wieder die Schief-Derivations-Regel
dv(aAp)=dy,a AB+ (—1)"aNdy,S .

Fir unsere Konstruktion betrachten wir dann im Weiteren F; = Ey = F3 = A*E.

Lemma 173: Fiir alle k > 1 gilt de F(V)* = 0.

Beweis. Das Lemma folgt durch Induktion {iber k, wobei fiir den Induktionsschritt

de F(V)" = deF(V) AF(V)F + F(V) Ade F(V)*
N——

0 nach Bianci

durch eine explizite Berechnung folgt. O
Proposition 174: Fir f € I(H,F) gilt (f o p.)[P] = f]Q] € H?**(M;F).

Beweis. Betrachte (f o p,)[P] = (%)(FA) = f(Fp) = f|Q]. O

Proposition 175: Sei E — M ein komplexes Vektorbiindel vom Rang n, dann ist liegt die
k-te Chern-Klasse cx(F) € H?*(M;C) im Bild von H?*(M;R).

Beweis. Wihle eine hermitesche Metrik auf F, denn sei Py(FE) das Biindel der unitédren Rahmen
(dies ist ein Hauptfaser-U(n)-Biindel), wobei die Fasern durch

Py(E); = {unitdre Abbildungen C" — E, }

gegeben sind. Folglich ist Py(E) — PgL.(F) ein Biindel-Homomorphismus beziiglich der Grup-
pe U(n) C GL,(C), denn es gilt u(n) := LieU(n) C gl,,(C) := Lie GL,,(C) = M,,(C). Dabei gilt
u(n) = {S € M,,(C) : S* = —S}. Betrachte dann die Abbildung

i_kcrk

u(n) C M, (C) C

Fiir alle Matrizen S € u(n) existiert dann ein 7' € U(n) mit der Diagonalisierungseigenschaft

i
TST ! =
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fiir A\; € R. Es gilt dann

n

> or(s)th = det(1 +£8) = det(1+TST 1) = [ (1 + tide) |
k=0 k=1

also liegt i %0, (S) € R. Effektiv haben wir also nun die Situation

u(n) C M, (C)
(o
RcC
konstruiert. Es folgt dann mit der Definition der oy (FE)
(2m)fox(E) = i Fox[PoL. (E)] = i "ox[Py(E)] € H**(M;R) ,

und damit haben wir die Aussage gezeigt. O

Definition 176: Sei nun V ein orientierter Euklidischer Vektorraum der Dimension m. Eine m-
Form w € A™V = R heift Volumenform, wenn fiir eine positiv orientierte Orthonormalbasis
€1,...,e;m von V dann w =e3 A --- A ey, gilt.

Eine Volumenform w ist unabhéngig von der Wahl der Basis: Ist S € End(V'), dann entspricht
Sy : AV — A™V der Multiplikation mit det S, d.h. fiir orthogonale Abbildungen S (also
Basiswechsel) gilt insbesondere det(S) = 1. Fiihrt man dies faserweise in E durch, dann erhélt
man ein w € T'(A?"E). Es gilt dann

F(V)" e T(A*™(T*M) ® A*E) ,

also gilt F(V)" = ¢(V) @ w fiir (V) € Q?**(M). Man kann fragen, ob (V) geschlossen ist. Wir
wissen

0=deF(V)" =de(e(V) ®w) =de(V) @ w + (—1)*"e(V) A dyw
und es gilt dyw = Vw.
Lemma 177: FEs gilt Vw = 0.

Beweis 1. Fiir einen gegebenen Punkt p € M kdnnen wir eine positiv orientierte Orthonomal-
basis s1,...,82, € I'(E|y) in einer offenen Umgebung U C M des Punkts p wihlen, sodass
Vs;j = 0 bei p fiir jedes j gilt. Es ist also (s1,...,s2,) € F(PSO(E|U)), man wéhle diesen
Schnitt horizontal bei p. Dann gilt in U fiir die Volumenform w = s1 A+ - - A s2p,, und damit folgt

2n
bei
Vw:Zsl/\---/\sk,l/\Vsk/\skH/\---/\SQn e:1p0,
k=1

was gerade gezeigt werden sollte. O

Beweis 2. Alternativ kénnen wir w € A2"(R?") als festen Punkt unter der Wirkung von SO(2n)
auffassen, dann definiert w einen kovariant konstanten Schnitt von

A"E = Pso(E) Xso(zn) A" (R*") .

Auf diese Weise erhalten wir dann ebenfalls die Aussage. O
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8 Charakteristische Klassen

Kehren wir nun zur urspriinglichen Konstruktion zuriick, dann erhalten wir mit diesen Er-
gebnissen

0=de(V)@w+e(V)ANdyw =de(V) @ w + (V) /\&:de(V)Q@w )
0

und da die Volumenform iiberall w # 0 erfiillt, muss dann de(V) = 0 sei, also ist (V) geschlos-
sen.

Lemma 178: Die Cohomologie-Klasse [e(V)] € H?"(M;R) ist unabhdingig vom Zusammen-
hang V.

Beweis. Der Beweis ist derselbe wie bei den Chern-Klassen. O

Lemma 179: Es sei Symz := {positive symmetrische n x n-Matrizen}, dies ist eine offene
Teilmenge von der symmetrischen Matrizen Symy. Dann ist die Abbildung

o:Symf — Symf S §?
ein Diffeomorphismus.

Beweis. Nach dem Spektralsatz ist o bijektiv. Man iiberpriife noch, dass dog bijektiv bei jedem
S e Symg ist. O

Wir notieren von nun an o~ !(s) durch /s, man beachte dazu, dass /- glatt ist.

Lemma 180: Es sei (-, - ) eine weitere Euklidische Metrik auf E, dann existiert ein linearer
Automorphismus ¢ : E — E, sodass

(s,1)" = (ps, ot)
fiir alle p € M und s,t € E, gilt.

Beweis. Fiir s’ € E, erhalten wir eine Abbildung (s, -} : E, — R, dann existiert ein eindeu-
tiges s € Ep, sodass (s, -) = (s, -) gilt. Dann gilt also ¢s’ = s, sodass

B, ? E,
zH(zx © %—)(x,-)’
Ep
kommutiert. Mit ¢ := /20 folgt dann (ps, pt) = (?s,t) = (s',t) = (s, t)’. O

Lemma 181: Die Cohomologie-Klasse [e(V)] € H?"(M;R) ist unabhingig von der Metrik.
Beweis. Trivial / Ubung, O

Definition 182: Wir definieren die Euler-Klasse eines reellen, orientierten Vektorbiindels
vom Rang m := 2n als die Cohomologie-Klasse

1

e(E) = W

[e(V)] € H*(M;R) .

Fiir m ungerade setze e(E) = 0 € H™(M;R), wihrend fiir Rang E = 0 die Euler-Klasse durch
e(E) =1¢€ H°(M;R) definiert wird.
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8.4 Euler-Klasse

Proposition 183: Es gilt e(E) = —e(E) wenn E das Biindel umgekehrter Orientierung ist.

Beweis. Nur F(V)" = e(V) ® w wurde die Orientierung verwendet. O

Proposition 184: Seien E; — M fiir j = 1,2 zwei reelle, orientierte Vektorbiindel vom Rang
n;, dann gilt die Produkt-Formel

e(Ey @ Es) = e(Ey) — e(Ez) € H" ™2 (M;R) . (8.1)
Beweis. Definiere n := nj + ny. Wir unterteilen den Beweis in mehrere Falle:

e ny ungerade: Ey®Ey — E1®Fy mit (vq,vg) — (—v1,v2) ist ein orientierungs-umkehrender
Automorphismus, nach der vorigen Proposition gilt also

e(Ey ® Ey) = —e(E1 @ Ey)
beide Seiten der Gleichung verschwinden also.
e ny ungerade: Man geht analog vor.
e n1 = 0 oder no = 0: Trivial.

e n; = 2m; > 2: Definiere m := m1 + my und wihle Euklidische Metriken und kompatible
Zusammenhédnge V; in F;. Dann erhalten wir eine induzierte Metrik und einen kompati-
blen Zusammenhang V = V; & Va. Weiter ist A*E; C A*(Ey & Ep) =: A*E und fiir die
Krimmung gilt

F(V) = F(V1)+ F(V3) € D(A*(T*M) ® A’E) .

Wenn a = F(V1) und b = F(V3) miteinander kommutieren (das tun sie, da alle Formen
von ungerader Ordnung sind), verwende die allgemeine binomische Formel (a + b)" =
>t (T) a/b™ I, Dann gilt

F(V)" = ZO (?)F(Vl)jF(VQ)m_j = W&F(vl)mlF(Vz)m

mit j = m;. Wir haben dann F(V;)™ = e(V;) ® w; und w; A wp = w liefert die Volu-
menform auf £. Dann gilt

1 1
oo (V) = mille(vl) A 7€(V2)
(V) = (V) A (V)
m'(—27r)me © omy!(—2m)m ! ma!(—2m)m2 2
Damit ist die Produktformel fiir die Euler-Klasse bewiesen. O

95



8 Charakteristische Klassen

8.5 Multilineare Abbildungen

Zur Vorbereitung betrachten wir zunéchst kurz polynominale Abbildungen. Dazu sei wie iiblich
der Korper K = R oder C gewihlt. Es seien dann V und W zwei K-Vektorraume endlicher
Dimension. Dann bezeichnen wir

Pol,(V, W) := {homogene Polynom-Abbildung V' — W vom Grad k:} und

Pol(V, W) := {Alle Polynom-Abbildung V — W} = @ Poli (V, W)
k>0

Hat W zusitzlich die Struktur einer (assoziativen, kommutativen) K-Algebra, dann ist Pol(V, W)
ebenfalls eine K-Algebra. Weiter bezeichnen wir mit

Sym (VW) := {symmetrisehe, multilineare Abbildungen V x -+ x V — W} .
k-fach

Ist W eine K-Algebra, dann ldsst sich durch Definition einer Multiplikation
Sym(V, W) x Sym,(V, W) — Sym (VW) (fi9) = [y

frg(vt, . vpy) k+l Z FWo)s - Vo) 9 (Vo(ht1)s - - - s Voitn))

U€6k+l
der Raum Sym(V, W) := @~ Sym;(V, W) zu einer K-Algebra machen.

Proposition 185: Die Abbildung ¢ : Symy(V, W) — Pol,(V, W), definiert durch

£ (onf 100 WHE) = fo,...0)

ist ein linearer Isomorphismus. Ist W zusdtzlich eine Algebra, dann ist ¢ sogar ein Algebra-
Isomorphismus.

Beweis. Wenn W eine Algebra ist, dann ist die zusétzliche Eigenschaft, dass auch ¢ ein Algebren-
Homomorphismus ist, offensichtlich.

Um zu zeigen, dass ¢ ein Isomorphismus ist, konnen wir W = K und V' = K" annehmen.
Wenn x4, ..., x, die Koordinaten in K" sind, dann definiere die Abbildung durch

x - Poly(K", K) = Poly,(K") —» Symk(K")
sz)k‘(x’h?'"7xik)(vla"',vk = k" Z k)lk
c€Gy

fir 1 <4 <ig < --- < i < n, wobei v;; die j-te Komponente von v; meint. Dann gilt
offensichtlich ¢y, o 1), = Id und die Linearitét der Abbildung ist offensichtlich.

Wir miissen nun zeigen, dass dim (Polj,(K™)) = dim (Sym;(K")) gilt. Eine Basis der homo-
genen Polynome vom Grad k in K" ist durch

{@i w1 <ip < <ip <mj}

gegeben. Ein Element von Sym, (K™) ist durch die Werte auf den Einheitsvektoren (e;,, ..., €;,)

flir 1 < i < --- <4 < m spezifiziert, und diese kénnen beliebig gewdhlt werden. Also sind
die Dimensionen gleich und damit erhalten wir eine lineare Bijektion, einen den gesuchten
Isomorphismus. 0
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Seien V' und W nun weiter zwei endlichdimensionale Vektorrdume iiber K = R oder C.
Aufserdem sei eine (kommutative) K-Algebra A und eine symmetrische, multilineare Abbildung
f:V x.--xV — W gegeben, dann betrachten wir

k-fach
(AXV) X x(AXV)— AW
((al,vl), ooy (ag, vk)) — ((al, coyak) @ fug,. .. ,Uk)) ,

wir erhalten also eine neue symmetrischen, multilineare Abbildung. Folglich existiert eine na-
tirlich auftretende Abbildung

und mit dem zuvor bewiesenen Isomorphismus Pol(V, W) = Sym, (V, W) erhalten wir eine ent-
sprechende Abbildung Poly (K™, K) — Pol (A", A) fiir die Polynom-Réume. Der entscheidende
Punkt ist nun, dass wir dem Ganzen eine Basis-unabhéngige Definition gegeben haben.

Um diese Natiirlichkeit noch einmal explizit zu sehen, sei A’ — A ein Algebra-Homomor-
phismus und V, V’ bzw. W, W’ Vektorraume mit den linearen Abbildung V! — V und W’/ —
W. Dann gibt es f € Polg(V,W) und [’ € Poli(V',W’), sodass die folgenden Diagramme
kommutieren:

V’i)W/ V/X"'XV/HW/ (A’@V,)kHA/(@W/
ol = | o | = | o]
VW Voo x VoW (A@ V) AW

Aus dem letzten Diagramm folgt dann trivial die gewilinschte Kommutativitit des Diagramms

AV —s AW .

| o |
AQV ——=AQW

8.6 Chern-Weil-Homomorphismus

Sei G eine Lie-Gruppe, P — M eine G-Biindel und der Kérper K = R oder C. Dann definieren
wir die Menge

I(G;K) := {f € Polg(g,K) : f ist Adg-invariant} ,
zu der wir im Folgenden eine K-lineare Abbildung der Form
I(GiK) — H*(M;K)  f = f[P]
definieren werden, deren Bild einer charakteristischen Klasse von P entspricht.

Um dieses f[P] zu definieren wihle zunécjst einen Zusammenhang B im Biindel P, dann
liegt wie iiblich Fg € Q*(M;gp) =T'(A*(T*M) @ gp). Fiir einen Punkt p € M definiere weiter
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A= A*(T; M) als die reelle &ufere Algebra, dann kommutiert das Diagramm

g )
(gp)e O Ady () K
o /
g

wir erhalten also eine wohldefinierte Polynom-Funktion (gp), — K, diese ist ein Element von
Pol;, ((gp)m, K) und damit auch ein Element von Poly (A ® (g9p)s, A® K) > f. Dann liegt

f(Fp) e T(A*M(T*M) ® K) = Q*(M;K) .

Die Aussage dgFp = 0 des Bianci-Theorems iibertrigt sich dann in df (Fp) = 0. Haben wir
dann eine glatte Abbildung h : M’ — M, so gilt

h*(gp) = op=py und K (Fp)= Fj=(p) ,

also folgt f(Fyp) = h* (f(Fp)).
Proposition 186: Die Cohomologie-Klasse [f(Fp)] € H**(M;K) ist unabhingig von der Wahl

des Zusammenhangs.

Beweis. Verlduft analog zu den Chern-Klassen. O

Wir definieren dann f[P] := [f(Fg)] und erhalten damit die eingangs spezifizierte Abbildung.
Es sei angemerkt, dass I,(G;K) — H*(M;K) insbesondere einen Algebra-Homomorphismus
liefert. Wir wollen nun anhand einiger Beispiele verdeutlichen, welchen Zweck diese Konstruktion
iiberhaupt erfillt.

Beispiel: 1. Sei G = GL,(C) und K = C. Fiir o}, € I);(M,(C); C) gilt dann
det(1L +£5) = Y op(s)t* .
k=0
Ist weiter dann P — M ein GL,,(C)-Biindel, so entspricht ﬁak[P] der k-ten Chern-

Klasse ci(P) des Biindels.

2. Sei G = GL,(R) und K = R. Fiir o}, € I;;(M,(R);R) folgt analoges wie oben, und
Wng[P] entpsricht der k-ten Pontrjagin-Klasse py(P).

3. Zuletzt betrachte G = SO(n) und K = R. Betrachte dann das Diagramm

so(2n) el R
AQRQn AQnRQn
a&—)ma"

so entspricht P f[P] schlietslich der Euler-Klasse e(P).

98



8.6 Chern-Weil-Homomorphismus

Lemma 187: Seien G und H zwei Lie-Gruppen und p : G — H glatte Homomorphismen.
Dann gilt fir alleg € G und £ € g

P Adg(‘g) = Adp(g) (p*ﬁ) .

Beweis. Die induzierte Abbildung p, entspricht der Ableitung von p bei der Identitdt. Mit der
Kettenregel folgt dann durch explizite Berechnung

px Adg(§) = gexp(t&)g~' gexp(t&)g )

4l
0 dtO

da
P

Tt

und damit erhalten wir bereits die Aussage. O

a Op(g) exp(tp+&)p(g) ™" = Ad g (ps£)

Korollar 188: Die Abbildung I(H;K) — I(G;K) mit f — f o ps ist wohldefiniert.

Sei nun P — M ein G-Biindel und Q — M ein H-Biindel, sowie ¢ : P — @ ein
Biindel-Homomorphismus beziiglich p, d.h. s gilt p(ug) = ¢(u)p(g) fiir alle w € P und g € G.
Weiter seien G — Aut(V) und H — Aut(WW) Darstellungen der beiden Biindelgruppen und
r: V — W eine lineare Abbildung, sodass das Diagramm

GXV ——V
| o]
HxW —W

kommutiert. Dann ldsst sich von ¢ x r: P X V — @ x W ein Homomorphismus von Vektor-
biindeln P xg V — @Q xg W iiber M ableiten.

Beispiel: Betrachten wir die adjungierten Darstellungen von V' = g und W = h, dann gilt
(man beachte die leichte Notationsproblematik an dieser Stelle: es ist ) := Lie H, aber g¢ ist
das Lie-Algebren-Biindel zum Biindel mit H)

Pxgg=gp und Qxpb=gq,
also erhalten wir den Vektorbiindel-Homomorphismus @y : gp — gq-

Lemma 189: Wir betrachten die Situation vor dem Beispiel. Sei A ein Zusammenhang in P
und B := @(A), dann gilt p.Fa = Fg mit F4 € Q*(M;gp) und Fg € Q*(M;g0).

Beweis. Da es sich um eine lokale Aussage handelt, konnen wir davon ausgehen, dass P einen
Schnitt ¢ hat, dann liegt 7 := p oo € T'(Q). Sei € M und v,w € T, M, sowie Fy € Q*(P;g).
Aus einer fritheren Untersuchung kennen wir

pFa = ¢*Fp € Q*(Q;h)

fiir den Lie-Algebren-Homomorphismus p, : ¢ — §. Dann gilt

(gp)r 3 F(A).(v,w) = [0(x), F(A) (0.0, 05w)] > [p(a(z)), pu F(A)(040, 0.w)]
und die Aussage ist bewiesen. O
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Proposition 190: Fiir jede schiefsymmetrische Matriz S € so(2n) erhdlt man eine Abbildung

2
P(s)2 = det(S) = aan(S) ((_217T>nPf(S)) _ (21%0%(5) ,

)

also erhalten wir e(E)? = p,(E) € H*(M;R) fiir die Beziehung zwischen Euler- und Pontrjagin-
Klasse.

Beweis. Fiir jedes S € so(2n) existiert ein T' € SO(2n), sodass die Ahnlichkeitstransformation
das Lie-Gruppenelement auf die 2 x 2-Blockdiagonalform

0 -\
A1 O

TST ! =

‘ ' mit )\jGR

bringt. Sei dann « : so(2n) = A2(R?") definiert durch
Oz(TSTfl) = Z Ai€2i—1 N €94
i=1

fiir ey, ..., es, als Standardbasis. Insbesondere gilt dann Pf(S) = Pf(TST~1). Mit der 2n-Form

n

1 n
ﬁ Z)\jegjfl/\egj = A1 Apei AL A 29,
| ¢ ————
J=1 Volumenform w

auf R gilt dann Pf(S) = Pf(TST~!) = A\;...\, und fiir die Determinante folgt
det S = det(TST™ 1) = 2... A2 |
damit ist die Aussage bewiesen. O

Sei W ein komplexer Vektorraum der Dimension n, dann erhélt dieser Raum als reeller Vek-
torraum betrachtet eine kanonische Orientierung, die wie folgt entsteht: Sei (eq,...,e,) eine
(komplexe) Basis von W iiber C, dann betrachten wir die komplexen Vektoren

(e1,ie1, ... en,iey)

als eine Basis iiber R. Wir definieren dies als die kanonische positive Orientierung ecines
komplexen Vektorraums. Dies ist insbesondere Wohldefiniert, da die GL,,(C) zusammenhéngend
ist - dies folgt aus der Tatsache, dass jedes Element von GL,(C) konjugiert zu einer oberen
Dreiecksmatrix ist.

Proposition 191: Sei E — M ein komplexes Vektorbiindel vom Rang n, dann gilt die Gleich-
heit c,(E) = e(ER) € H*(M;R), wobei Er als das dem komplezen Vektorbiindel zugrundelie-
gende reelle orientierte 2n-Vektorbiindel aufzufassen ist.

Beweis. Wéhle eine hermitesche Metrik (-, -)c auf £, dann liefert (-, -) := Re (-, - ) eine
euklidische Metrik auf Eg. Identifiziere dann R?>" 22 C" durch

(xlaylv"'vwnayn) = (xl"i_lyl?axn"i'lyn) )
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8.7 Berechnungen von I, (G) = I.(G;R)

dann erhalten wir einen natiirlichen Biindel-Homomorphismus (beziiglich p : U(n) < SO(2n))
Py(E) — Pso(ER). Fiir ein x € U ist dabei

Py(E); = {unitére Abbildungen C" — E, } ,

dann geniigt es zu zeigen, dass das folgende Diagramm

u(n) b so(2n)
i—n & ];? A

kommutiert. Um dies zu beweisen, betrachten wir, dass fiir alle S € u(n) ein T' € U(n) mit

A1 0 —A1 .
TST™! = —  p(TST ) = |22 —
Anl ‘ An 0"
existiert, dann folgt i7" det .S = A1 --- A\, = Pf(p«S) und wir sind fertig. O

8.7 Berechnungen von [.(G) = I.(G;R)

Sei G eine kompakte Lie-Gruppe und 7' C G ein maximaler Torus, also 7' = R"/Z™. Da
T zusammenhéngend ist, gilt T" C Gy, wobei Gg die G-Zusammenhangskomponente mit der
Identitat ist. Setze

N={geG:gTg ' =T} ={geG:Ad,(t) =t},

wobei t := LieT sei. Dann gilt 7 C N und die (endliche) Weyl-Gruppe W := N/T ist
wohldefiniert. Die Konjugations-Wirkung von N auf 1" wird dann zu einer Wirkung von W auf
T, da T abelsch ist. Definiere dann

"(T) := {W-invariante Polynom-Abbildungen t — R} .
Wegen Gg = UgEGo gTg~ ! bzw. g = UgeGo Ad,(t) ist dann die Einschrénkungsabbildung
1(G) — I'(T)

injektiv (sie ist aukerdem surjektiv, aber das benttigen wir nicht). Ist G kompakt und zusétzlich
zusammenhéngen, so gilt sogar

L(G) = H*(BG;R)  baw.  Iy(G)= H*(BG;R) ,
wie H. Cartan 1950 bewies.

Beispiel: Wir betrachten G = U(n) als kompakte Lie-Gruppe, dann ist der maximale Torus
durch

T= :‘Zj‘zl

Zn
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8 Charakteristische Klassen

gegebenﬂ Sei g € G eine Gruppenelement mit Ad,(t) = t, dann wirkt Ad, auf t durch Permu-
tation der Eintrége, da gég~! und g die gleichen Eigenwerte haben. Sei

g: N —>G6, = {symmetrische Gruppe von n Elemente} .

Haben g € ker h und £ € t unterschiedliche Eintrédge, dann muss g wegen g = £g eine Diago-
nalmatrix sein, also g € T liegen. Daraus folgt ker h = T und deshalb W = N/T = &,,. Wir
setzen

(T = {symmetrische Polynome in X1,...,X,} =R[o1,...,00] ,
wobei o die j-te symmetrische Elementarfunktion mit dego; = j sei, fiir die
n
Atar) - (tan) =14 oj(a1,...,70)
j=1
gilt. Da o; im Bild der Abbildung I(U(n)) — I(T) liegt, erhalten wir damit:

Proposition 192: Die Abbildung Rlo1,...,0,] — I(U(n)) mit oj — o ist ein Algebra-
Isomorphismus.

8.8 Berechnung der Euler-Klasse

Sei E — M ein reelles Vektorbiibndel und s € T'(E) mit s(p) = 0 fiir p € M ein glatter
Schnitt. Dann erhalten wir eine intrinsische Ableitung

Dys: T,M — E, mit D,s = (Vs),

fiir jeden Zusammenhang V in E. Um zu sehen, dass der Wert dieses Ausdrucks nicht vom
Zusammenhang abhingt, sei a € Q! (M , End(E)), dann folgt

(V+a)s=Vs+as beLp (Vs)p -

Wir nennen p eine regulire Nullstelle wenn D,,s surjektiv ist, aufierdem heifst der Schnitt s
reguléir, wenn alle Nullstellen regulér sind, es gilt dann

s h Nullschnitt .

In diesem Fall ist s71(0) C M eine Untermannigfaltigkeit.

Nehme nun an, dass M geschlossen (also kompakt und unberandet), orientiert, das Biindel
E orientiert und n = dim M = Rang E gilt. Ist weiter dann s ein regulérer Schnitt schon E, so
ist s71(0) eine orientierte endliche Menge. Fiir einen Punkt p € s71(0) definieren wir

+1 : Dps:T,M =, E, ist orientierungserhaltung

sign(p) = { 1

sonst

In der Differentialtopologie wir gezeigt, dass es immer einen reguldren Schnitt eines solchen
Biindels £ — M gibt, und dass die Euler-Zahl

Y(E.s)= 3 sign(p)

pEs—1(0)

2Etwas, dass mit einer Diagonalmatrix der obigen Form kommutiert (T ist offensichtlich abelsch) und wo alle
Eintrége verschieden sind, muss selbst diagonal sein, also ist 7" maximal.

102



8.8 Berechnung der Euler-Klasse

unabhéingig von der Wahl des Schnitts s ist. Ein Ergebnis der Morse-Theorie lautet
X(T'M) = Euler-Charakteristik von M = Z(—l)j dim H;(M;R) .
§=0

Lemma 193: Ist U C M eine offene offene Teilmenge mit |s| = 1 dber U, V ein orthogonaler
Zusammenhang in E|y, sodass Vs =0 in U gilt, dann folgt e(V) = 0 dber U.

Beweis. Wir konnen das Biindel iiber U faserweise in E = Rs@ s+ zerlegen. Der Zusammenhang
V ist dabei beziiglich diese Aufspaltung vertraglich, da Vs = 0 gilt und V auf Rs damit trivial
ist. Auf B/ = s+ gilt fiir die Kriimmung F(V) € T'(A*(T*M) ® A?E’) des Zusammenhangs
F(V)™ =0, da wir nicht die komplette ,Basis* fiir die Volumenform haben, und wegen

F(V)"=¢e(V)W
folgt dann e(V) = 0. O

Dieses Lemma wird uns insofern behilflich sein, dass wir die Berechnungen auf kleine Bille
um die Nullstellen einschréanken kénnen.

Lemma 194: Sei s : R" — R eine glatte Abbildung, sodass L = Ds(0) ein Isomorphismus
und s~1(0) = 0 gilt. Dann ist

s: 8™ — R™\ {0}
homotop zu L.

Beweis. Definiere eine Homotopieabbildung F : [0, o[ x $™~1 — R™ \ {0} durch

(o) 1s(t) = t>0
’ Lz : t=0

Durch die Taylor-Formel wissen wir, dass ein C' > 0 mit ||s(y) — Ly| < C|ly|? fiir [jy] < 1
existiert, sodass wir fiir ||z|| = 1 dann

1 1
Hts(tx) — Lz|| < EC’Hth2 = tC||z||* = tC

erhalten. Es folgt, dass F stetig ist. O
Lemma 195: Seien sg,s1 € I'(E) zwei requldre Schnitte, dann gilt x(E, so) = x(E, s1).
Beweis. Siehe Diff. Top. [Beweis-Outline im Skript] O

Definition 196: Wir definieren die Euler-Zahl eines Biindels fiir einen beliebigen reguléren
Schnitt von E — M durch x(E) := x(E, s).

Lemma 197: Fir N ungerade folgt x(E) = 0.

Beweis. Betrachte x(E, —s) = (—1)Vx(E, s). O
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8 Charakteristische Klassen

Satz 198: Sei E — M ein orientiertes reelles Vektorbiindel vom Rang n, M geschlossen,
orientiert und ebenfalls vom Rang n. Ist s dann ein reguldrer Schnitt, so gilt

IECED e

pes~1(0)

Fiir n ungerade ist die Euler-Klasse e(E) = 0, also ist zusammen mit dem vorigen Lemma
die Aussage fiir ungerade n erfiillt. Um die allgemeine Aussage zu zeigen, bendtigen wir aber
noch einige weitere Vorbereitungen.

Es seien V und W zwei endlichdimensionale reelle R&ume mit innerem Produkt, U C V eine
offene Teilmenge und f : U — W. Wir nennen f differenzierbar am Punkt x € U, wenn es
eine lineare Abbildung L : V — W mit

[f(@+y) = f@) = Lyl yog
lyl

gibt. Existiert so ein L, dann ist es eindeutig, und wir setzen D f(z) := L. Wenn die Abbildung
f iberall differenzierbar ist, dann erhalten wir auf diese WEise eine Abbildung Df : U —
Hom(V, W). Fiir die zweite Ableitung gilt dann dhnlich

D*f :=D(Df): U — Hom (V,Hom(V,W)) = Hom(V ®@ V,W) .

Wenn die Abbildung f glatt im iiblichen Sinne ist, dann gilt

flx+sy+tz),

0
D@02 = 5| 5|

0Ot
wobei dieses symmetrisch in y und z ist.

Lemma 199: Sei f : R™ — R™ eine glatte Abbildung, sodass L := D f(0) ein orientierungs-
erhaltender Isomorphismus ist. Auferdem sei f~1(0) = {0}, dann gibt es eine glatte Abbildung
h:R™ — R™, sodass

x oz <1

h(z) =

@={ o ¢ 22

und h=1(0) = {0} gilt.

Beweis. Wihle eine glatte Funktion 5 : R — R, sodass fiir die Funktion

5(’5):{? é?g?l

mit 5(t) > 0 fiir ¢ > 1 gilt. Dann ist A : R — R mit A(z) := S(|z|) glatt. Mit der Taylor-
Formel erhalten wir

1
f(z) =Lz —i—/o (1 —t)D*f(tx)(z,z)dt ,

wobei das Integral vektorwertig ist. Definieren dann weiter

1
g(z) = Lx + )x(:v)/o (1- t)DQf(t)\(:c)az) (x,z)dt
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8.8 Berechnung der Euler-Klasse

dann ist die eine glatte Abbildung ¢ : R™ — R™ mit ¢g(z) = Lz fiir |z| < 1. Fiir || > 1 erhalt
man dann
1

g(z) = L+ A(z)"! /0 (1 — D2 (IA(@)z) (Ma)z, Aa)e) dt
s { 5, 7 2!

Dann koénnen wir eine Abbildung v : R — GL;! (R) finden, welche die Eigenschaften

o t<1
7(’5)_{11 1<

hat. Setze dann h(z) = v(|z|)g(x), dann erfiillt dieses h alle notwendigen Eigenschaften. O

Lemma 200: Sei B — Z ein orientiertes Fuklidisches Vektorbindel vom Rang 2n mit einem
orthogonalen Zusammenhang V, s € I'(B) ein glatter Schnitt mit |s| = 1 und Vs = 0. Dann
gilt (V) = 0 fiir die Euler-Klasse.

Beweis. Die Kriimmung dieses Vektorbiindels ist F(V) € Q*(M; E') = T'(A*(T*M) ® A*E)
fir B := s+ C E mit £ = Rs ® E’. Mit dieser Zerlegung gilt

e(V)@w=F(V)"=0
und deshlab verschwindet die Euler-Klasse, d.h. e(V) = 0. O
Mit diesen Vorbereitungen koénnen wir nun zum Beweis der Theorem zuriickkehren.

Beweis des Satzes. Wir zerlegen diesen umfangreichen Beweis in drei Teile:

1. Sei 7 = R?" x R?" —3 R2" ¢in Vektorbiindel mit der iiblichen Euklidischen Metrik.

Definiere dann die diagonale Einbettung als Schnitt ¢ € I'(E) mit ¢(z) = (z,z). Wéhle
einen orthogonalen Zusammenhang V in F, sodass

Vi=0
o]

auferhalb der Kugel By /5(0) gilt. Setze nun

1 .
tn = nl(—2m)" /RQn eV,

dann gilt nach dem vorigen Lemma ebenfalls ¢(V) = 0 aukerhalb von By /5(0). Weiter
withle dann einen reguliren Schnitt s € I'(E) mit s71(0) = {p1,...,p,} und setze ¢; :=
sign(p;) fiir j = 1,...,n. Auferdem wéhle eine Euklidische Metrik auf £ und fiir jedes j
ein Tripel (Uj, ¢;,1;), wobei gilt:

e U; C M ist eine offene Umgebung von p;,
e Fiir alle j # j' gilt U; N Uy =0,
e Die Abbildung ¢; : R — U ;j ist orientierungserhaltend,

® ;¢ E —s ¢;E ist ein Isomorphismus von Euklidischen Vektorbiindeln, der genau
dann orientierungserhaltend ist, wenn £; = +1 gilt.
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8 Charakteristische Klassen

106

Wir definieren dann die Umgebungen Uj, = ¢; (BT(O)) C M. Nach einem fritheren
Lemma kénnen wir einen Schnitt o € T'(E) finden, sodass 0=(0) = s71(0), cop; =10t
in B1(0) gemaf

E i E
L l O lj o
R2n - M
P

und o = s aufserhalb von J i Ujz2. Wiéhle nun einen orthogonalen Zusammenhang V in E,
sodass Vﬁ = 0 aufserhalb Uj Uji/2 und 3V =V in Bj/2(0) gilt. Dann erhalten wir

1 1 r r ‘
B = iz f, 4 = sz 2 Jy ) = L)

=1

. Als néchstes miissen wir a1 = }% Jxe ¢(V) berechnen. Dazu sei 7 — CP' das tautologi-

sche komplexe Linien-Biindel. Wir haben bereits

1= /wl a(r) = /@n e(Tr) = ay(Tr)

gesehen, wobei wir CP! = C?\ {0}/C* auffassen. Das tautologische Biindel kénnen wir
dann auch als 7 = (C? \ {0}) xcx C mit der Wirkung z(u,w) = (2~ tu, zw) fiir 2 € C*
und u € C?\ {0} sowie w € C auffassen. Wir hatten bereits die Bijektion

D(r) <% {f:C2\ {0} — C: f(zu) = 2" f(u),u € C2\ {0}, € C*}

gezeigt. Betrachte dann mit der Identifikation u = (21, 22) die Funktion

= _
21,%22) = —5——5 == 2, 1l) = —5,

d.j. der durch f definierte Schnitt s € T'(7) hat genau eine Nullstelle [0 : 1] € CP!. Wir
miissen daher nur noch berechnen, ob das € zu dieser +1 oder —1 ist.

Im Allgemeinen gilt: Sind g, h : R™ — C mit ¢(0) = 0 und h(0) = 1 zwei Abbildungen,
dann gilt DG(0) = Dg(0) fiir G := g - h. Wiahle nun g(z) = Z und h(z) = TL’P’ dann
folgt

DG(0)z =7z

und damit sign[0 : 1] = —1, also gilt x(7r) = —1 und deshalb a; = 1.
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3. Zuletzt folgt die Berechnung der iibrigen a, fiir n > 1. Dazu seien F; — M; wie oben
und s; € I'(E;) mit j = 1,2 regulére Schnitte. Betrachte dann das Biindel

WikEl@T(;EQ = F1 x By — My x M

und den Schnitt s := s1 x s3 € ['(F; x Ey). Die Nullstellen des Schnitts sind s~1(0) =
s71(0) x 531(0). Gilt sj(z;) = 0 fiir j = 1,2, so erhalten wir fiir das Signum dieser
Nullstelle im Produktschnitt

sign(z1, x2) = sign(z1) sign(a2)

also folgt x(E1 x E2) = x(E1)x(E2) fir die Euler-Charakteristik. Fiir die Euler-Klasse
gilt dagegen

/M1 x Ma elBr x Bn) = /M1 x Mo e(miEn) Ae(mBp) = /M1 e(En) - /M2 e(Es) .

Wihlen wir dann M = CP! x --- x CP! = (CPHY" und E =7 x --- x 7 = (7)™, so folgt

Joe@= (o) =

-1

=
I

=

!

und damit a,, = 1.

Damit haben wir die Beziehung zwischen der charakteristischen Euler-Cohomologieklasse e(FE)
und der Euler-Charakteristik x(E) bewiesen. O
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9 Riemannsche Geometrie

9.1 Riemannsche Metriken und Zusammenhadnge

Definition 201: Fine Riemannsche Metrik auf einer glatten Mannigfaltigkeit ist eine Eu-
klidische Metrik auf TM. Wir nennen eine glatte Mannigfaltigkeit zusammen mit einer Rie-
mannschen Metrik eine Riemannsche Mannigfaltigkeit.

Definition 202: Sei I C R ein abgeschlossenes Intervall. Die Kurve v : I — M heifst stiick-
weise glatt wenn eine Zerlegung von I = [a,b] in der Form a = agp < a; < ... < a, = b
existiert, sodass die Einschrinkung v|(,, 4, glatt fiir jedes i ist. Dann definieren wir die Lén-
ge der Kurve durch

/w )| dt = Z/ ()] dt ,

wobei fiir einen Diffeomorphismus f : [a/,b'] — [a, b] die Invarianz L(y o f) = L(v) gilt.

Lemma 203: Seiy : [a,b] — R™ eine stiickweise glatte Kurve, wobei R™ die tibliche Riemann-
sche Metrik hat, dann gilt L(7y) > |v(b) — v(a)|.

Beweis. Wenn v glatt ist, so gilt v f t) dt. Dann folgt die Abschitzung

b
() — (a)] < / (1) dt = L(7)

fiir stiickweise glatte Kurven folgt die Aussage entsprechend durch Zerlegen der Kurve. O

Lemma 204: Sei g eine Riemannsche Metrik auf R™, dann existiert ein C' > 0 mat:

1. Seiy:[a,b) — D™ = {x € R" : ||z||2 < 1} stickweise glatt mit y(a) = 0 und |y(b)| = 1,
so gilt Ly(v) > &.

2. Seix € D" ein Punkt und~y : [0,1] — D™ mit v(t) = tx eine glatte Kurve mit Ly(vy) < C.

Beweis. Mit g, bezeichnen wir das von der Riemannschen Metrik gelieferte innere Produkt auf
T,R™. Dann definieren wir eine Abbildung

f:D"x S R (x,v) = |vlg, ,

die stetig ist. Da D™ x S"~! kompakt ist, existiert dann eine Konstante C' > 0, sodass fiir alle
x € D" und v € R\ {0}

Mg
el <O
C v
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9.1 Riemannsche Metriken und Zusammenhéange

gilt. Dies ist dquivalent zu |v| < C|v|y, und |v|g, < Clv|. Fiir die erste Aussage folgt dann unter
Verwendung des vorigen Lemmas

b b
L) = [ WOldi= g [ WOl = Sho]-h) = 5

Fiir den zweiten Punkt betrachte die Abschétzung

1 1
Ly(y) = /0 I (6)], dt = C /0 aldt < C |

dann ist das Lemma bewiesen. O

Proposition 205: Sei M eine zusammenhdngende Riemannsche Mannigfaltigkeit mit der To-
pologie T. Definiere eine Metrik d : M x M — R durch

d(p,q) := inf {L(fy) . stiickweise glatte Kurve v von p nach q} .

Dann ist d eine Metrik auf M, und die Topologie T stimmt mit der Metrik-induzierte Topologie
T4 tberein.

D1

a B D2
Do

Beweis. Zuerst zeigen wir, dass d tatséchlich eine Metrik ist. Die Symmetrie d(p, q) = d(q,p)
ist trivial, indem man einfach eine Kurve riickwérts entlang lduft. Um die Dreiecksungleichung
nachzuweisen, beachte dass die Hintereinanderschaltung zweier Wege die Lange L(af) = L(a)+
L(B) hat, dann folgt direkt

d(po, p2) < d(po,p1) + d(p1,p2) -

Sei nun B, (p) :={¢ € M : d(p,q) <r} ein Ball vom Radius r (bezliglich der Metrik) um p,
dieser induziert die kanonische Topologie T4 eines metrischen Raums. Weiter sei dann ¢ : R® —
M eine glatte Einbettung mit p = ¢(0) und U := ¢(D"). Wenden wir das letzte Lemma auf
©*g an, dann folgt die Existenz eines r; > 0 mit B,, (p) C U.

Also ist d(p, q) > 0 fiir p # q, also ist d eine Metrik. Damit erhalten wir die strenge Definitheit,
also liefert d tatsdchlich eine giiltige Metrik auf einer Riemannschen Mannigfaltigkeit. Also liegt
T C T4 und nach dem zweiten Punkt des vorigen Lemmas gibt es ein ro > 0 mit U C B,,(p),
also liegt auch T4 C 7. O

Betrachten wir nun problematische Situationen, die bei derartigen Metriken auftreten kénnen.
Dazu sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und p,q € M zwei Punkte. Wir fragen uns
nun, ob es immer eine Kurve « von p und ¢ gibt, sodass L(vy) = d(p, q) gilt. Im Allgemeinen ist
das nicht der Fall. Betrachten wir beispielsweise M = R?\ {(0,0)} mit der Euklidischer Metrik,
dann kann etwa folge Situation auftreten:

Aber nehmen wir zunéchst einfach einmal an, dass eine solche Kurve existieren wiirde, dann
stellt sich die Frage, welche genaue Form sie hat. Dies fiihrt uns auf ein Variationsproblem
und damit auf die Euler-Lagrange-Gleichungen. Wir wollen nun ein entsprechendes Langen-
minimierendes 7y konstruieren.
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9 Riemannsche Geometrie

b= (011)

/ Kiirzeste Kurve?

q=(0,-1)

Im Euklidischen R™ wissen wir, dass gerade Linien die kiirzeste Verbindung zwischen zwei
Punkten liefern. Wir interpretieren v : R — R™ als Bewegung eines Teilchens, und 7/ : R —
R™ als das Geschwindigkeitsfeld. Die Eigenschaft, dass die Geschwindigkeit 4" konstant ist, ist
aquivalent dazu, dass die Beschleunigung v” verschwindet.

Wir miissen also fiir eine beliebige Riemannsche Metrik g ein Analogon zu ,geraden Linien
finden. Sei dazu v : R — M eine glatte Kurve, dann erhalten wir ein kanonisches Diagramm

M

/i ~ v eT'(v*TM) ,

wobei 7 ein Vektorfeld auf M entlang ~ ist. Ist allgemein X € T'(y*T'M) ein Vektorfeld entlang
einer glatten Kurve v und V ein Zusammenhang in 7'M, dann hatten wir

d

V /(t)X — %

hs X
s=t

definiert, wobei X : R — T'M als s — X, zu interpretieren ist, hy : Ty M — T, ;)M die
Holonomie von I' entlang v angibt und V./y X € T, ;) M liegt. Dabei sei an

X5 — X
VX = lim Mo s = Xt

v s—t s—1t
erinnert. Wir suchen also nun nach glatten Kurven v, wo die (verallgemeinerte) Beschleunigung
v'y’ (7,) =0
ist. Wir miissen V passend wahlen.

Lemma 206: Sei V ein beliebiger Zusammenhang im Tangentialbiindel T M, dann definiere
fiir zwei Vektorfelder X,Y € X(M)

T(X,)Y)=VxY - VyX —[X,Y] € X(M),
dann gilt T(fX,Y) = T(X, fY) = fT(X,Y) fir alle f € ¥ (M).
Beweis. Mit der Gleichung [fX,Y] = f[X,Y] — (Y f)X erhalten wir
T(fX,Y) = fVxY = (Y))X + fVyX) = (F[X,Y] - (Y )X)

sofort durch explizites Nachrechnen. ]
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Definition 207: Wir nennen T = Ty € Q*(M;TM) die Torsion des Zusammenhangs V.
Das Lemma zeigt insbesondere, dass T'(X,Y), nur von den Vektoren X, und Y, abhéngt. Der
Zusammenhang V heiftt genau dann symmetrisch, wenn 7Ty = 0 ist.

Lemma 208: Scien E,E' — M zwei Vektorbiindel, dann ist die Abbildung

{Homomorphlsmen E— E’} ———HOMe-«(E, E')
—_—
als Vektorrdume
aufgefasst =1 h

Hom@oo (M) (FE, FE’)

ein Isomorphismus von (M )-Moduln.
Beweis. e h ist injektiv: Dies ist offensichtlich.
e h ist surjektiv: Die Abbildung ¢ : TE — T'E’ sei C*°M-linear. Wir werden nun eine
Abbildung ¢ : E — E’ konstruieren, sodass h(v)e gilt.
Behauptung: Fir x € M und s € I'E mit s(z) = 0 folgt ¢(s)(z) = 0.

Beweis: Wihle Schnitte si, ..., s, € ['E, sodass s1|y, ..., sy|u eine Bassi von Schnitten aus
['(E|y) ist. Wahle weiter eine glatte Funktion § € € (M) mit S(x) = 1 und supp(8) C U
und schreibe

Bs=>_ fisi
i=1
fir f; € €>°(M) mit supp(f;) C U. Insbesondere gilt dann s = s+ (1 — 3)s und
p(s) = fiplsi) + (1= B)e(s) ,

dann gilt mit 5(z) = 1 und s(z) = 0 an dem Punkt ¢(s)(z) = 040 = 0, also ist f;j(z) = 0.

Nun zuriick zur Surjektivitdt von ¢. Um v bei v € E, zu definieren, wihle einen Schnitt
s € T'E mit s(x) = v und definiere ¥ (v) := ¢(s)(x), dies ist dann nach der vorigen
Behauptung wohldefiniert.

Damit ist das Lemma bewiesen. O

Satz 209: Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, dann gibt es einen eindeutigen, sym-
metrischen, orthogonalen Zusammenhang im Tangentialbiindel TM , der als Riemannscher
oder Levi-Civita-Zusammenhang bezeichnet wird.

Beweis. e FEindeutigkeit: Sei V ein orthogonaler Zusammenhang und X,Y, Z € X(M) drei

glatte Vektofelder. Dann gelten die drei Gleichungen

XY, Z) = (VxY,Z) +(Y,VxZ) (9.1)

Y<ZvX> - <VYZ, X> + <Z7 VYX>

Z(X,)Y)=(VzX,)Y)+(X,VzY)
von denen wir (9.1]) 4+ (9.2) — (9.3) betrachten. Da der Zusammenhang V symmetrisch ist,
folgt

XY, Z2)+Y(Z X)—-Z(X)Y)

=(X,[V,Z]) + (Y, [X.Z]) +(Z,[X,Y]) + 2(Z,Vy X) ,
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wobei wir [X,Y] =VxY -VyX < [X,Y]+2VyX = VxY +VyX verwendet haben.
Damit definieren wir
1

(VyX,2) =5 (X(Y, Z)+Y(Z,X) - Z(X,Y) (9.4)

_<X7 [K Z]> - <Ya [X, Z]> - <Z7 [X7 Y]>> = (p(X,Y, Z) )
sodass insbesondere (XY, fZ) = fo(X,Y, Z) fir alle f € C*°(M) gilt, denn

DX, 12) — folX.Y, 2) = S (XN, 2) + (Y 1){2,X)

—(X,(Y))z) - (¥, (Xf)Z>> —0.

Als definiert Z — ¢(X,Y, Z) nach dem Lemma einen Homomorphismus TM — M x R,
also ein Element von 7M. Sei dann Vy X € I'(T'M) ein Schnitt mit

(VyX,Z) = o(X,Y,2)
wobei T*M = T'M unter Verwendung von (-, -) gilt.

e Wihle nun ein festes X und zeige (Vv X, Z) = f(Vy X, Z) iiber eine ahnliche explizite
Rechnung. Dann definiert die Zuordnung Y +— Vy X einen Homomorphismus TM —
T M, also eine Element von T*M ® T'M. Nun haben wir also eine Abbildung

T(TM) —T(T*"M @ TM) X+ VyX .

e Uberpriife <Vy(fX) —(YHX - fVyX, Z> = 0, dann ist die Leibniz-Regel ergilt. Uber
eine einfache Rechnung zeigt sich, dass V ein Zusammenhang ist.

e Die Gleichung <VyX - VxY - [X,Y], Z> = 0 folgt direkt aus Gleichung 1} fiir ¢, da
die ersten Terme symmetrisch und antisymmetrisch unter Vertauschung von X und Y
sind. Also ist auch der Zusammenhang V symmetrisch.

e Zuletzt folgt dann aus (Vy X,Z) + (Vv Z,X) = Y(X,Z), dass der Zusammenhang V
auch orthogonal ist.
Damit ist das Levi-Civita-Theorem bewiesen. O

Beispiel: Im Euklidischen R" ist der kanonische Produkt-Zusammenhang im Tangentialbiindel
TR™ = R™ x R™ sowohl symmetrisch als auch orthogonal, also entspricht er bereits dem Rie-
mannschen Zusammenhang. Die Torsion T(X,Y) = VxY —Vy X —[X, Y] definiert ein Element
Ty € Q*(M;TM). Un zu zeigen, dass T = 0 ist, reicht es zu zeigen, dass T(0;,0;) = 0 fiir
0; = B%Z gilt, d.h. wir wollen

Vo,

auswerten. Ist E = M x R™ und V der kanonische Produkt-Zusammenhang, dann kénnen wir
einen Schnitt s € I'(E) als Funktion M — R" interpretieren. Vs entspricht dann ds unter der
Zuordnung, also

NE)>s—f: M —R" Vxs=Xf.
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Im Fall E = TR" = R" x R" ist 0; € I'(TR"™), was einer Abbildung R™ — R" entspricht und
0i(z) = e; € R™ ein konstantes Vektofeld liefert. Sei nun X; € I'(TR™) ein Vektorfeld, dass der
Derivation 0; entspricht. Dann gilt X;(p) = e; nach Definition, und X; € T'(TR"™) entspricht
einer Funktion

R® — R" pre;.
Es gilt nun Vy X; = Y(e;) =0 <= V0; = 0, also erhalten wir Vy,(0;) = 0. Fiir die Torsion
folgt damit

T(95,05) = Vo,(05) = Vo, (0i) =04, 051 ,

—_——— ——
0 0
und fiir einen zweifach stetig partiell differenzierbare Funktion f folgt dann
0? 0?

0;,051f = - =0,

[ ! ]]f 8%895]]0 8xj8xzf
und damit folgt T = 0.

Gewissermafen entspricht die Kriimmung dem Hinternis lokale Koordinaten zu finden, um
einen Euklidischen Zusammenhang zu erhalten. In lokalen Koordainten ldsst sich sich ein Rie-
mannscher Zusammenhang wir folgt darstellen. Sei M = R™ mit einer Riemannschen Metrik,
dann gilt

9= Zgij dr; @ dzj
7:7j
wobei die Elemente g;; : R® — R der Matrix durch g;; = (0;,0;)y definiert werden. Ein

Zusammenhang ist bestimmt durch seine Eigenschaften auf einer lokalen Schnittbasis, d.h. es
gilt

Vo, (0k) = > Ti0;

wobei die I’é.k, : R" — R die sogenannten Christoffel-Symbole sind.
Um eine einfach anzuwendende Bestimmungsgleichung fiir diese Christoffel-Symbole zu fin-
den, betrachten wir
(Vo (0k,0:)), = > (01009 = Thigis
! !
dann folgt mit X = 0, Y = 0; und Z = 0; von der anderen Seite

1
> Tl = 5 (059i + Okgij — Bigjk) -
I

Nun ist g = (gi;) eine positiv definite, symmetrische Matrix, also insbesondere invertierbar. Die
(punktweise) inverse Matrix zu (g;;) bezeichnen wir mit (¢*/), und erhalten so die Gleichung

. 1 ’
F;k - 2 Zgll(ajgik + 3kgij - aigjk:) )
l

ausgedriickt durch die Metrik.

Beispiel: Fiir v,w € R" wihle ein ¢ € M,(R) mit gv = w <= v = g~ !

komponentenweise

V; = Zgilwl .
l

w, dann gilt
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9.2 Riemannsche Untermannigfaltigkeiten

Definition 210: Sei (M , g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine Riemannsche Unter-
mannigfaltigkeit von (M, g) ist ein Paar (M,g), wo M eine glatte Untermannigfaltigkeit
M C M ist und g die Einschrankung der Metrik g, d.h. es gilt g» = §»|7,ar an allen Punkten.

Sei E — Z ein Euklidisches Vektorbiindel, E' C E ein Unterbtindel und V ein orthogonaler
Zusammenhang in E. Dann erhalten wir eine Zerlegung F = E @ E* und einen induzierten
orthogonalen Zusammenhang V in E durch

Vs =nVs,

wobei 7 : E —» E die orthogonale Projektion ist. Weiter kénnen wir dann das Tangentialbiindel
der iibergeordneten Mannigfaltigkeit entlang der Untermannigfaltigkeit in

TM|y =TM & v

mit v als Normalenbiindel zerlegen. Wir definieren den Zusammenhang in "M dann durch das
Pullback

V =m*V,

wobei V der Riemannsche Zusammenhang in M und ¢ : M < M die Inklusion mit *TM =
TM |y ist - wir ziehen also zuerst den Zusammenhang auf M zuriick und nehmen dann den or-
thogonalen Teil. Wir werden nun zeigen, dass das Pullback V der Riemannsche Zusammenhang
der Untermannigfaltigkeit M ist.

Um eine explizite Beschreibung dieses Zusammenhangs V zu erhalten, gehen wir wie folgt
vor: Fir X € X(M) und v € TpM wihlen ein Vektorfeld X, dass in einer Umgebung U von p
in M definiert ist, sodas X = X auf M NU gilt. Dann folgt

Vo X = W@UX'
durch eine korrekte Anwendung der Definition eines Pullback-Zusammenhangs.
Proposition 211: Das oben konstruierte V ist ein Riemannscher Zusammenhang in T M.

Beweis. Nach Konstruktion ist V orthogonal, wie wir bereits wissen, es ist also noch zu zeigen,
dass V auch symmetrisch ist. Wéhle dazu Vektorfelder X, Y € X(M) und lokale Fortsetzungen
X,Y € X(U) fiir eine offene Umgebung U C M. Dann gilt

(X, Y]=ViY - VyX

in U und damit W[X , 17] =VxY —=VyX in MNU. Es sei nun an folgende allgemeine Aussage
erinnnert: Sei f : M — M eine glatte Abbildung zwischen glatten Mannigfaltigkeiten, X,Y €
X(M) und X,Y € X(M). Falls f. X}, = Xy, und f.Y}, = Yy(,) gilt, dann folgt auch

f* [X,Y/]p = [X,Y}f(p) .
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In unserem Fall entspricht das f der Inklusion f < M, d.h. fiir p € M N U gilt dann

[X,Y/]p = L*[X7i/]p = [Xay]p € TPM ’

sodass 7[X,Y] = [X,Y] = [X, Y] folgt, also ist V symmetrisch. O

9.3 Geodaten

Definition 212: Sei M eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit, V der Riemannsche
Zusammenhang und I C R ein offenes Intervall. Eine Kurve v : I — M heikt Geodéite, wenn
V. (v") = 0 gilt, d.h. 4/ ist parallel entlang ~.

Bemerkung: Insbesondere folgt in dieser Situation, dass |y'| konstant sein muss, da V ortho-
gonal ist.

7' (t1)

7 (t2)
Sei P = Py(T'M) das Biindel der orthogonalen Rahmen, d.h. die Faser am Punkt x € M ist
P, = {lineare Isometrien R" — T, M} .
Dann ist P ein Hauptfaser-O(n)-Biindel, und mit A bezeichnen wir den V entsprechenden
Zusammenhang in P. Weiter sei fiir jedes £ € R™ mit B(&) das horizontale Vektorfeld auf P
bezeichnet, sodass
W*B(g)u =uf € Tﬂ'(u)M
fiir die Projektion 7 : P —» M gilt. Wir betrachten also effektiv

B(§)u € Ay = TryM <2—R" 3 ¢ .

Lemma 213: Sei a € O(n) ein Element der orthogonalen Gruppe, mit ro : P — P sei die
rechtsseitige Multiplikation mit a bezeichnet. Dann gilt

(ra)«B(§) = B(a™'¢) .
Beweis. Es gilt 7, B(a"€)ya = uaa 1€ = ué = 7, B(£)y, also folgt
B(a" ' )ua = (ra)«B(§)u
wegen (rq)s 1 Ay — Ay. O

Proposition 214: Sei §: I — P eine horizontale Kurve und v =mo 3 firm: P —» M als

Biindelprojektion, dann ist v eine Geoddite genau dann, wenn 3 eine Integralkurve des Vektorfelds
B(&) fiir ein & € R™ ist.
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Beweis. Es sei B(t) : R" = T 1yM eine lineare Isometrie, dann definiere damit die Abbildung
h:IxR* =5 *TM  (t,€) = B(t)¢ .

Da (3 horizontal ist, bildet A den kanonischen Produktzusammenhang auf den Pullback-Zusam-
menhang v*V ab. Um dies zu sehen, definiere einen glatten Schnitt s(t) = (t)§ € T'(v*T'M)
mit § € T, ;M. Wir miissen dann zeigen, dass aus V= v*V auch Vs = 0 folgt. Dazu wihle
ein ¢ty € I und eine offene Umgebung U von p := 7(tg), sowie einen glatten Schnitt o € T'(P|y),
sodass

o(p)=pto)  und  im(Top) = Agp)

gilt, letzteres bedeutet, dass der Schnit ¢ horizontal bei p ist. Mit 5(t) = o(v(t))a(t) fiir
a: I — O(n) mit a(tp) = 1 folgt dann

B'(to) = % o(10) +o(r(t))a’te) = 27/ (to) + o (7(t0)) (o)

sodass mit w7 = B’ dann f'(tg) = o.(7/(to)) folgt, also sind beide Seiten horizontal und es
folgt d'(to) = 0.
Die Abbildung
Q=1x0(n)—~P (t,a) — B(t)a

bildet nach der Definition von Pullback-Zusammenhéngen analog den Produkt-Zusammenhang
nach A ab. Betrachte dann

Q Xo(m) R" = (v*P) xo(m) R" =7 (P xo(m R") =v*(TM) Vo=V,
[777]
Das Vektorfeld v/ € v*T'M der Kurve entspricht p : I — R™, genauer findet sich der

Zusammenhang ~'(t) = B(t)p(t), sodass das Geodatendifferential V./(y') € v*TM gerade p'
entspricht. Also ist v genau dann eine Geodéte, wenn p konstant ist. In jedem Fall gilt

T (t) =4 (t) = B(t)p(t)

und f ist genau dann eine Integralkurve von B(&), wenn ,5'(t) = B(t)€ gilt. Damit folgt die
Aussage. O

Satz 215: 1. Fiir jeden Punkt x € M und Tangentialvektor v € T, M existiert ein offenes
Intervall I C R mit 0 € I und eine Geoddte v : I — M mit v(0) = 2 und +'(0) = v.

2. Sind y1,7v2 : I — M zwei Geodaten mit v1(to) = v2(to) und ~vi(to) = ~4(to) fiir ein
beliebiges to = I dann folgt v1 = o.

Beweis. 1. Die Existenz von Geodéten folgt nach dem Beweis der vorigen Proposition direkt
aus der Existenz von Integralkurven.

2. Wenn die Kurven f; horizontale Liftungen von ~; sind, sodass £1(to) = B2(to) = u gilt,
dann muss (; eine Integralkurve von B(&;) sein,m wobei &; durch

& = u (o)

bestimmt wird, also gilt & = &. Also folgt auch 51 = [2 gemif der Eindeutigkeit von
Integralkurven, und damit v, = 7.
Damit ist die Existenz und Eindeutigkeit von Geodéten gezeigt. O
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Beispiel: Als Anwendung des Formalismus wollen wir die Geodédten im R™ auf einer Kugel-
schale bestimmen.

1. Wir betrachten M = R"™ mit der Euklidischen Metrik. Der Riemannsche Zusammenhang
in TR™ = R™ x R" ist gerade der Produkt-Zusammenhang, wie wir zuvor festgestellt
haben. Es folgt nun

v’}" (7/) = 7” 9

d.h. eine Kurve 7 ist genau dann einen Geodéte, wenn ~(t) = at + b fiir a,b € R™. Also
erhalten wir das aus der elementaren Geometrie bekannte Ergebnis, dass die kiirzeste
Verbindung zwischen zwei Punkten (im Euklidischen R™) eine gerade Linien ist.

2. Betrachten wir nun die Geodéten auf der S"~' C R"™, wobei die S"~! die durch Einschrin-
kung induzierte Metrik des R™ tragen soll. Seien dann xz,y € S"~! zwei Einheitsvektoren
mit x | y, dann definiere eine Kurve

y:R— §"71 ~(t) = cos(t)x + sin(t)y
die einen Grofkreis auf der S~ parametrisiert. Insbesondere gilt dann
7' (t) = —sin(t)x + cos(t)y

und 4"(t) = —~ als Abbildung nach R™ betrachtet. Sei nun V der Riemannsche Zu-
sammenhang auf R"™, also der Produkt-Zusammenhang TR"™ = R"™ x R™ und V der Rie-
mannsche Zusammenhang auf S"~!. Wir miissen dann die Geodéitenableitung V./(v')
berechnen.

Fiir ein beliebiges ty kénnen wir ein Vektorfeld X € X(M) finden, sodass in einer Umge-
bung U von 7(tg) C R™ gilt 4/(t) = X, Dann folgt

Vo)) = Vo) (X |ngn-1)

nach Definition eines Pullback-Zusammenhangs. Wir erhalten mit der Projektion auf die
erste Komponente 7 : TR"|gn—1 = TS" 1 @ U — T'S""! dann

Viit)(Xlunsn-1) = V) X =

7" (to) = —m(to) = 0

¥ (t)

d
Xom =T

——
dt|,,
genau dann, wenn 7y eine Geoddte ist.

Proposition 216: Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit, u : I — J eine glatte Abbildung
auf offenen Intervallen I,J C R und v : J — M eine nicht-konstante Geoddite. Dann ist vy ou
genau dann eine Geoddte, wenn u(t) = at + b fir a,b € R gilt.
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9 Riemannsche Geometrie

Beweis. o ;=" Nach der Kettenregel gilt fiir die Ableitung dieser Umparametrisierung zunéchst

Lo (u(t)) = w1 (u(t))

Da Geodaten allgemein eine konstante Geschwindigkeit haben, kann «you nur dann eine Geodéte
sein, wenn |u/| # 0 konstant ist, folglich muss u linear sein.

o < Fiir die Ableitung der Umparametrisierung gilt v’ = a, also ist (you)" = a(v'ou) parallel
zu 7' o w und damit ist diese Richtung ebenfalls gezeigt. O

9.4 Die Exponentialabbildung

Definition 217: For ein beliebiges v € T'M sei ¢, die maximale Geodéte in M, die auf einem of-
fenen Intervall mit Null definiert und ¢, (0) = v erfiillt. Es sei weiter U = {v € TM : ¢,(1) ist definiert},
dann gilt

exp: U — M exp(v) = ¢y(1)

und U ist offen (da der Definitionsbereich eines maximalen lokalen Flusses zu einem Vektorfeld
immer offen ist) und exp ist glatt (da lokale Fliisse immer glatt sind).

Proposition 218: Wenn M kompakt ist, dann qilt U = TM.

Beweis. Das Rahmenbiindel Py(T'M) ist ebenfalls kompakt, sodass in diesem Fall alle Vektor-
felder B(§) komplett sind. O

Bemerkung: Sei v € TM und s € R, dann ist die Umparametrisierung t — c,(st) ebenfalls

eine Geoddte, allerdings mit

7 Ocv(st) = sc,(0) = sv

also folgt csy(t) = cy(st). Damit erhalten wir exp(sv) = cg,(1) = ¢, (s) mit % exp(tv) = v.

Definition 219: Fiir einen beliebigen Punkt p € M definiere exp,, := exp |ynr, 1, wobei U N
T, M eine offene Umgebung der Null sei. Dann gilt Ty exp, = Id : T,M ©. Nach dem Theorem
der inversen Funktion bildet somit exp, einen kleinen offenen Ball B.(0) C T,,M diffeomorph
auf eine offene Menge in M an. Daher wird exp, (B:(0)) als Geodéten-Ball bezeichnet.

Proposition 220: Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und Z C M eine kompakte Un-
termannigfaltigkeit mit 0Z = (). Dann gibt es ein € > 0, sodass

feexp ‘Da(’/) :Do(u) — M

ein Diffeomorphismus auf eine offene Teilmenge ist. Man beachte dabei die Zerlegung des Tan-
gentialraum TM|z =TZ ® v und D.(v) :={w € v : |w| < €}.

Beweis. Fiir einen Punkt p € 7 ist T'( fs)(pp) ein Isomorphismus nach der vorigen Proposition.
Nach dem Theorem der inversen Funktion und der Kompaktheit von Z existiert dann ein € > 0,
sodass f. wohldefiniert und ein lokaler Diffeomorphismus ist. Nehmen wir an, dass wir Punkte
Pn, qn € Z gewahlt haben und

Up € Vp, mit |v,| =0 und Wy € Vg, mit |wy| — 0.
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Nach Auswahl von Teilfolgen kénnen wir dann p, — p € Z und ¢, — ¢ € Z annehmen, und
nach der Stetigkeit der Exponentialfunktion folgt

p= nh_)rgo exp,, (V) = nh_{glo exp,, (wn) = q .

Also gilt v,, = w, und p,, = g, fiir n hinreichend grofs, da f. ein lokaler Diffeomorphismus fiir &
klein ist. Also ist fe injektiv fiir hinreichend kleines €. O

9.5 Ldngen-minimierende Eigenschaften von Geodaten

Geodaten haben in der Differentialgeometrie eine hohe Bedeutung. Wir werden nun die folgen-
den Eigenschaften beweisen:

e Jede Geodite ist minimiert lokal die Lange.

e Jede langen-minimierende Kurve, die durch die Bogenlénge parametrisiert ist, entspricht
einer Geodéte.

e Hopf-Rinow: Auf einer vollstandigen (als metrischer Raum) Riemannschen Mannigfal-
tigkeit konnen zwei Punkte immer durch eine Langen-minimierende Geodéte verbunden
werden.

Satz 221 (Gauss-Lemma): Sei (M, g) ein Riemannsche Mannigfaltigkeit und p € M ein
Punkt. Seien v,w € T,M zwei Tangentialvektoren mit v 1L w und exp,(v) definiert. Dann gilt

<T(expp)v(v)7 T(expp)v(w)> =0.

Diese Geodaten treffen
senkrecht auf die Sphére

Teil von
BE ( 0) epr

Beweis. Sei ¢ : R"™! — S(T,,M) eine glatte Einbettung in die Einheitssphére im 7,M, dann
definiere

h:]0,e[ xR — M (t,x) — exp, (to(x)) .

Rn—l
0
— ~om o M
10,¢[ Kegel in T, M
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Seien weiter X = % und Y = % Vektorfelder auf ]0,e[ x R*~* C R". Da h ein Diffeo-

morphismus auf eine offene Teilmenge ist, konnen wir die Metrik geméfs g = h*g zuriickziehen,
dann ist der Riemannsche Zusammenhang V auf ]0,e[ x R"~! definiert durch §. Insbesondere
gilt dann VxX =0, da t — (t,z) eine Geodéte ist. Es folgt

1
X(X,Y)g = (VxX, V) +(X, VxY) = (X, VyX) = SV (X, X) =0
0 Vy X

da |X|3 = 1 gilt. Dann ist (X(; 4, Y(;)) konstant in t. Wir setzen Doh := % und D;h := 3877";,
dann gilt
t—0

Doh(t, ) = 8(1 Py (sp(x)) = T(expp)ip(a) (p(x)) = T(expp)o(p(x)) = ¢(x)  und

0
Djh(t, ) = tT(exp,) 1oy Djp(x) =3 0
und es folgt 0 = limy,_,o (Doh(t, ), D;h(t,z)) = limy (X1 1), Y 4)) weil h eine Isometrie ist,
und damit folgt (X,Y)s = 0. O

Definition 222: Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und p € M. Wenn exp,, = exp |1,
ein Diffeomorphismus auf eine offene Umgebung der 0 € 7, M ist, dann heifst expp(V) cM
normale Umgebung von p.

Als néchstes zeigen wir nun, dass Geodéten tatséchlich langen-minimierend sind.

Proposition 223: Sei B = exp, (B:(0)) ein Geoditen-Ball, ¢ : [0,1] — B ein Stiick einer
Geoddite mit ¢(0) = p und v : [0,1] — M eine stiickweise differenzierbare Kurve mit v(0) = p
und (1) = ¢(1). Dann gilt

L(v) = L(e) ,

und wenn die Gleichheit gilt, dann existiert eine stickweise differenzierbare Funktion p : [0, 1] ©
mit p' >0 und v = cop.

Beweis. Nehmen wir zuerst an, dass das Bild der Kurve im(y) C B liegt. Wir kénnen annehmen,
dass v(t) # p fiir alle ¢t > 0 gilt. Fiir 0 < ¢ < 1 kénnen wir dann

v(t) = exp, (r(t)v(t))
mit 7(t) > 0 und |v(t)| = 1. Dann gilt Lr(t)v(t) = r'(t)v(t) + r(t)v’(t) und es folgt

d
0= —v|* = 2(v,0) = vl .

dt
Definiere dann die Abbildung L(t) := T}t exp, @ TpM — T, ;) M, dann folgt nach dem
Gauss-Lemma Lv 1 Lv'. Es folgt
d
—r
dt
und damit |/|2 = |'|?|Lv|* + r2| L") = |r']2 + r?|Lv'|2 > (/)2 Fiir 0 < @ < 1 erhalten wir
damit die Abschétzung

/a1 '] = /a1 | > /a1 v =r(1) = r(a) = /01 'l = L(y) = r(a) = L(e) .

V(1) = L(t) r(t)o(t) = ' () L(E)v(t) + r() L)' (t)
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Wenn L(v) = L(c) gilt, dann muss 7?|Lv/|? = 0 sein, also Lv' = 0 <= v/ = 0. Somit ist v

stetig und auf jedem Teilintervall konstant, wo es differenzierbar ist, also insgesamt konstant.
Fiir L(y) = L(c) miissen wir dann 7/ > 0 haben. Mit y(t) = exp, (r(t)v) nehmen wir dann

p = L(c)r. Liegt im(y) ¢ B, dann folgt aus dem vorigen Argument L(y) > e > L(c). O

Proposition 224: Fir jedes p € M existiert eine Umgebung W und ein 6 > 0, sodass fiir
jeden Punkt ¢ € W die Ezponentialabbildung exp, ein Diffeomorphismus auf Bs(0) C T,M st
und W C exp, (Bs(0)) liegt.

Bemerkung: Solch ein W wird total normale Umgebung von p genannt.

S

exp,, (35(0))

-

Beweis. Wir konnen von M = (R", g) und p = 0 ausgehen, auferdem sei U C TR™ = R"™ x R"
das Definitionsgebiet der Exponentialfunktion. Die Abbildung F': U — R™ x R" mit (z,v) —
(z,exp,(v)) hat die Ableitung

DF(z,0) = % ,

und ist damit umkehrbar. Nun wenden wir den Satz von der inversen Funktion an, dann existiert
ein 6 > 0 und eine Umgebung V' von 0 € R", und F bildet V' x Bj(0) diffeomorph auf eine
Umgebung W’ von (0,0) ab. Wiahle dann eine offene Umgebung W von 0 € R™, sodass W xW C
W' liegt. In diesem Fall liegt dann W C exp, (Bs(0)) fiir jedes © € W geméR der Definition der
Abbildung F. O

Proposition 225: Sei vy : [a,b] — M eine stickweise differenzierbare Kurve und L(y) =
d(v(b),7(a)). Wenn |¥'| dann konstant ist, so ist v eine Geodiite.

Beweis. Sei a <t < b und W eine total normale Umgebung von v(t). Dann existieren a’ # v/
mit a < a <t <V <bund y([a’,V]) € W [...7]. Dann ist liegt v(b') im Geodéten-Ball um
y(a'), also ist ¥|[e 4 eine Geodéte. Dies gilt fiir alle Wahlen von o’ und ¥'. O

Satz 226 (Hopf-Rinow): Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und p € M. Wenn die
Ezponentialfunktion exp, auf ganz T,M definiert ist, dann findet sich fir jedes ¢ € M eine
Lingen-minimierende Geoddte von p nach q.

Beweis. Sei r = d(p, q) der Abstand der beiden Punkte und Bs(p) = exp, (B5(0)) ein normaler
Ball mit dem Rand S := 0Bs(p). Wahle dann einen Randpunkt = € S, sodass

d(z,q) = d(S,q)

gilt, dann kann z = exp, (dv) fiir ein passendes v € T), M mit |v| = 1 dargestellt werden. Definiere
als Kurve (s) := exp,(sv), dann werden wir (1) = ¢ zeigen.
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9 Riemannsche Geometrie

Definiere dann A := {s € [0,r] : d(v(s),q) =7 — s}, dann miissen wir zeigen, dass r € A
liegt. Zunéchst einmal ist A abgeschlossen, da s — d ('y(s), q) + s stetig ist. Wir erhalten weiter
die Abschitzung

r=d(p.a) < d(p1(5) +d(1(5),0) < 5 +d(1(5),0) = d(r(s)a) 275
flir 0 < s < § gilt dann weiter
d(1(s),q) < d(y(s),z) +d(@,q) = (6 —8)+ (r—6) =r—5.

Also gilt d(’y(s),q) =r—sfir 0 <s <¢ genau dann, wenn [0, ] C A.

1 N> B51 (pl)

Sei nun s; := sup(A) = max(A) und nehme s; < 7 an, weiter definiere p; := (s1). Durch
Wiederholung des vorigen Arguments erhalten wir einen Widerspruch, da s; + d; € A liegen
wiirde, und damit s; nicht das Maximum von A wére. Also gilt max(A) = r, und wir erhalten
d(’y(r),q) =r —r =0 und damit v(r) = q. O

Der Satz von Hopf-Rinow kann auch anders formuliert werden:

Satz 227 (Hopf-Rinow): Sei M eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und p € M. Dann sind
die folgenden drei Aussagen dquivalent:

1. Die Ezponentialfunktion exp,, ist auf ganz T;,M definiert.
2. Die Mannigfaltigkeit ist komplett als metrischer Raum.
3. Die Ezponentialfunktion exp ist auf ganz TM definiert.

Beweis. Ubung. O

9.6 Riemannsche Kriimmung

Sei M eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit und V der Riemannsche Zusammen-
hang. Wir definieren dann

R=—F(V) e Q*(M;so(TM)) ,

und fiir zwei Vektoren X,Y € T,M ist dann R(X,Y) : T, M ‘O schiefsymmetrisch und fiir ein
weiteres Z € T, M gilt

~R(X,Y)Z = (VxVy - VyVx - Vixy))Z - (9.5)

Proposition 228: Fiir die Riemannsche Krimmung R gelten die folgenden beiden Eigenschaf-
ten:
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9.6 Riemannsche Kriimmung

1. Erste Bianci-Identitét: R(X,Y)Z + R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0
2. Es gilt (R(X,Y)Z,W) =(R(Z,W)X,Y)

Beweis. 1. Dies folgt aus Gleichung (9.5) und der Symmetrie des Riemannschen Zusammen-
hangs.

2. Dies folgt direkt aus der Bianci-Identitét.
Damit sind die beiden Eigenschaften auch schon bewiesen. O

Sei nun V ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, dann gibt es einen Isomorphismus

{orientierte k-dimensionale Unterraume W C V}
Eiw
AFV/R,

Ist dann wy, ..., wy eine positive Basis fiir W, dann definiere (W) = wy A - - - Awg. Nun wéhle
ein inneres Produkt auf V, dann erhalten wir auch ein inneres Produkt auf A*V durch

(Vxoo-xV)x(Vx---xV)—R

((Ul, cey k), (w1, ,wk)) — det (<’UZ', wj>i7j:17__7k) 5 s
welches sowohl in den v; als auch den w; alternierend ist, und so eine Abbildung
(-, ) AFV x AFY R

induziert. Sei dann eq, ..., e eine orthonormale Basis des Vektorraums V', dann erhalten wir
eine orthonormale Basis fiir A*V durch die Menge {eil NeeoNegy 11 <dp <. < < n} Es
sei dann erinnert an die Abbildung

so(V) =5 (A2V)* = A2V S s (x Ay s (S’J;,y)) .

9.6.1 Kriimmungs-Transformationen

Fiir einen Punkt p € M induziert jetzt die Anwendung der vorigen Abhandlung iiber Vektor-
rdume auf Tangentialrdume eine sogenannte Kriimmungs-Transformation gemé&f

A*(T,M) e so(TyM) == A*(T,M)

~_ .

Kriimmungs-Transformation R,
Aufserdem ist die Kriimmungs-Transformation R, symmetrisch, denn es gilt
(Rp(v Aw),v" ANw') = (Rp(v,w)v’, w')

und letzteres ist symmetrisch in (v, w) und (v', w’). Beziiglich einer geeigneten Basis von A?(T, M)
ist dies also eine Diagonalmatrix.
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9 Riemannsche Geometrie

9.6.2 Bereichsweise Kriimmung

Sei o C T, M ein beliebiger 2-dimensionaler Unterraum, dann definieren wir

<Rp(v, w)v, w> _ <Rp(v Aw),v A w>
lvAwZ v A wl|?

)

K(v,w) = K(o) :=

wobei v und w eine beliebige Basis von o sei (bei einem Wechsel der Basis kiirzen sich auf der
rechten Seite der Gleichung die Skalare heraus). Einige Tatsachen, auf die wir aber nicht mehr
eingehen konnen, sind:

e Es gilt eine Formel fiir R, ausgedriickt durch K (o).
e Gilt § = r2g, dann folgt K (o) = T%K(U).

Sei V' nun noch einmal ein ein endlichdimensionaler reeller Vektorraum, dann liegt entspre-
chend

n

Z€i®6i€V®V,
=1

wobei {eq, ..., ey} eine orthonormale Basis fir V und die Summe fiir alle orthonormalen Basen

von V gleich ist. Zum Beweis fiige man einfach eine orthogonale Matrix ein.

9.6.3 Ricci-Kriimmung

Sei v € T, M ein Tangentialvektor iiber p € M, dann betrachten wir die Abbildung
T,M®T,M — R wy ® wg — R(wr,v)ws .

Wir werden diese Abbildung nun auf dem ausgezeichneten Element (9.5]) aus, wobei wir

Ric, (v Z R(ej,v

fiir eine orthonalbasis e; des Tangentialraums 7, M definieren. Ric, : T,M — T,M ist dann
eine sogenannte Ricci-Transformation, fiir die

Ricy (v, w) = <R1(:p w> Z (e5,v)e;,w >€R

gilt, und die symmetrisch in v und w ist. Auferdem erhalten wir die Darstellung

n

Ric,(ej, €5) Z(R €, e; ez,e]> Z K(e,e;) .
J#i=1

9.6.4 Skalare Kriimmung

Wir definieren weiter eine skalare Kriimmung Scal : M — R durch die Ricci-Transformation
Ric, : T,M x T,M — R, wobei gilt

Scal(p ZRlcp (€, €;) ZK(%@]‘) = QZK(ei,ej)

i#j i<j
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0.7 Das Gauss-Bonnet-Theorem

Beispiel: 1. Die Kriimmung des euklidischen R™ ist K = 0.
2. Auf S = {z e R™ . Y0 ja? =1} gilt K = 1.

3. Betrachte H" = {a: eRvL: g2+ Sy a:? =—1,x9 > ()} und definiere fiir v,w € T,H"

n
(v, w) 1= —vowo + Z VW
i=1

als ein inneres Produkt. Dann ist H™ eine Riemannsche Mannigfaltigkeit mit der Kriim-
mung K = —1.

Satz 229: Sei M eine n-dimensionale vollstindige Riemannsche Mannigfaltigkeit, dann gelten
die folgenden drei Aussagen:

1. Fir K = 0 gilt M = R"/T’, wobei I die diskrete Gruppe der Isometrien ist. Anders
ausgedriickt ist der universelle Uberdeckungs-Raum von M isometrisch zu R™.

2. Bet K =1 gilt M = S™/T’
3. Bei K = —1 gilt M = H"/T.

Beispiel: Sei G eine Lie-Gruppe mit einer bi-invarianten Riemannsche Metrik g, d.h. es glt
rhg =g = {,g fiir alle a € G. Jede kompakte Lie-Gruppe G besitzt solch eine Metrik. Sind dann
weiter X und Y zwei links-invariante orthonormale Vektorfelder auf G, dann gilt

1

also gilt Scal > 0 wenn G nicht-abelsch und zusammenhéngend ist.

9.7 Das Gauss-Bonnet-Theorem

Satz 230: Sei M eine geschlossene, orientierte, 2-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit,
dann ist K = %Scal : M — R die Gauf-Kriimmung. Ist g das Geschlecht der Mannigfaltig-
keit M, dann gilt

1
M

Beuweis. Es ist F(V) € Q*(M;so(TM)) = T'(A*(T*M) ® A°TM) die Kriimmung des Zusam-
menhangs V. Mit der Volumenform w gilt die Zerlegung F(V) = ¢(V) ® w, wobei e(V),w € Q2
liegt. Betrachte dann

e(V)(e1,e2) = <F(V)(el,ez)el,eg> = —<R(€1,€2)61,€2> = —K(e1,e9) ,

so folgt e(V) = —Kw. Mit der Definition der Euler-Klasse einer Mannigfaltigkeit e(TM) =
Le(V)] = 5= [Kw], und erhalten so

T 2r
2= 20(0) = x(M) = X(TM) = [ e(ran =5 [ K.

Also ist die Beziehung zwischen Gauss-Kriimmung einer Fliache und dem Genus bewiesen. [
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9 Riemannsche Geometrie

Satz 231 (Vereinheitlichung): Sei M eine 2-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit
mit dem Geschlecht g(M) > 0. Fir jede Riemannsche Metrik g auf M existiert dann ein p :
M — R, sodass e*g eine konstante bereichweise Kriimmung —1 hat.

Satz 232 (Hadamard): Sei M eine vollstindige, einfach zusammenhdingende, n-dimensionale
Riemannsche Mannigfaltigkeit, sodass fir alle p € M und Unterrdume o C T,M mit dim(o) = 2
die Krimmung K (o) <0 haben. Dann ist

exp, : TyM — M
ein Diffeomorphismus fir alle p € M. Insbesondere gilt M ~ R™.

Satz 233 (Bonnet-Myers): Sei M eine vollstandige, n-dimensionale Riemannsche Mannig-
faltigkeit und r > 0, sodass

-1
72

. n 2
) -
Ricy(v,v) > ]

fiir alle p € M und v € T,M gilt. Dann ist M kompakt und es gilt diam M < 7r, aufSerdem ist
w1 (M) endlich.
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