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1 Einfiihrung

Diese Vorlesung behandelt physikalische Symmetrien und ihre mathematische Formulierung im
Rahmen der Theorie. Es gibt Symmetrien in Zustdnden von physikalischen Systemen (etwa in
Schneeflocken, Kristallen, etc.), aber auch Invarianzen in den bekannten Naturgesetzen (Unab-
héngigkeit vom Ort, von der Zeit, etc.). Die moglichen Symmetrien der Zustéande werden dabei
durch die Invarianzen der Naturgesetze bestimmt, ohne dass wir die genaue Form der letzteren
kennen miissen. Dies macht die mathematische Behandlung von Symmetrien zu einem wichtigen
Werkzeug fiir die Physik.

Zunéchst miissen wir betrachten, welche Struktur unserer Beschreibung zugrunde liegt. Die
Struktur der Quantenmechanik setzt sich wie folgt zusammen:

e Zustande |¢) bilden einen linearen Raum, denn fiir [i1),|¢2) € V ist auch die Linear-
kombination ali)1) + blipe) € V fiir beliebige Konstanten a,b € C. Auferdem gibt es ein
Skalarprodukt

(,):VxV—C
mit (Y1,12) = (Y1]h2) € C.

e Die physikalischen Grofen sind Operatoren, dies sind Abbildung der Form V — V.
Beispiele sind etwa der Hamilton-Operator H der Gesamtenergie, der in der Schrodinger-
Gleichung 1h0;|v) = H|v) eine wichtige Verwendung findet.

e Die Energieeigenzustinde mit H|1,) = E,|¢,) sind die ,stabilen® (bzw. stationéren)
Zustdnde eines Systems.

e Physikalische Eigenschaften eines Zustandes entsprechen den Erwartungswerten ver-
schiedener Operatoren.

Symmetrien gibt es in der Physik, wenn man Operatoren QZ finden kann, die sowohl mit dem
Hamilton-Operator H, als auch miteinander vertauschen:

[H,Qi] = [Qi,Q;] =0.
Die jeweiligen Operatoren haben dann gemeinsame Eigenzusténde, d.h. die mdoglichen Entar-

tungen der Energie-Eigenzusténde hdngen davon ab, was fiir Kigenzusténde QZ besitzt. Warum
aber gibt es in diesem Fall Symmetrien?

1. Die entarteten Eigenzustédnde sehen dhnlich aus.

2. Betrachten wir die Transformation H’ = el9Q: He—19Qi fiir o € R, dann bleibt H invariant,
d.h. es gilt H' = H.

3. Der Erwartungswert <¢]QA$|¢> ist eine Erhaltungsgrofe, denn es gilt
., 0 A A
ih (61Qulw) = (¥][Qi, ) =0

Nach dem Noether-Theorem gehort zu jeder Erhaltungsgrofie stets eine Symmetrie.
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Die Frage ist nun, wie diese Eigenschaften mit der Mathematik zusammenhéngen, d.h. wie
sie im Rahmen von Hilbert-Raumen und Operatoren beschrieben werden.

e Die Transformationen, in denen der Hamilton-Operator H invariant bleibt, entsprechen
genau den Elementen einer Gruppe.

e Die entarteten Mengen der Energie-Eigenzusténde entsprechen genau den invarianten Un-
terrdumen von V', die wiederum den irreduziblen Darstellungen der Gruppe entsprechen.

Uber den letzten Punkt, also irreduzible Darstellungen von Gruppen, gibt es viele allgemeine
mathematische Aussage:

1. Diskrete Gruppen endlicher Ordnung haben eine endliche Menge endlichdimensio-
naler Darstellungen und haben hochstens endliche Entartungen. Dabei gilt

Z (Entartungen)? = Ordnung = Anzahl der Gruppenelemente .

Darstellungen

2. Kontinuierliche kompakte Gruppen haben unendliche Mengen endlichdimensionaler
Darstellungen.

3. Der Vollstandigkeit wegen sei noch angemerkt, dass es auch kontinuierliche nicht-
kompakte Gruppen gibt, diese sollen aber im Rahmen der Vorlesung nicht weiter be-
handelt werden.

Beispiel: Man betrache etwa die Symmetrien der Kristalle und Molekiile. Eine diskrete Sym-
metrietransformation ist beispielsweise durch die Abbildungen z — z und z — —z gegeben. Bei
einer Gruppe der Ordnung zwei gibt es zwei Darstellungen mit Dimension 1 und es gibt keine
Entartung.

Beim Wasserstoffatom ohne externe Felder gibt es eine Drehsymmetrie, die durch die kon-
tinuierliche kompakte Gruppe SO(3) représentiert wird. Dabei gibt es (2l + 1)-dimensionale
Darstellungen fiir { = 0,1,2,... mit (2] 4+ 1)-fachen Entartungen.

Innere Symmetrien finden sich auch in der Elementarteilchenphysik. So sind die drei Quarks
u, d, s relativ leicht, sodass man eine Mischungssymmetrie zwischen ihnen betrachten kann. Dies
fiihrt ebenfalls auf die kontinuierliche kompakte Gruppe SU(3), und man kann Darstellungen
mit bestimmten Dimensionen finden.

Auflerdem gibt es noch sogenannte integrierbare Systeme. In diese existieren soviele Sym-
metrien, dass es keinen Platz mehr fiir die Dynamik gibt. Darauf soll aber nicht weiter einge-
gangen werden.
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In diesem Kapitel werden wir die mathematischen Begriffe einfiihren, welche zur Beschreibung
von Symmetrien notwendig sind, also Gruppen. Besonderes Augenmerk ist dabei auf den Begriff
der Lie-Gruppe zu legen, wo die Menge der Gruppenelemente zugleiche eine differenzierbare
Mannigfaltigkeit ist. Die zugehorige Lie-Algebra ermdoglicht dann einen besonders eleganten
Umgang mit den Elementen.

2.1 Diskrete Gruppen

Definition 1: Eine Gruppe G ist eine Menge von Elementen g1, go, ... zusammen mit einer
Verkniipfung ,,+“, kurz (G, ) geschrieben, sodass die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

1. Abgeschlossenheit: g1,go € GG, dann ist auch g1 * g2 € G.
2. Assoziativitit: g1 * (g2 * g3) = (g1 * g2) * g3 fiir alle g1, g2, 93 € G.

3. FEinselement: Es gibt ein e € G, sodass e x g = g x e = g fiir alle g € G gilt.

1 1 _

4. Inverse Elemente: Es gibt fiir alle g € G ein g_l ceGmit g xg=g*xg " =e.

Die Ordnung einer Gruppe, durch |G| notiert, entspricht der Anzahl der Elemente einer
GruppeE] Eine Gruppe heifit dariiber hinaus abelsch, falls g; * go = g2 * g1 gilt, andernfalls ist
sie nicht abelsch.

Definition 2: Eine Teilmenge H C G einer Gruppe G heift Untergruppe, wenn fiir zwei
Elemente hy, ho € H auch hy x hy € H liegt, sodass H selbst wieder eine Gruppe ist.

Eine Gruppe bzw. die Gruppenoperation kann man durch eine Multiplikationstabelle de-
finieren. Fiir eine Gruppe der Ordnung 2, also die Menge G = {e, a}, gilt beispielsweise

:

Diese spezielle Gruppe wird als Zy bezeichnet. Dabei sind die beiden Elemente e und a ledig-
lich Platzhalter fiir Objekte mit den in der Multiplikationstabelle spezifizierten Eigenschaften.
Eine mogliche Realisierung dieser Gruppe wére durch e = 1 und @ = —1 zusammen mit der

'Man kann die Ordnung einer Gruppe auch fiir unendliche Gruppen definieren, indem man Kardinalzahlen fiir
Unendlichkeiten verwendet. Abzéhlbar unendliche Mengen (beispielsweise Z oder Q) werden mit Ry gekenn-
zeichnet. Uberabzihlbare Mengen (etwa R, S*, etc.) sind bijektiv auf die Potenzmenge 3(N) (d.h. die Menge
aller Teilmengen einer abzahlbar unendlichen Menge) abbildbar, sie haben die Kardinalitat X;. Analog werden
hohere Unendlichkeits-Kardinalitdten definiert, d.h. die Potenzmenge einer N,,-Menge hat die néchsthohere
Kardinalitdt N,,41.
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gewoOhnlichen Multiplikation gegeben. Eine andere Realisierung ist durch Permutationen von
zwei Elementen (genannt &3) gegeben, in dem man

1—1 1—2
e= und a=
2—2 2—1
setzt und als Gruppenoperator die Abbildungsverkniipfung o verwendet.

Definition 3: Zwei Gruppen (G, -) und (G’, %) heifsen isomorph, in Zeichen G = G’, wenn es
eine bijektive Abbildung f : G — G’ mit der Eigenschaft f(g1) * f(g2) = f(g1 - g2) gibt.

Isomorphe Gruppen sind vom Verhalten ihrer Elemente identisch, wie etwa bei Zy = &s. Falls
f(g1) % f(g2) = f(g1-g2) gilt, aber die Abbildung f nicht bijektiv ist, dann sind die Gruppen G
und G’ nur homomorph, aber nicht isomorph.

2.2 Kontinuierliche Gruppen

Die Anzahl der Gruppenelemente kann nun auch unendlich sein, wobei zwischen abzéhlbar (etwa
Z mit Addition) und iiberabzdhlbar (z.B. R mit Addition) unendlich zu unterscheiden ist.

2.2.1 Kontinuierliche, Lie- und Matrix-Gruppen

Eine besonders elegant zu behandelnde Situation tritt ein, wenn die Gruppenelemente durch n
reelle Koordinaten parametrisiert werden koénnen, d.h. es handelt sich um eine kontinuierliche
Gruppe der Dimension n, wo die Gruppe zugleich eine (topologische) Mannigfaltigkeitﬂ ist. Die
Elemente sind dann in der Form g(x) fiir z € R™ darstellbar. Die Verkniipfung zweier Elemente
lésst sich dann als

9(x)-9(y) =9(2)  mit 2= fi(z,y)

9@t =g(w)  mit  w=foz).

Definition 4: Fir eine kontinuierliche Gruppe verlangt man, dass die Funktionen f; und
fo beide stetig sind.

Definition 5: Sind die Funktionen f; und f2 sogar analytisch (d.h. glatt und in eine Potenzreihe
entwickelbar), so handelt es sich um eine Lie-Gruppe.

Im Rahmen der theoretischen Physik werden wir uns zumeist mit Lie-Gruppen zur Beschrei-
bung der Symmetrien beschéftigen.

2Einen Raum mit einem Koordinatensystem nennt man eine Mannigfaltigkeit. Die Mannigfaltigkeit kann
bestimmte Eigenschaften haben, d.h. zusammenhéngend, einfach zusammenhéngend, etc. sein und bendtigt
im Allgemeinen mehrere Koordinatensysteme fiir ihre vollstindige Uberdeckung (beispielsweise jeweils ein
Koordinatensystem fiir die Nord- und Siidhalbkugel einer Sphére). Die Koordinaten sehen also nur lokal wie
ein Teil des R™ aus.



2.2 Kontinuierliche Gruppen

Beispiel: Wir betrachten einige verschiedene kontinuierliche Gruppen:

Gruppe Verkniipfung | Dimension
e R + 1
. R”:{(Tl,...,rn)} + n
cn + 2n
o M(nR) = {2 e mit) + n?
e Ul)={z€eC:|z|=1} : 1
komponen-
o T'=[UM]"=U(1)x...U(1)| - fompone n

Fiir die Physik sind die sogenannten Matrizengruppen von grofser Bedeutung, bei Thnen
entspricht die Gruppenverkniipfung immer der Matrizenmultiplikation. Wichtige Beispiele sind
die Folgenden:

Gruppe Dimension
e GL(n,R)={A4€M(n,R):detA+#0} n?

e GL(n,C)={AeM(n,C):detA+#0} 2n?

e SL(n,R)={AeM(n,R):detA=1} n?—1

e SL(n,C)={AeM(n,C):detA=1} | 2(n*-1)

Bemerkung: Es gilt zwar dim GL(n, R) = dim M(n,R), aber die Koordinatenwahl ist deutlich
schwieriger, da die Invertierbarkeitsbedingung det A # 0 der GL(n)-Matrizen einen komplizier-
ten Teil des R™ ausschlieft.

In der SL(n,C) wird die Dimension der Gruppe um 2 gegeniiber dim GL(n,C) reduziert,
da man aus der einen Gleichung det A = 1 zwei (reelle) Bedingungen Re(det A) = 1 und
Sm(det A) = 0 erhalt.

2.2.2 Invarianzgruppen

Diese Matrixgruppen besitzen nun wieder Untergruppen, die ebenfalls eine wichtige physika-
lische Bedeutung tragen. Insbesondere der Fall der Invarianzgruppen hat einen besonderen
Stellenwert. Wir betrachten ein allgemeines (unitéres) Skalarprodukt

n
w) :Zv;‘mjwj mit v=(v1,...,0n),w = (w1,...,w,) €C",
i.j=1
wobei v einfach fiir die komplexe Konjugation steht. Fiir die Matrix A einer Invarianzgruppe
wird nun verlangt, dass

(Av, Aw) Z AjvininAgw = (UJU)
4,5,k,1=1

fiir beliebige Vektoren v, w € C™ gilt. Diese Bedigung lésst sich dann in

n
> AgmikAw =51

i k=1
fiir alle j,1 € {1,...,n} umformulieren, sodass man in Matrixschreibweise die Invarianzforderung
AfpA =1y
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bekommt, wobei A := (A*)* die hermitesch konjugierte Matrix ist. Um den Namen ,Invarianz-
gruppe” zu rechtfertigen, sind noch die Gruppenaxiome nachzupriifen, d.h. ob die Invarianzma-
trizen auch eine Gruppe bilden:

1. Abgeschlossenheit: Es gelte ATnA = n und BfnB = 1 fiir zwei Matrizen, dann folgt

(AB)'WAB = BTATWAB = Bi'nB =) .

2. Assoziativitdt: Folgt aus Assoziativitdt der Matrizenmultiplikation.
3. Neutrales Element: Betrachte e = 1,,, dann gilt trivialerweise 171 = 7.

4. Inverse Elemente: Dazu betrachte die rechts-/linksseitige Multiplikation mit A~! und
(A=1)1, so folgt

AlpA=n = Alp=pA™" — n=(A""pa™"),
also erfiillt auch A~! die Invarianzgleichung.

Beispiel: e O(n) = {4 € GL(n,R) : n = 1, }: Da die Matrizen reell sind gilt A* = A und
damit AT = A%, also lautet die Invarianzgleichung A*A = 1 - dies sind gerade die ortho-
gonalen Matrizen. Dabei ist O(n) eine Untergruppe von GL(n,R), denn es gilt

a) (AB)Y(AB) = B'A*AB = B'B =1, falls A, B € O(n),
b) AtA =1, d.h. A* = A~! und damit 1 = (A71)}(A71).

Es stellt sich nun die Frage, welche Dimension die Mannigfaltigkeit der orthogonalen
Matrizen hat. Dazu betrachte die Invarianzgleichung A*A = 1 komponentenweise, d.h.

(ATA)ij = Apidy; = b
k=1

fiir i,j € {1,...,n}. Dann erhalten wir fiir i = j genau n Gleichungen und fiir das obere
Dreieck i > j entsprechend %n(n — 1) Gleichungen. Fiir i < j erhalten wir noch einmal
dieselben Gleichungen, also effektiv nichts neues. Somit haben wir

1 1
n2—§n(n—1)—n:§n(n—1)

unabhéngige Parameter, und folglich gilt dim O(n) = in(n —1).

e SO(n) = {4 € O(n) : det A = 1}. Auch die SO(n) ist eine Untergruppe, denn es gilt
a) det(AB) =detA-detB=1-1=1,
b) det(A~!) = [det(A)]~! = 1.

Um die Dimension der SO(n) zu bestimmen, betrachte man zuerst noch einmal die zu-
grundeliegende O(n). Wegen 1 = det(1l) = det(A*A) = det A* - det A = (det A)? gilt
det A = £1, d.h. die Menge der orthonalen Matrizen zerfallt in (mindestens) zwei Zusam-
menhangskomponenten. Die zusétzliche Bedingung det A = 1 der SO(n) C O(n) wahlt
somit nur eine der beiden Zusammenhangskomponenten aus, und damit folgt

dim SO(n) = dim O(n) — %n(n ).
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e U(n) = {A € GL(n,C) : n = 1, }: Die Invarianzgleichung lautet hier UTU = 1, d.h. U(n)
ist die Menge der unitdren Matrizen. Zur Bestimmung der Dimension der Mannigfal-
tigkeit geht man édhnlich wie bei den orthogonalen Matrizen vor, betrachtet also kompo-
nentenweise

Ut0)ij = Api Ak =i -
k=1

Fiir die Diagonale ¢ = j erhalt man n Gleichungen und fiir i > j analog %n(n —1). Wegen
der zusitzlichen komplexen Konjugation liefert aber auch i < j noch einmal %n(n -1)
Gleichungen, sodass fiir Dimension folgt

n(n—1) 9

dimU(n):2n2—n—2-T:n

e SU(n) = {A € U(n) : det A = 1}: In der SU(n) kommt jetzt zur U(n) noch die zusétzliche
Bedingung det A = 1 hinzu. Um die Dimension der SU(n) zu bestimmen, beachte man,
dass bereits fiir die unitdren Matrizen A € U(n) die Gleichheit

det(ATA) = det AT - det A = det A* - det A = |det A2 =1,

also |det A| = 1 gilt. Folglich bilden die Determinanten der unitdren Matrizen einen (ein-
dimensionalen) Kreis in der komplexen Ebene, der durch die zusétzliche SU(n)-Forderung
auf einen (nulldimensionalen) Punkt reduziert wird. Also folgt direkt

dimSU(n) = dimU(n) — 1 =n* 1.
e 0(3,1) = {A € GL(4,R) : n = diag(—1, 1,1, 1)}: Diese spezielle Invarianzgruppe lasst das

Skalarprodukt zur Minkowski-Matrix 1 invariant, d.h. das Lorentz-Skalarprodukt. Deshalb
wird O(3,1) auch als Lorentz-Gruppe bezeichnet. Fiir die Dimension gilt

dimO(3,1) = dimO(4) = 6 .

In Kapitel[4 ab Seite[50] gehen wir sehr detailliert auf diese spezielle Invarianzgruppe ein.

2.2.3 Die Gruppe SO(2) und die Isomorphie SO(2) = U(1):

Die Gruppen SO(2) und SU(2) sind in der Physik von immenser Wichtigkeit, genauso wie SO(3)
und SU(3). Wir zeigen im Folgenden, dass die SO(2)-Gruppe geometrisch der 1-Sphére und die
SU(2) der 3-Sphére entspricht.

Definition 6: Die n-Sphiére ist durch S™ := {(z1,...,2p41) € R"*!: Z?jll x? = 1} definiert.

Die Gruppe SO(2) ist durch SO(2) = {4 € M(2,R) : A'A = 1,det A = 1} definiert. Verwen-
det man nun die Benennung A = (¢ Z) € SO(2) der vier Matrixelemente, dann fiihrt die Eigen-
schaft A*A = 1 einer orthogonalen Matrix wegen

v, [a c a b\ [a>+c® ab+ed) 1 (1 0\
AA_(b d)(c d>_<ab+cd ya2) = \o 1)1t
und der Determinaten-Eigenschaft der SO(2) zu den vier Bestimmungsgleichungen

A+ =r+d=1, ab+cd =0 und ad —bc=1.

Als néchstes wird nun eine Fallunterscheidung beziiglich des oberen linken Matrixelements a
durchgefiihrt.
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e a#0: Danngilt ab+cd =0 < b= —%d. Damit folgt dann aus der Gleichheit

d d d
— << a=d
a

l=ad—bc=ad+-—=—(a* +*) =
a a

direkt b = —c. Eine Parametrisierung aller SO(2)-Matrizen mit a # 0 erfolgt also durch

A:(a b) mit @+ =1.
-b a

e a = 0: In diesem Fall folgt sofort ¢*> = 1 und c¢d = 0 und daraus d = 0, womit sich —bc = 1

und b? = 1 = ¢? ergibt. Daraus folgt dann ¢ = f% = f% - b?> = —b. Die Parametrisierung

ist also von der Form

(0 b . 9
A_<—b 0> mit b =1.

Die allgemeine Parametrisierung der SO(2) hat also die Form

AZ(—ab Z) mit e+ =1unda,beR.

Nun ist die U(1) = {z € C: |z] = 1} = S’ zu parametrisieren. Eine komplexe Zahl z € C lésst
sich als z = a + ib mit a,b € R darstellen und es gilt

2l =la+ib| = Va2 + 2 =1 =  |[zP=L@@+b)=1.

Wahlt man nun die Variante mit positivem Vorzeichen, so haben beide Matrizengruppen (kom-
plexe Zahlen sind 1 x 1-Matrizen) die gleiche Parametrisierungsgleichung, die einem Kreis vom
Radius 1 in der a-b-Ebene entspricht. Folglich miissen also beide Gruppen SO(2) = U(1) sein.
2.2.4 Die Gruppe SU(2)

Wir wollen nun die Invarianzgruppe SU(2) genauer betrachtet, d.h. die Menge der komplexen
2 x 2-Matrizen mit UTU = 1 und det U = 1. Obwohl diese Matrizen

_(a b t fa"
A(C d) und A(b* d*)

durch acht reelle Parameter (vier komplexe Matrixelemente) gegeben sind, wissen wir aus den
vorigen Uberlegungen, dass dim SU(2) = 3 gilt. Daher wollen wir noch einer sinnvollen Parame-
trisierung der SU(2) suchen. Die Invarianzgleichung lautet explizit ausgeschrieben

2 2 * *
t 4 (lal*+]c]* a*b+c'd
AA_(b*a—l—d*c b]2 +1d|? )

zusammen mit det A = 1 erhélt man dann die vier unabhéngigen Gleichungen
|al> + |c]* = [b* + |d]* =1, b'a+dc=0 und  ad—bc=1.

Um nun weiter vorzugehen, wird eine Fallunterscheidung beziiglich des Elements a durchgefiihrt:



2.2 Kontinuierliche Gruppen

e a # 0: Dann kann b* = —d*< bzw. b = —dg—i formuliert werden, und es folgt

d d
ad—bc:g(|a\2+\0]2) —=1 = d=a" und b=—c",

:a*

d.h. die Matrix A mit a # 0 ldsst sich parametrisieren durch

A:(“* b*) mit  Ja>+ P =1.
—b* a

e o = 0: Fiir den Fall dass das Matrixelement a verschwindet, vereinfachen sich die expliziten
Gleichungen zu

le> = [p|* + |d* =1, c'd=0 und —bc=1.
Aus —bc = 1 und ¢*d = 0 folgt dann d = 0, also gilt |[b|> = |c|*> = 1. Dann konnen wir
c= —% = —bz* = —b* umschreiben, und erhalten so die Parametrisierung

A= <_%* 8) mit  [p*=1.

Der Fall a = 0 hat also rein duflerlich die gleiche Parametrisierungsform, wie der Fall
a # 0.

Schreiben wir nun x; = Re(a), z2 = Sm(a), z3 = Re(b) und z4 = Jm(b), so erhalten wir
schlieklich die Parametrisierung

A — ( T1 +ire  x3 +ivy

. . mit x%—i—x%—i—m%—i—wi:l.
—x3 +1r4 X1 — 122

Damit kommen wir zu dem Ergebnis, dass die SU(2) sich geometrisch bzw. topologisch wie
eine S2 verhilt, d.h. sie ist zusammenhingend, einfach zusammenhingend, usw. Trivialerweise
folgt aus der Definition, dass die U(1) wie die S* ist.

Bemerkung: Die SU(2) ist eigentlich dreidimensional, daher wére es wiinschenswert eine direkt
Parametrisierung durch drei Variablen zu haben. Es ist daher zu zeigen, dass die Darstellung
A =exp (‘WT"&) € SU(2) mit den Pauli-Matrizen

, (01 2, (0 —i 5 (1 0
"‘(10) U_<i 0> 7= \o -1

dquivalent zur Darstellung A = (. ab*) € SU(2) mit |a|?> + |b|*> = 1 ist. Die Pauli-Matrizen-
Darstellung lasst sich in

exp <102G > = exp <i0(ﬁ5)> mit 0:=16] und n:= g

2

umschreiben. Die Exponentialfunktion der Matrix ist dabei wir iiblich als Einsetzung in die

entsprechende Taylor-Entwicklung e* = > >° %x” zu verstehen. Es zeigt sich nun
. 2
SN2 N2 ns np —1n2
(7d)” = (o) (m + ing —n3 )
_ n3 + (n1 —ina)(n1 + ing) 0 CRR1=1
0 (n1 +1ing)(ng —ing) + nj3 ’
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d.h. alle gerade Potenzen (7&)? sind gleich der Einheitsmatrix und damit gilt folglich fiir alle
Potenzen

.k _ | nd : k ungerade
(75) _{ 1 : k gerade

Damit folgt dann fiir die Darstellung von A € SU(2)
0, 0 L 1[0\ ., 1[0\ _.
A =exp (12(n0)> =1 —|—1§(n0) +3 <12> (ng)* + 30 (12> (na)” + ...
00 12n 0 2n . 00 i2n+1 ) 2n+1 0 o 9

cos(%) isin(2)

<Cos( £) +in?sin

1

(
g) (in' +n )sm(g
(in' — n?)sin(%) (

,9)_. 3 .

(
g cos(3

. a b . 2 2
= <—b* a*) mit lal + 6" =1

da |n|? = 1 = cos? +sin? gilt.

Es zeigt sich, dass die S* und S2 die einzigen Sphéren sind, die als Gruppenmannigfaltigkeiten
dienen kénnen. Durch Produkte von 1-Sphéren erhélt man aber n-Tori T, von denen jeder eine
Gruppenstruktur erlaubt.

2.2.5 Lokale Aquivalenz von SU(2) und SO(3)

Zwischen den Matrizengruppen SU(2) und SO(3) besteht eine lokale Verbindung, die wir noch
kurz betrachten wollen. Dazu betrachten wir die Transformation

/

Vv mit g vio; = AE vjo;AT,

7

dann gentigt es zu zeigen, dass ), viw, = > ; Ui gilt (diese Eigenschaft definiert orthogonale
Transformationen aus der geometrischen Perspektive, da folglich beliebige Skalarprodukt - also
Winkel und Absténde - erhalten bleiben). Dazu verwenden wir die Eigenschaft Sp(c;o;) = 26;;
der Pauli-Matrizen in der Rechnung

221}3111; = ZZvlv] Sp(cio;) = Sp ZZU Ulw o}
J

(]

= Sp ngai Zwé-aj = Sp AZviaiAT Az:wjajAJr
i j i j
= Z Z v;w; Sp (AalATAJJAU Z Z v;w; Sp (AdldeT)

= Z szw] Sp (O'ZU]ATA> Z Z v;v; Sp(0i0;) = 2 Z Vivj

10



2.3 Lie-Gruppen und Lie-Algebren

Damit wissen wir schonmal, dass die obige Transformation v + v’ durch eine orthogonale
Abbildung beschrieben wird. Um die zugehorigen Matrixelemente zu bestimmen, verwendet
man erneut die obige Pauli-Identitat in

20, = 21)5»251-]- = Zv} Sp(oioj) = Sp ZU;Uin =Sp UiAZvjajAT
r ,

J J J

_ ;Uﬁ Sp (aiAajAT) — v = Zvj %Sp <U¢A0’jAT) = ZUjRij .

J

SU(2) — SO(3)  Aws R(A) = {Rij = %Sp (giAajAT)] ,

die allerdings keine Bijektion zwischen den beiden Gruppen liefert. Die Frage ist nun, wie sich
diese lokale Aquivalenz interpretieren lisst. Zu jeder ,Drehung* der SU(2)-invarianten Spin-
Matrizen im Spinraum (bzw. Transformationsmatrix der SU(2)-Gruppe) existiert eine zuge-
horige Drehung des Ortsvektors im Ortsraum (durch eine SO(3)-Matrix beschrieben), welche
dieselbe Tranformation bewirkt.

2.3 Lie-Gruppen und Lie-Algebren

Wir wollen nun ndher untersuchen, was Lie-Gruppen so besonders macht. Dazu betrachten wir
wieder Invarianzgruppen mit der Eigenschaft ATnA = (und auch det A = 1). Im Allgemeinen
zerféllt eine Lie-Gruppe in mehrere Zusammenhangskomponenten, wir bezeichnen im Folgenden
mit K diejenige Komponente, welche auch das Einselement enthélt.

2.3.1 Exponentialdarstellung von Lie-Gruppen
Satz 7: Jede Matriz A € K kann als

dim
A =exp (i Z 0“T“>

a=1

geschrieben werden, wobei 0% € R reelle Parameter, dim die Dimension der Gruppe und T¢
die Generatoren sind, d.h. n x n-Matrizen mit der Eigenschaft (T%)'n —nT® = 0 (sowie
Sp(T*) = 0 falls det A = 1). Die Exponentialfunktion der Matrix sei dabei durch die Einsetzung
in die Taylor-Reihe definiert.

Der Kiirze halber schreiben wir 6 := ) 6T fiir die weitere Untersuchung des Satzes und
definieren dann eine Abbildung R4™ — M(n, C) mit {#%} + exp(if).

e Um zu zeigen, dass exp(if) tatsdchlich ein Element von K liefert, definiere zwei Funktionen
F(N) == exp(i\) fiir A € [0,1] und ¢(A) := [f(N)]Tp[f(\)]. Dann gilt

d
—d)\c(/\) = [exp(—iA0")nexp(iXd)] = —iexp(—iAd")[0Tn — nb) exp(ird) =0 ,
0, n.V.

11
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also ist ¢(\) eine Konstante. Dann gilt aber ¢(\) = ¢(0) = n fiir alle A € [0, 1], und damit
muss folglich f(\) € K liegen, da die geforderte Invarianzgleichung erfiillt ist. Um ggf.
auch die Forderung nach det A = 1 zu erfiillen, betrachte

det[exp(i6)] Hexp (iX;) = exp ( Z)\ ) = exp (iSp(9)) =1
1=1

falls Sp(#) = 0 ist. Dabei wird an der Stelle x von der Diagonalisierung der Matrix 6 ausge-
gangen, wobei die Aussage auch (allerdings nicht offensichtlich) fiir nichtdiagonalisierbare
0 gilt. Aufierdem bezeichnen die \; die Eigenwerte von 6.

e Der wesentlich problematischere Teil der Aussage des Satzes ist nun, ob denn auch jedes
Gruppenelement g € K durch die angegebene Abbildung erreicht werden kann, d.h. in der
Form exp(if) geschrieben werden kann - d.h. ist die Abbildung surjektiv? Der Beweis soll
an dieser Stelle nicht explizit ausgefiihrt werden, allerdings die grundlegende Idee. Aus
dem Zusammenhang der Komponenten K folgt, dass fiir alle g € K eine stetige Funktion

Fi01]— K A f(N)  mit  fO) =1, f(1)=g

existiertﬂ Fiir A < 1 lésst sich die Funktion mit f(\) = 14\ -i0 + O(\?) entwickeln.
Dann folgt aus der Invarianzgleichung

=0 = p-ng=0.

Da jedes 6 ein lineares Objekt ist, kann es als Linearkombination der Basiselemente T
geschrieben werden und es folgt dann direkt (7%)7n—nT® = 0. Andererseits kann f(1) =
aber auch als eine Transformation betrachtet werden. Eine , grofe” (endliche) Transforma-
tion kann dann durch mehrere ,kleine* (infinitesimale) Transformationen erreicht werden,
sodass

g=1(1) = lim [f (;I)}N:ngn []1+]\0;+O(]\},2)}N:exp(10)

gilt. Damit sei an dieser Stelle genug gesagt - fiir die entsprechenden exakten Beweise
siehe ein Mathematikbuch iiber Lie-Gruppen.

2.3.2 Lie-Algebren

Es ist nun viel einfacher die Matrizen 6 = Zg;ml 0vT* statt der Gruppenelemente g(0) € K zu
studieren, weil diese einen linearen Vektorraum bilden mit T als Basiselementen bilden.

Definition 8: Wir bezeichnen den Vektorraum der Matrizen 6 als Lie-Algebra, wobei wir
Gruppe SU(n) —  Algebra su(n)

zur Notation verwenden.

3Man beachte, dass auf einer glatten Mannigfaltigkeit die Begriffe Wegzusammenhang (d.h. die Existenz eines
stetigen Weges zwischen zwei Elementen) und Zusammenhang (keine Zerlegung in disjunkte offene Mengen
moglich) identisch sind - fiir allgemeine topologische Raume ist die allerdings nicht der Fall.

12



2.3 Lie-Gruppen und Lie-Algebren

Der Bezeichnung , Algebra“ in Lie-Algebra deutet darauf hin, dass man auch eine Multipli-
kation zweier Elemente der Lie-Algebra definieren kann, zusétzlich zur Addition. Diese wird
von der Gruppenoperation der urspriinglichen Lie-Gruppe induziert. Dazu betrachten wir zwei
Lie-Gruppen-Elemente

A = exp(i0*T*) und B = exp(ip*T?) ,

wobei wir der Kiirze halber ab jetzt die Einsteinsche Summenkonvention verwenden. Dann
gehort das Produkt

A-B=C :=exp(i('T)
ebenfalls zu K. Man beachte dabei, dass die Matrizenmultiplikation nicht kommutativ ist, sodass

im Allgemeinen nicht die triviale Multiplikationsregel e*e? = e* anwendbar ist. Wir betrachten
unter Verwendung von

1 1 1
TaTb — §{Ta,Tb} + Q[Ta,Tb] , gabeaTb — ané-b{Ta’ Tb} und
20" (T, T} = (0°¢" + 6" ){T°, T"}

daher eine explizite Reihenentwicklung von A - B bis zur zweiten Ordnung:

%(pasobTaTb

1
1 +i0*T* — 29@9"T“T”] [11 +ipT* —
1
= 1 +i(6° + )T — 5(eaeb + b 420" TOT?
1 1
-1 +i(9a + Spa)Ta . 1(Ha + S0a>(eb + Spb){Taij} _ §0a¢b[Ta,Tb]
1
L pigore — SEETT +0(0,0,6)°
. scarpa 1 a¢brpa b 3
= LT = 28°C{T 1) + 0(6, 9,6)
Durch Vergleich der letzte und drittletzten Zeile wird sofort deutlich dass die Gleichheit formal

nur dann erfiillt werden kann, wenn der Kommutatorteil §2°[T% T?) in der drittletzten Zeile
proportional zu i£%T* ist. In allgemeinster Formulierung miissen wir also

[Ta, Tb] — ifabcTC

schreiben, wobei die f2¢ die sogenannten Strukturkonstanten sind. Damit gilt fiir den letzten
Summanden —16%°(T?, T%) = —1 f2¢PT und insbesondere

1
ga = 0% + Soa _ 5Jc-cbaecgob 4 0(97 30)3 .

Fazit: Die Multiplikation in der Lie-Algebra wird durch den Kommutator 6 - ¢ := [0, ] de-
finiert, wobei die Strukturkonstanten fo¢ bestimmen, was in der Vertauschung passiert. Die
Strukturkonstanten sind dabei reell.

13
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2.3.3 Eigenschaften der Generatoren und Strukturkonstanten

e Die Multiplikation einer Lie-Algebra hat im Allgemeinen die Eigenschaften
a) Antisymmetrie: [X,Y] = —[Y, X]
b) Jacobi-Identitit: [[X,Y], Z] + [[Y, Z],X]| + [[Z, X],Y] =0

e Auch Linearkombinationen der Generatoren T% konnen als Basis der Lie-Algebra dienen.
Die Basis wird dabei orthogonal genannt, falls Sp(7%7%) o« §%° gilt. In den meisten Fille,
beispielsweise bei den fiir uns wichtigen Lie-Gruppen U(n), SU(n), O(n), SO(n), etc.,
kénnen die Generatoren auch so normiert werden, dass gilt

5ab
Sp(T°T?) = — .
2
e Natiirlich muss eine Basis der Lie-Algebra auch komplett sein, d.h. jedes Element der
Algebra kann als Linearkombination der T geschrieben werden. Diese Forderung bzw.
Vorraussetzung fiihrt zu einer Vollstdndigkeitsrelation.

Beispiel: Betrachten wir die Vollstdndigkeitsrelation fiir die SU(n), also fiir die Genera-
toren T der su(n), wobei su(n) die Lie-Algebra der Lie-Gruppe SU(n ) bezeichnet. Wir
zeigen zuerst, dass sich eine beliebige n x n-Matrix M als M =" 61 CT* mit den
Koeffizienten C* = 2 Sp(T®M ) schreiben lésst. Betrachte
5ba Cb
Sp(T*M) = C* - Sp(T"T*) = C*—- = —-,

und damit folgt die Form der Koeffizienten. Um nun die Darstellbarkeit zu sehen, betrachte
die folgende Zerlegung der Matrix M,

M = (M+MT)——Sp(M+MT)]1+ 5 (M - MT)——Sp(M M1

henmtesch, spurlos antzherm1tesch, spurlos

1% [Sp(M + M) +Sp(M — M| 1,

ol

wobei M ptinerm = iMperm gilt, dann ergibt sich die Darstellbarkeit direkt aus den Eigen-
schaften der SU(n)-Generatoren T (spurlos und selbstadjungiert). Unter Verwendung der
eben hergeleiteten Darstellung der Matrix M und T° = \/#271 1,, betrachte dann

6..
0udje My, = Mi; = C*T; = COTZ% + CATi? =2 SP(M)i +2 SP(TAM)TZ?

1 1
= —Mun0ij + 2T} My, T} = — 0t Mg + 2 M
n2-1 1
— Z Gle =5 < 00k — n5ij5kz> ,

so erhalten wir die Vollstandigkeitsrelation der su(n)- bzw. SU(n)-Generatoren.
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e Aus der Orthonormierung Sp(7°T?) = % und dem Kommutator [T¢, T%] = ifT* lassen
sich die Strukturkonstanten direkt durch

5CC 3
Sp ([Ta’ Tb]Tc) — Sp(ifabcTcTC) — ifabc? — %fabc
= f*° = —2iSp ([T° T"|T°)
ausdriicken. Um die totale Antisymmetrie von f%¢ zu zeigen, betrachtet man das ent-

sprechende Verhalten bei der Vertauschung a <> b, a <+ ¢ und b < ¢ durch explizites
Nachrechnen:

acrb: fo=-2iSp ([T T"|T¢) = 2iSp ([T°,T|T¢) = — f*°
Fiir die verbleibenden beiden Vertauschungen beachte man, dass die Spur invariant unter
zyklischer Vertauschung der Matrizen ist, d.h. es gilt Sp(ABC) = Sp(BCA) = Sp(CAB)
und analog fiir mehrere Matrizen - die folgt trivial aus der komponentenweisen Darstellung
der Spur.
a<rc:  f = -2i[Sp(T°T*T°) — Sp(T°T°T°)]
= —2i[Sp(T°T°T*) — Sp(T°T"T*)] = 2iSp ([T, T"|T*) = — f**
berc:  fo¢ = —2i[Sp(T*T"T) — Sp(T°T°T*)]
= —2i[Sp(T°T*T") — Sp(T°T°T")| = 2iSp ([T*, T°|T") = — f**
Aus der Jacobi-Identitét [[X,Y], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z, X],Y] = 0 folgt dann einfach aus

0= [[T*T",T] + [[T°,T°],T%] + [[T°, T, T"]
— ifabd [Td, TC] + ibed [Td, Ta] + ifcad [Td, Tb]
— _fabdfdceTe _ fbcdfdaeTe . fcadfdbeTe
_ [fabdfcde + fbcdfade + fcadfbde} Te
die Gleichheit
fabdfcde + fbcdfade + fcadfbde =0 (21)
mit a,b,c,e =1,...,dim fiir die Strukturkonstanten.

e Falls es einen Generator gibt, der mit allen anderen Generatoren vertauscht, so haben wir
ein abelsche Unteralgebra - ansonsten heiftt die Algebra halbeinfach.

Beispiel: Betrachten wir die Lie-Algebra su(2) der SU(2), welche dreidimensional ist. Mit den
drei Pauli-Matrizen

L (01 s (0 —i s (10
U_<1O T=\i o 7 =\o 1

kénnen wir die Generatoren der SU(2) bzw. Basiselemente der su(2) durch T* = ”—; definieren.
Diese erfiillen die Eigenschaften

ab
Sp(T°T?) = % ., (TH'=T*  und  Sp(T?) =0,

d.h. die Basis ist orthonormiert und die Generatoren sind hermitesch sowie spurlos. Explizites
Nachrechnen liefert dann [T, T%] = ie®T* fiir die Kommutatoren der Generatoren. Dabei ist
€2 der total antisymmetrische Levi-Civita-Tensor, und die su(2)-Lie-Algebra ist halbeinfach.
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2.3.4 Zusatz: Die Campbell-Baker-Hausdorff-Formel

Wir haben bisher betrachtet, wie die Lie-Gruppen-Operation die Multiplikation in der zugehori-
gen Lie-Algebra induziert, d.h. die Vertauschungsrelationen und Strukturkonstanten bestimmt.
Die offene Frage ist nun umgekehrt, wie bei bekannten Vertauschungsrelationen /Strukturkons-
tanten die Lie-Gruppen-Operation aussieht.

Die Antwort darauf liefert die Campbell-Baker-Hausdorff-Formel. Dazu betrachte zu-
néachst ganz allgemein ein Produkt

e Xet = exp (Z t”C’n(X,Y)> ,

n=0

d.h. die Frage lautet, wie die Funktionen C,,(X,Y’) aussehen. Mit einer Taylorentwicklung der
beiden Exponentialfunktionen auf der linken Seite, die wir in die Form

tn+m

) m ) gm
tX tY __ Y oyn T oym
= —(zmx)(zmly) =35 r
n=0 m=0 n=0m=0
s:=m-+n

nsm1+zzmls_ XsmYm

s=1m=0

schreiben konnen. Auflerdem bendtigen wir noch die Taylorentwicklung des natiirlichen Loga-
rithmus

& k
In(l+2) =Y (- = 42—

als Umkehrfunktion zur Exponentialfunktion. Betrachten wir dann die Ausdriicke bis zur dritten
Ordnung in ¢:

1 1 1 1 1 1
=t(X +Y)+ 12 <2X2+XY+2Y2>+t3 <6X3+2X2Y+2XY2+6Y3>+
1 1 1
=X+ XY +YX +Y?) 443 (2)(3 + XY + 5XY2 + 5YX2
los  1ys Lo 1o 9 13
FYXY 4 0V X7 4 XY X + JYVPX + DX 4+ XY 4 VP )

=X+ XY+ XY X+ XY+ Y X2 Y XY + V232X +V3) +

Betrachten wir dann die Summanden in der Logarithmus-Entwicklung:

2’2 23
— -+ =X +Y)
+12 (;XQ + XY + %YQ — %XQ — %XY — %YX - ;Y2>
+13 <éx3 + 1X2Y + 1XY2 + éyi” - %X?’ - %XQY — §XY2 — 11/3
Ayxe yxy o lxvx - fYQX ixs Iy iy 17
4 2 2 3 3 3 3

1 1 1
SYX?2+YXY +-XYX fYQX )
*3 *3 *3 *3 )
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Folglich lauten die die ersten Entwicklungskoeffizienten des Produkts in kompakter Fassung
C1(X,Y)=X+Y

Co(X,Y) = %[X, Y]

1
Cs(X,Y) = 5 ([X. (X Y]] + [, v, X))
Auch die hoheren Koeffizienten Cy,(X,Y") fiir n > 4 lassen sich eindeutig durch die Kommuta-

toren ausdriicken, und damit haben wir das Produkt durch die Kommutatoren ausgedriickt, die
wiederum durch die Strukturkonstanten definiert sind.
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3 Darstellungstheorie

3.1 Allgemeines

Wir haben die Invarianzgruppen, d.h. U(n), SU(n), O(n), SO(n), etc., duch die Eigenschaf-
ten einer Transformation der Form v — Awv definiert, wobei im Allgemeinen v € C™ ist. Es
stellt sich nun die Frage, wie man eine derart abstrakt definierte Gruppe auch tatséchlich rea-
lisieren kann. Eine solche Realisierung der Gruppenstruktur durch derartige Transformationen
eines Vektorraums wird Darstellung genannt, und zwar im konkreten Fall definierende bzw.
fundamentale Darstellung. Es gibt aber auch noch viele andere Darstellungen.

3.1.1 Definition von Darstellungen

Definition 9: Ein Vektorraum ist ein linearer Raum, d.h. fiir v, w € V liegen auch alle (kom-

plexen) Linearkombinationen av+fSw € V. Die Vektoren vy, ..., vy heifen linear unabhéngig,
falls gilt:
k
Zaﬂ)z‘zo — a1:a2:‘--:ak:0.
i=1

Die Dimension d des Vektorraums gibt die maximale Anzahl linear unabhéngiger Vektoren
an. Jeder Vektor v € V kann dann als v = Zle v;€; geschrieben werden, wobei die é; Basis-
vektoren sind und v; € C die Komponenten des Vektors in dieser speziellen Basis ist.

Definition 10: Eine lineare Abbildung L : V — V erhélt die Struktur des Vektorraums
auf dem sie operiert, d.h. es gilt

L(av + pw) = aL(v) + fL(w) .

Falls eine inverse lineare Abbildung L~! existiert, so bilden diese Abbildungen eine Gruppe
mit der Multiplikation (L; - La)v := Ly (L2(v)). Wir bezeichnen diese Gruppe mit GL(V) bzw.
GL(d, C), oder auch einfach als lineare invertierbare Operatoren auf V.

Mit den genannten Eigenschaften l&sst sich nun
d d d d d d
i=1 i=1 i=1 j=1 j=1 \i=1

darstellen, d.h. die komplexen Zahlen Lj; bilden eine Matrix in dieser gewéhlten Basis, welche
die lineare Abbildung darstellt.

Definition 11: Eine (lineare) Darstellung der Gruppe G ist ein Homomorphismus der Form
D:G — GL(V), dh. D(g) € GL(V) und D(¢1 - g2) = D(¢1) - D(g2). Die Dimension der
Darstellung ist die Dimension des Vektorraums d.
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3.1 Allgemeines

Bemerkung: Man beachte, dass die Dimension d der Darstellung (d.h. die Dimension des
Vektorraums V') unabhéngig von der Ordnung n der zugrundeliegenden GL(n) ist. Fiir die
fundamentale Darstellung gilt aber immer d = n, deshalb wird die fundamentale Darstellung
auch manchmal einfach als n bezeichnet. Dazu gibt es noch eine dritte Dimensionsgréfie dim,
welche die Anzahl der Koordinaten angibt.

Beispiel: e Die SO(3) ist eine Untergruppe der GL(3,R), also ist n = 3. Die Mannigfaltig-
keit der SO(3) ist 3-dimensional, also gilt dim = 3.

e Die SU(3) ist eine Untergruppe von GL(3,C), also wieder n = 3. Da die Gruppenmannig-
faltigkeit der SU(3) aber 8-dimensional ist, folgt dim = 8.
Die Gréfe dim entspricht somit auch immer der Anzahl der nétigen Generatoren fiir die Exponential-
Représentation der Gruppe.

Bemerkung: Eine fundamentale Darstellung n einer Matrizengruppe kann man folglich auch
als Inklusion in die zugehdrige GL(n) auffassen.

3.1.2 Wichtige spezielle Darstellungen

e Konjugierte Darstellung: Fiir die konjugierte Darstellung (von komplex konjugiert) gilt
ebenfalls d = n, aber D,(g) = g*, d.h. g wird komplex konjugiert. Trivialerweise gilt

D91 -92) = (91-92)" = 91 - 95 = Di(g1) - Du(92) ,

d.h. D, ist in der Tat ein Homomorphismus. Die konjugierte Darstellung wird oft einfach
als n* oder m bezeichnet. Die Generatoren dieser Darstellung sind durch

[exp(iQ“Ta)]* = exp (—i0*(T*)*) = D(TY) = —(T)*

gegeben. Ahnlich folgt aus [7%, 7% = ifoT¢ dann [(—T?)*, (—1°)*] = if®¢(—=T¢)*, d.h.
die Strukturkonstanten sind unabhéngig von der Darstellung.

o Adjungierte Darstellung: In der adjungierten Darstellung gilt d = dim. Es sei an dieser
Stelle noch einmal ausdriicklich darauf hingewiesen, dass die Basisvektoren von V die
Matrizen T* sind. Ein ,Vektor” aus V lasst sich also als v = Zi;ni v¥T7* mit v* € R
darstellen. Die adjungierte Darstellung wird als

v' = [Dagi(9)] (v) = gvg ™"

definiert. Diese Abbildung ist linear, also [Daqj(g)] (v +w) = [Dagj(9)] (v) + [Dadj(9)] (w)
und bijektiv, da v = g~1v’g nach entsprechender Links-/Rechts-Multiplikation gilt.

Wir schon in Satz[7] von Seite [I1] formuliert, erfiillen die Generatoren T die Eigenschaft
(TY)n —nT* = 0 <= (T = nT !, die sich aus der urspriinglichen Invarianz-
gleichung ergibt. Trivialerweise erfiillen dann auch die Linearkombinationen v = v*T*
die Gleichung v = nT%)~!. Im Gegensatz zur fundamentalen und konjugierten Darstel-
lung ist es aber bei der adjungierten Darstellung nicht sofort offensichtlich, dass auch die
dargestellten Elemente v’ diese Invarianzgleichung erfiillen, daher betrachte

1 1

= (g7 HTvlg" = ngvg~'n~
1

o't = (gug™)t = ngugT'n~

= vigl = gTngvg='n~ L.

= vl =nuglnHg™HT = oy~
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3 Darstellungstheorie

Betrachten wir eine ,kleine* Transformation, d.h. g = exp(i0*T*) mit 0% < 1, so gilt
v = ()T mit (v')° = 0¥ +i02(F)eu + 0(6?) .

wobei die F'* die Generatoren der adjungierten Darstellung sind. Um diese zu bestimmen
verwende man die Reihenentwicklung und infinitesimale Naherung

dim dim
g = exp (—iz 9“T“> ALY 60T

a=1 a=1

der Gruppenelemente, dann folgt andererseits die Gleichheit

PP 410 (F) 0 T? = T =o' = g tug ~ (1 4 i10°T%)v(1 — i9°T?)
= v 4 10%[T%, v] = v*T® 4 1%° [T, T?]
— eavb [Ta7 Tb] _ aavb(Fa)chc ,
N——

ifabcTc

und daraus ergibt sich dann (F¢)* = —if®° bei Beachtung der Antisymmetrie von f¢,
Um schlieflich die Gleichheit [F?, F?] = if%¢F¢ zu zeigen, betrachte man den Kommuta-
tor komponentenweise. Es gilt unter Verwendung der Strukturkonstanten-Relation (2.1])
und dem vorigen Ergebnis dann

[Fe, FU)* = (FO)(FP)* — (FY)7(F)F = (=i f*) (=i f%F) = (=if*) (if ")
— _faijfbjk + fbijfajk — fbajfijk — _fabjfijk _ falnl(Fj)’Lk
also folgt [F4, F*] = ifebcFe.
Beispiel: Wir wollen die fundamentale und adjungierte Darstellung der SU(n) zur Veranschau-

lichung des zuvor eingefiihrten Materials genauer betrachten. Eine interessante Grofe der Ge-
neratoren ist die sogenannte quadratische Casimir-Konstante CF, die durch

dim

> (T°T*) ap = Coas

a=1
definiert ist. Wie schon zu zuvor, sind die SU(n)-Generatoren abstrakt durch eine Reihe von
Eigenschaften spezifiziert: Es gilt (T®)! = T sowie Sp(T%) = 0 fiir alle a = 1,...,n? — 1.
AufBerdem sind sie durch Sp(T*T%) = 16% normiert.

e Fundamentale SU(n)-Darstellung: Die fundamentale Darstellung der SU(n) hat die Di-
mension dp = n, die Normierungskonstante fiir eine allgemeine Normierung der Form

Sp(T°T?) = 754

entspricht Tr = % Zur Bestimmung der quadratischen Casimir-Konstante betrachte unter
Verwendung der SU(n)-Volistdndigkeitsrelation von Seite |14 die Gleichheit

1 1 1 1
T Ty = 3 <5ij5kk - n5ik5kj> =3 [% Sp(1,,) — H&j

1 1 n?—1
= 30 (” n> = Tgn Vi

n2—1

also gilt Cp = "5 —=.
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3.1 Allgemeines

e Adjungierte SU(n)-Darstellung: Die Dimension der adjungierten Darstellung ist durch
da = n? — 1 gegeben. Die explizite Berechnung der Normierungskonstante gestaltet sich
durch

!
TF5ab - Sp(Fan) — ngFé)c x _facdfbdc — facdfbcd — facdfbceéde
_ facdfbce .9 Sp(TdTe) -9 Sp( fachd . fbceTe ) —_9 Sp [[Ta7 TC] . [Tb, Tc]]
—— =
—i[Te,T¢] —i[T",T¢]
= —2Sp(TeT°TT® + T°TT°T® — TT°T°T® — T°T*T"T*)
= —M?leflﬂ;annj + 2j}qkTI§lﬂ%1TrI)nj + 27}%71151711%71%

1 1
= -2 <5kj5zm - n5kz5mj> T4, + (T Th; + ThT5,) <5km5u - n5kl51m>
a b 2 a b
= =20k 0m T3 T, + Eékl(sijjk:Tlm

1 1
b b b b

2 rarb b2 rarb b
%é@b %5ab %5(11)
ein wenig umstédndlich, aber es folgt so Ty = n. Zur Berechnung der quadratischen

Casimir-Konstante C's betrachte dann noch (unter Verwendung der vorigen langen Rech-
nung ab dem zweiten Gleichheitszeichen)

ik pakl _ pjak plak *
T T = —f95 % = PO = ndy

d.h. wir erhalten C'y = n fiir die adjungierte SU(n)-Darstellung.

3.1.3 Ahnlichkeitstransformationen, treue und unitire Darstellungen

Definition 12: Zwei Darstellung D1 und Ds heifen dquivalent, falls es eine lineare invertier-
bare Abbildung (Isomorphismus) S zwischen ihnen gibt (Ahnlichkeits- bzw. Similaritétstrans-
formation), sodass

Da(g) = SD1(g)S™"
fiir alle Gruppenelemente ¢ erfiillt ist.
In diesem Fall handelt es sich im Wesentlichen um einen einfachen Basiswechsel, denn es gilt

S
iz W

S
—
Ww_ =W
S—l

DS =5Dilg) = m| |

Insbesondere gilt dann der Zusammenhang 7§ = ST¢S™! mit a = 1,...,dim fiir die Generato-
ren der beiden Darstellungen.
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3 Darstellungstheorie

Beispiel: Um die Aquivalenz der fundamentalen Darstellung 2 und der konjugierten Darstel-
lung 2* der SU(2) zu zeigen, muss eine Ahnlichkeitstransformation S gefunden werden, so-
dass SD(g)S~! = D.(g) gilt. Ein Element der Lie-Gruppe SU(2) kénnen wir in der Pauli-
Parametrisierung durch g = exp (10‘“7 ) darstellen (vgl. Seite|9). Betrachten wir die folgenden
Produkte der Pauli-Matrizen

o2olo? = —gt 020202 = o2 020302 = —g3

sowie die Wirkung der komplexen Konjugation auf die Pauli-Matrizen

(o) = (2 (1)) S (? Bi>* 2 (o) = ((1) _01) _ o

Folglich kann als Ahnlichkeitstransformation S = o2 gewéhlt werden, denn es gilt (02)? = 1,
also folgt schlieflich

SD(g)S™! = o2 exp <i¢9“02> 0? = exp <—i€a(02)) =D.(9) .

Damit erhalten wir die gewiinschte Ahnlichkeit 2 ~ 2*.

Definition 13: Als Kern eciner Darstellung definiere ker(D) = {g € G: D(g) = 14}. Falls
ker(D) = {e} gilt, so heift die Darstellung treu.

Fiir eine treue Darstellung gilt insbesondere, dass aus g1 # g2 auch D(g1) # D(g2), d.h.
ungleiche Gruppenelemente werden auch entsprechend auf ungleiche Elemente der Darstellungen
abgebildet. Um dies einzusehen, vermute D(g1) = D(g2). Dann folgt mit den Eigenschaften eines
Homomorphismus

D(g19; ") = D(91)D(g; ") = D(92)D(g5 ") = D(gagy ") = D(e) = 1,
also gilt g1g5 L — ¢, und dies fithrt schlieRlich zu g1 = go.

Definition 14: Falls die Darstellungsmatrizen D(g) € GL(V') unitér sind, so heift die Darstel-
lung unitér - die Gruppe G selbst braucht dazu allerdings nicht unbedingt unitér zu sein.

Man kann in der Tat fiir alle endlichen diskreten und alle kompakten kontinuierlichen Gruppen
ein positiv definites Skalarprodukt wahlen, sodass D unitér ist. Um dies zu zu sehen, betrachte
das gewohnliche (unitéire) Standardskalarprodukt (v|w) = S% | v*w;. Damit definiere

i=1"1
1G] Z (9)v|D(g)w)
geG
als weiteres Skalarprodukt, dann gilt

{(v|D'(¢")D(g)w)) = (D(g")v|D (' ,G|Z 9 )v|D(g)D(g )w)

geG

= 1a] Z (99 )v|D(g9) Z 9" v D(g")w) = ((v|w)) ,

geG g”EG

also folgt die Unitarititsgleichung Df(¢')D(g') = 1 fiir die Darstellungsmatrizen. Im Folgenden
werden wir nun zumeist unitdre Darstellungen betrachten. Die Generatoren sind dann also
hermitesch.
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3.1 Allgemeines

3.1.4 Summen und Produkte von Darstellungen

Wichtige algebraische Konstruktionen von Vektorrdumen sind direkte Summe & und das direkte
Produkt ®. Diese Begriffe kann man auch auf Darstellungen iibertragen:

o Direkte Summe: Seien D1 und Ds zwei Darstellungen der Gruppe G in den Vektorrdumen
V1 und V5. Durch Bildung der direkten Summe Vi @V5 1= {(vl, vg) 1 v € Vi} mit (vy,ve) =
(v1,0) + (0,v2), kommt man zu einer neuer Darstellung von G:

['D1 S 'Dg(g)] (Ul,vz) = (Dl(g)vl, 0) + (0, 'Dg(g)vg) .
Als Basisvektoren konnen {(é;,0)} zusammen mit {(0,é;)} gewihlt werden, sodass

d1 d2

d d
(U,U/) = iviéi,iv;éj = Z’Ul(él,()) +Zv§(0, éj)
i—1 =1

=1 j=1

gilt. Die Dimension der Summe-Darstellung ist daher dp,qp, = di + d2. Insbesondere ist
in dieser Basis die Darstellung blockdiagonal geméis

D 0
D1& D, s (01 'DQ> ’

Definition 15: Eine Darstellung ist irreduzibel, wenn es keine invarianten UnterrélumeE] gibt.
Eine Darstellung ist vollreduzibel, wenn D dquivalent zu einer Zerlegung D1 @ Do P ... mit
jeweils irreduziblen D; ist.

e Direktes Produkt: Durch Bildung des direkten Produkts V4 ® V5 = {(vl, vg) 1 v € Vi} der
Vektorraume V7 und V5 mit der Bilinearitat
(a1v1 + frwr, v2) = a1 (v, ve) + Bi(wr, v2) und

(v1, aua + Pows) = aa(v1,v2) + B2(vi, w)

gelangt man zum direkten Produkt von Darstellungen, welches durch

[D1 @ Da(g)] (v1,v2) := (Di(g)v1, Da(g)v2)

definiert ist. Als Basisvektoren kénnen hier alle Kombinationen {(é;,¢;)} dienen, d.h.

di do

(v,0') = ZZviv;(éi,éj) .

i=1 j=1
Die Dimension einer Produkt-Darstellung ist folglich auch das Produkt dp,gp, = d1 - da.

Eine sehr entscheidende Fragestellung ist das sogenannte Problem der Ausreduktion, d.h.
die Moglichkeit das direkte Produkt Dy ® D4 als direkte Summe geméf

D1QDs=D, DD ®...

zu zerlegen. Mit anderen Worten besteht also die problematische Aufgabe darin, alle invarianten
Unterrdume von V; ® Vs zu finden. Wir kommen in den Abschnitten [3.4] und darauf

zurick.

st f: V — V ein Endomorphismus (d.h. eine lineare Selbstabbildung), so bezeichnet man einen Unterraum
W C V als invariant, wenn f(W) C W gilt. Mit anderen Worten liefert die Abbildungs-Einschrankung
flw : W — f(W) C W einen Endomorphismus auf W.
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3 Darstellungstheorie

3.2 Gewichte und Wurzeln

Das Ziel der néchsten Abschnitte soll nun sein, alle mégliche (unitdren) Darstellungen einer
Gruppe G zu klassifizieren. Einige Kennzeichen von Darstellungen kennen wir schon, etwa die
Dimension der Darstellung d, die quadratische Casimir-Konstante C' und den Normierungsfaktor
T der Generatoren. Allgemein reichen diese Eigenschaften einer Darstellung aber noch nicht zu
einer eindeutigen Klassifizierung aus.

Andererseits sind aber aus der gewohnlichen Quantenmechanik schon Beispiele fiir die Klassi-
fizierung von Darstellungen der SU(2) (stellt den Spin dar) bzw. SO(3) (fiir Drehungen) bekannt.
Dort gibt es die Quantenzahlen s = 0, %, 1, %, fiir den Spin oder £ = 0,1,2,3,... fir den
Drehimpuls. Die Dimension des Vektorraums ist dann durch d = 2s + 1 bzw. d = 20 4+ 1 ge-
geben ] wihrend die quadratische Casimir-Konstante C' = s(s + 1) bzw. C' = £(¢ + 1) ist. Alle
diese Begriffe sind prinzipiell also schon langer bekannt, auch wenn sie bisher nicht so benannt
wurden.

Es gilt jetzt also, die beispielhaften Grofen s bzw. ¢ auf beliebige andere Gruppen zu verall-
gemeinern, wobei wir unsere Betrachtung auf Lie-Gruppen beschranken. Wir wir schon wissen,
geniigt es dazu, die zugehorgen Lie-Algebren zu untersuchen.

3.2.1 Die maximal kommutative Cartan-Unteralgebra

Es seien nun T die Generatoren der fundamentalen Darstellung, F'* die Generatoren der ad-
jungierten Darstellung und D(7*) die Generatoren eine beliebigen dritten Darstellung D. Wir
diagonalisieren nun gleichzeitig soviele der T*-Matrizen, wie maximal moglich ist und bezeichnen
diese Matrizen mit H; fiir ¢ = 1,..., m, wobei m der Rang der Gruppe G ist.

Da die fundamentalen Generatoren 7% hermitesch sind (wir betrachte unitére Darstellungen),
miissen die Matrizen H; folglich reell seinE] Da die H; nun diagonale Matrizen sind, entspricht die
Matrizenmultiplikation zwischen Thnen der gewohnlichen kommutativen Multiplikation reeller
Zahlen, d.h. es folgt insbesondere [H;, H;] = 0.

Definition 16: Die diagonalisierten Matrizen H; spannen die maximale abelsche/kommutative
Unteralgebra, genannt Cartan-Unteralgebra, auf.

Die Cartan-Unteralgebra wird also von der maximal gleichzeitig diagonalisierbaren Anzahl
an Generatoren der fundamentalen Darstellung aufgespannt. Aus [H;, H;] = 0 folgt dann
insbesondere auch [D(H;), D(H;)] = 0 in der beliebig gewéhlten Darstellung, denn mit der
Homomorphismus-Eigenschaft von D gilt

[D(H;), D(H;)| = D(H;Hj) — D(H;H;) =0 .

Beispiel: Wir betrachten die SU(3), deren fundamentale Generatoren T® wegen (T%)" = T

hermitesch, durch Sp(T®) = 0 spurlos und geméR Sp(T*T") = %b orthonormiert sind. Oftmals

?Man betrache etwa, dass (bei naiver nicht-relativistischer Betrachtung) ein Spin—%—Fermion durch einen zwei-
komponentigen Spinor beschrieben wird - im Rahmen der speziell-relativistischen Quantenmechanik erhalt
man stattdessen vierkomponentige Spinoren, da auch Antiteilchen berticksichtigt werden miissen.

3Hermitesche Matrizen haben stets nur reelle Eigenwerte. Um dies zu sehen, sei |a) ein normierter Eigenvektor
zu U = UT, d.h. es gelte (ala) = 1 und Ula) = ala), dann folgt

o = (alala) = (a[Ula) = (a|U']a) = (a|U]a)" = (alala)” = " .
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3.2 Gewichte und Wurzeln

verwendet man dann die Gell-Mann-Matrizen

010 0 -1 0 1 0 0
AM=1(1 00 =1 0 0 A3=(|0 -1 0
0 0O 0 0 O 0 0 O
0 01 0 0 —i 0 00
AM=|0 0 0 =10 0 0 =10 0 1
1 00 i 0 0 010
0 0 O 1 1 0 O
Ar=(10 0 —i Xd=—7=101 0
01 0 V3 0 0 -2

als Generatoren der SU(3). Eine mogliche Wahl fiir die aufspannenden, gleichzeitig diagonali-
sierten Matrizen der Cartan-Unteralgebra sind dann

L1 0 0 L {10 0
Ho=-0 -1 0 Hy=—— (01 0], (3.1)
2\0 0 o 23\ 0 2

d.h. wir wihlen A3 sowie g und es gilt m = Rang(G) = 2. Von den dimSU(3) =32 -1 =38
Generatoren der SU(3) sind somit noch sechs nichtdiagonale iibrig.

3.2.2 Gewichte

In einer allgemeinen Darstellung D sind die Darstellungen D(H;) der Generatoren der Cartan-
Unteralgebra mit ¢ = 1,...,m gewohnliche d x d-Matrizen. Weil sie diagonal sind, finden man
triviale Eigenvektoren beispielsweise durch die Standard-Einheitsvektoren des R¢:

a; 0 0 - 0 0
0 b 0 - 1 1
0 0 ¢ 0 :bz 0 5 etc.

Die Eigenvektoren spannen zugleich den Darstellungsraum auf.

Definition 17: Die zur Matrix D(H;) gehorenden Eigenwerte (im oberen Beispiel etwa b;)
werden Gewichte w; genannt,

D(H;)v = wv ,
wobei der Index die Matrix D(H;) durchnummeriert.

Da es m solche Matrizen gibt, erhélt man zu jedem Eigenvektor v entsprechend m Gewichte
W1, ..., Wn, die man der Kiirze halber zu einem Gewichtsvektor w = (wy,...,w,,) zusam-
menfasst. Da die Darstellungsmatrizen D(H;) auferdem d-dimensional sind, gibt es d Eigen-
vektoren, sodass man entsprechend auch d solche Gewichtsvektoren erhéalt. Man kann diese d
Gewichtsvektoren dann in einem m-dimensionalen Raum grafisch darstellen.
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3 Darstellungstheorie

Beispiel: Betrachten wir die fundamentale Darstellung 3 der SU(3), dann kennen wir aus dem
vorigen Beispiel bereits die Generatoren H; der Cartan-Unteralgebra. Folglich lassen sich die
Gewichtsvektoren direkt an den Diagonalelementen der beiden Matrizen ablesen, sodass wir

A

als Gewichtsvektoren erhalten - diese wurden dabei in absteigender Reihenfolge der ersten Kom-
ponente geordnet (man beachte, dass der hochgestellte Index und die Reihenfolge nicht tiber-

einstimmen, der Index gibt die Position des zugehdrigen Diagonalelements der Matrix an).
w2

A

+1

% und w® - w/ = —L1 wie man durch kurzes

1‘2_ 212 _
6’

= [w?? = [w’]? =

Es gilt nun insbesondere |w
Nachrechnen schnell nachpriift.

Man kann der Grofe nach die Gewichte ordnen (wie im vorigen Beispiel bereits durchgefiihrt).
Eine Ordnungsrelation w’ > w’ der Gewichtvektoren ist beispielsweise dadurch gegeben, dass
die erste nichtverschwindende Komponente im Differenzvektor w® —w’ positiv ist - dies ist aber
nur eine Konvention. Mit ihr folgt im vorigen Beispiel dann w! > w? > w?3.

Eine offene Frage ist noch, wie diese neuen Gewichte zu interpretieren sind. Physikalisch be-
stimmen gleichzeitig diagonalisierbare Operatoren (also Hy, ..., H,,) die gleichzeitig messbaren
Eigenschaften eines System, wobei die Eigenwert-Vektoren (Gewichtsvektoren) w® die mogli-
chen Messwerte beinhalten. Die Entartung entspricht dann der Dimension der Darstellung d.
Die quantenmechanischen Wellenfunktionen operieren im Darstellungsraum.

3.2.3 Waurzeln

Als néchstes miissen wir uns um die verbleibenden, nicht-diagonalisierten Generatoren kiim-
mern, die wir mit E, bezeichnen. Diese sind noch unbestimmten Generatoren in Form von
n x n-Matrizen der fundamentalen Darstellung.

Definition 18: Durch (komplexe) Linearkombinationen der Generatoren 7'* konnen wir errei-
chen, dass die Menge der E, insofern ,diagonalisiert” ist, dass die Vertauschungsrelation

[Hi, Eo) = ai Ey, fir i=1,....,m

erfiillt ist. Die ,Eigenwerte* «; heifen Wurzeln, und man bildet analog zu den Gewichten
entsprechende m-Komponentige Wurzelvektoren a = (a1, ..., a,,). Es gibt (dim —m) nicht-
verschwindende Wurzelvektoren dieser Art.

Bemerkung: In der adjungierten Darstellung gilt D,q;(T*) = F'* fiir die Generatoren. Damit
folgt

Qadj(Ta)U — FOy — Tb(Fa)bCUC — —ifabchUC — ifabc,uch _ 'Ub[Ta,Tb] — [Ta,’l)] ,

d.h. es gilt [H;, E,] = 0;Ey <= Dagj(H;)Eq = o E. Also sind die Wurzeln die Gewichte der
adjungierten Darstellung. Folglich sind die Wurzeln a; € R, da alle Gewichte reell sind.
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3.2 Gewichte und Wurzeln

Man beachte unter Verwendung von H; diagonal und reell sowie «; € R, dass die Generatoren
FE,, nicht unbedingt hermitesch sind:

o El = (H;Ey — E,H;) = E} H; — H;El = —[H;,El| < [H;,El] = —;E], ,

ist also a; eine Wurzel, so ist auch —q; eine Wurzel. Die Normierung der E,-Generatoren
wird ebenfalls durch Sp(EaEg) = 50‘73 bestimmt.

Beispiel: Betrachten wir als Beispiel wieder die SU(3), so verbleiben noch die sechs nicht-
diagonalisierten Matrizen

L (0 Lo L (0 01 L (0 00
Lo o o), (oo o),L(0 o0 1},
[oREE ﬁ(o 0 0) \/§<0 0 o) ﬁ(o 0 0) _ 15. 5
{Ea} = 0 0 0 0 0 0 0 0 0 _Ezkjl
<1 0 0>,1<0 0 o>,1<0 0 0>
V2 o 0 0o/ V2\1 0 0/ V2\0 1 o

mit k # . Fiir den Kommutator mit den Generatoren der Cartan-Unteralgebra gilt dann

[Hi; Ea]mn = (Hi)mj(Ea)jn - (Ea)mj(Hi)jn
= \2 (H;)mj0k6n1 — Onk0jr (Hi)jn] = \}i [(Hi)ik — (Hi)u| Smk0ni

(Hi)mmdmj (Hz)nn in
= [(Hz)kk - (Hz)ll] (Ea)mn = ai(Ea)mn ,
d.h. der geklammerte Teil gibt die Wurzeln der SU(3) an.

3.2.4 Zusammenhang von Wurzeln und Gewichten

Die nicht-diagonalisierten Generatoren FE, haben wichtige Eigenschaften. Es sei v wieder ein
Basis-(Eigen-)Vektor im Darstellungsraum, sodass D(H;)v = w;v gilt. Dann ist

D(H;)D(Ea)v = D([Hi, Ea))v + D(Ea)D(H;)v
= o;D(Ey)v+ w;D(Ey)v = (w; + ;) D(Eq)v
d.h. D(E,)v ist ebenfalls ein geeigneter Basisvektor und insbesondere w; + a; ein Gewicht (falls

der Vektor D(E,)v # 0 ist). Analog zeigt man die Aussage fiir D(Ell), also ist auch w; — «; ein
Gewicht (ebenfalls nur wenn D(E};)v # 0 gilt).

Fazit: Mit den Darstellungen der Generatoren E, lassen sich also die iibrigen Basisvektoren
konstruieren.

Umgekehrt seien jetzt w* = (w’f, . ,wfn) fir k =1,...,d die Gewichtsvektoren. Dann sind

die Wurzelvektoren von der Form +(w* — w'), wobei ihre Anzahl der Dimension der adjun-
gierten Darstellung entspricht, d.h. der Dimension dim der Gruppe. Genau m dieser Vektoren
verschwinden aber, da [H;, H;] = 0 fiir alle ¢,j = 1,...,m gilt.

Definition 19: Wir unterscheiden nun zwei Arten von Wurzeln:
e Die positiven Wurzeln o = w* — w' mit k < [ (fiir die Ordnung w! > w? > ...).

e Die einfachen Wurzeln sind positiv und kénnen nicht als Summe zweier anderer posi-
tiver Wurzeln geschrieben werden - sie sind also linear unabhéngig. Offensichtlich sind sie
eine Teilmenge von {a'} = {w’ — w'*1}, wobei es genau m viele gibt.
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3 Darstellungstheorie

Beispiel: Wir betrachten wieder die SU(3) in der fundamentalen Darstellung 3. Da die SU(3)
den Rang m = 2 hat gibt es zwei einfache positive Wurzeln, die sich mitteln der bereits bekann-
ten Gewichtsvektoren direkt durch

alzwl—w2:<1\/§> a2:w2—w3:<1—\@>

27 2 27 2
darstellen lassen. Fiir diese beiden Wurzeln gilt dann auferdem |a!|? = |o?|? = 1 und das
Skalarprodukt ist o' - o? = —%.
wo , W2
+1 +1
X ol X X
‘ ! w1 % & w1
b -1 ' i a -
2
1 xa x | X
Y

3.3 Klassifikation von Darstellungen

Alle notwendigen Bausteine zur Klassifikation von Darstellungen stehen nun zur Verfiigung;:
e Cartan-Unteralgebra: H; firt=1,...,m

e d-dimensionale Darstellung D: D(H;) als d x d-Matrizen, die auf der ,Wellenfunktion*
v € C¢ operieren.

o Gewichte: m-dimensionale Vektoren w/ € R™ fiir j = 1,...,d, welche die physikalischen
Zustande angeben.

o Wurzeln: m-dimensionale Vektoren of € R™ mit & = 1,...,dim.
e Einfache positive Wurzeln: o fiir k = 1,...,m, die eine praktische Basis des R™ liefern.

e Die Matrizen D(E,) und D(E_,) bringen uns via w — w+ « bzw. w — w — « von einem
Gewicht zum anderen.

Wir haben auf den Gewichten einen Ordnungsrelation w!' > w? > --- > w? eingefiihrt und
wissen, dass wir mit D(E,) fiir a > 0 zum nédchsten Gewicht gelangen. Da es aber nur d
Gewichte gibt, muss die Anwendung von D(E,,) auf das héchste Gewicht w! gleich Null sein.
Fiir eine gegebene Ordnungsrelation ist das hochste Gewicht w! immer eindeutig bestimmt.

3.3.1 Kilassifikation endlichdimensionaler irreduzibler unitidrer Darstellungen

Das hochste Gewicht zusammen mit einer sogenannten Hauptformel (auf die gehen wir spater
genauer ein) fithrt dann zu einer eindeutigen Klassifikation irreduzibler Darstellung.

Satz 20 (Hauptformel): Fliir jede Wurzel a und jedes Gewicht w gilt

2a~w_
o TP
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3.3 Kilassifikation von Darstellungen

wobei p = 0,1,2,... die Anzahl der verbleibenen Operationen mit D(E,) angibt, bei denen das
Ergebnis noch nicht verschwindet. Analog ist q die Anzahl der verbleibenden Operationen mit
D(E_,), bei denen wir noch nicht Null erhalten.

Eine Herleitung der Hauptformel wird in Abschnitt gegeben. Fiir das hochste Gewicht
w' ist mit beliebigem o fiir k = 1,...,m stets p = 0. Daher ist w' vollstéindig und eindeutig
durch die Projektionen

92 k..l
qk:g flir k=1,...,m und qk:0,1,2,...
a2
bestimmt, wobei die entsprechende Darstellung als (¢',...,q™) bezeichnet wird. Alle anderen

Gewichte konnen dann vom hochsten Gewicht aus durch Anwendung der Operation D(E_,)
erreicht werden.

Um die explizite Konstruktion des hochsten Gewichts zu vereinfachen, bietet es sich an selbiges
als w! = py ¢* ¥ zu schreiben, wobei die fundamentalen Gewichte p* zuerst durch die
Gleichungen

2" - it _ skl

ok

fir kil=1,....m

zu bestimmen sind (auf diese Bestimmungsgleichung der % gelangt man direkt durch Einsetzen
der w'-pF-Zerlegung in die Hauptformel).

Beispiel: Wenden wir dies wieder auf die SU(3) an. Dort hatten wir bereits die beiden Wurzeln

al = (1 \/§> und o = (1 _\/3)
2" 2 27 2

: 1112 14212 ; . o ; ; ~o]ed k., _ 15kl
bestimmt, wobei | |* = |a*|* = 1 gilt, sodass sich die Bestimmungsgleichungen zu o -ji* = 56

vereinfachen. Betrachten wir dann explizit
e [ = 1: Bezeichne u' = (a,b), dann erhélt man fiir die beiden Gleichungen
k=1: a+V3b=1 und k=2: a—+V3b=0,

die man problemlos zu p = (1, ﬁ) auflost.

e [ = 2: Bezeichne ;> = (c,d), dann gilt analog

k=1: ¢+vV3d=0 und k=2: c¢c—V3d=1,

1
2

.. . 2 1
und erhalt damit p* = ( 2\/5).

Damit haben wir die beiden Fundamentalgewichte ;' und p? aus den bekannten Wurzeln be-
stimmt. Diese kann man wieder grafisch darstellen:

L W2

-+ 1 >< al

1

X
"o wy

><,u2

X o2
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3 Darstellungstheorie

Wir man anhand der bisher gezeigten Grafiken der Wurzeln und Gewichte der SU(3)-Dar-
stellung bereits vermuten kann, sind alle Darstellungen ,,symmetrisch” in der wy-ws-Ebene. Fiir
die (komplex) konjugierte Darstellung der SU(3) gilt insbesondere (q',q¢?)* = (¢%,q') - dies
folgt direkt aus der geometrischen Form der Gewichtsdiagramme, wahrend die Dimension der
Darstellung (¢', ¢*) durch

(' + D+ 1)(¢" +¢* +2)

d= 5

(3.2)

gegeben ist. Diese Gleichung beweisen wird spéter in als Anwendung der tensoriellen
Ausreduktion.

3.3.2 Explizite Darstellungen der SU(3)

e (1,0): Dies ist die fundamentale Darstellung 3 der SU(3). Wegen (1,0) diirfen wir
einmal mit o' nach unten, aber nicht mit a®. Die Dimension dieser Darstellung ist d = 3,
das zugehorige Gewichtsdiagramm hat die folgende Form:

w2
+1

w—a —a % pt = hochstes Gewicht
1 w1

- y n >

e (0,1): Die konjugierte Darstellung &* ergibt sich aus der Darstellung 3. Die Gewichte
sind durch die Eigenwertgleichungen D(H;)v = w;v bestimmt. Dabei gilt D(H;) = H; in
der fundamentalen Darstellung. In der konjugierten Darstellung betrachtete dagegen

g" = exp(i0*T*)* = exp (—i0*(T*)*) ,

d.h. es gilt D, (T*) = —(T%)*. Da die H; reell sind, folgt damit dann D.(H;) = —H;,
d.h. die Generatoren der kommutativen Cartan-Unteralgebra wechseln ihr Vorzeichen und
damit auch die zugehorigen Gewichte. Fiir das zugehdrige Gewichtsdiagramm gilt dann:
w2 w2

Man erhélt also in der konjugierten Darstellung & der SU(3) ein gespiegeltes Gewichts-
diagramm der fundamentalen Darstellung 3.

e (1,1): Die adjungierten Darstellung der SU(3) hat die Darstellungsdimension d = 8.
Wir kénnen wegen (1,1) jeweils mit o' und a? einmal nach unten, die linke Seite der
folgenden Darstellung ergibt sich dann durch Symmetrie:
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3.3 Kilassifikation von Darstellungen

kw2
1 2 2
X S
w2 — a2 —al wy
pl 4 p? —al —a? ' + p? = hochstes Gewicht
X X
pl 42— al
Y

Physikalisch ist diese Darstellung der SU(3) von besonderer Bedeutung, da sie den so-
genannten achtfachen Weg der Quark-Zusammensetzung der Mesonen vorhersagt, fiir
nihere Details siehe Seite 45

e (2,0): In dieser 6-dimensionalen Darstellung 6 der SU(3) kénnen wir mit a? nichts machen,
dafiir aber bis zu zweimal mit o' nach unten gehen. Wiederum folgt die linke Seite des
Diagrams durch Symmetrie:

kw2
+1
2ut —al — a?
X X 2u' = hochstes Gewicht
‘ ! w1
- + , -
X Xoul — ol
14
2ut — 2at
Y

e (3,0): Zuletzt betrachten wir noch die 10-dimensionale Darstellung 10, wobei aus Platz-
griinden auf Beschriften verzeichtet wird:

kw2
11
X X X X
- x * -
X 4l %
Y

Qualitativ zeigt sich also die gleiche Dreiecksstruktur, wie schon bei (1,0) und (2,0),
entsprechend setzt sich diese auch fiir Darstellungen der Form (n,0) fort.

Analog kann man dann auch ,héhere” Darstellungen mit den zugehdrigen Gewichtsdiagrammen
nach demselben Schema konstruieren. Man beachte aber, dass es anders als bei der SU(2) keine
Darstellungen der SU(3) in jeder Dimension gibt. Dazu betrachte man die bereits genannte
SU(3)-Dimensionsformel (3.2)), aus der hervorgeht, dass es beispielsweise keine Darstellung mit
d = 2 gibt.
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3 Darstellungstheorie

3.3.3 Zusatz: Herleitung der Hauptformel

Es soll nun die Hauptformel von Seite 2§ hergeleitet werden, dazu gehen wir schrittweise vor.

1. Wir bezeichnen den Vektor v mit den Gewichten w;, d.h. D(H;)v = w;v, jetzt mit |w).
Wir wissen bereits, dass

D(Ey)|w) < |w+ ) und D(E_y)|w) = D(E))|w) « |w — )

ist. Mit Niq. seien die zugehorigen Faktoren bzw. Normierungskonstanten bezeichnet,
sodass kurz D(Ey,)|w) = ) gilt.

2. Die Schreibweise (w|w) suggeriert bereits, dass es sich hierbei um das Skalarprodukt
im Darstellungsvektorraum handelt. Fiir die Normierungsfaktoren kénnen wir damit die

Gleichheit (beachte D(E_q) = D(EL) = D(E4)Y)

N-aw = (w — a|D(B_q)|w) = (w — a|D(Eq)"|w) (3-3)
= (W|D(Ea)|w — )" = Ng g

herleiten, die wir spéter noch an mehreren Stellen verwenden werden.

3. Weiter bendtigen wir eine wichtige Eigenschaft des Kommutators [E,, F_,], die wir aus
der Jacobi-Identitat

[1X, Y], 7] + [V, 20, X] + [12,X], Y] =0 = [X,[v, 2] = [V,[X, Z]] - [Z,[X, Y]
erhalten. Es gilt nun fir alle: =1,...,m

[H;, [Ea, E—o]] = [Ea, [Hi, E_d]] — [E_a, H;, E,]|
= —alEy, E_o]| —alE_y, B, =

d.h. der Kommutator [E,, E_,] vertauscht mit den Generatoren der kommutativen Cartan-
Unteralgebra. Folglich muss aber [E,, E_,] dann selbst ein Element der Cartan-Unteralgebra
sein, sodass wir es als

[Ea, E—o Zﬂj

schreiben kénnen, wobei die Koeffizienten 3; noch unbekannt sind.

4. Um diesen Umstand abzuhelfen, betrachte unter Verwendung der zyklischen Vertau-
schungsinvarianz der Spur die Gleichheit

@_22@ 5 —2ZB]Sp H;H;)=2Sp | H; Zﬁj

j=1
g
= 2Sp (Hi[Ea, E_s]) = 2Sp(H;Ea E_o — HiE_oEy) 2

= 2Sp(E_oH;Ey — E_oEoH;) = 28p (E_o[H;, E,)) = 20;Sp(ELE,) = o

also sind die Linearkoeffizienten des Kommutator [E,, E_,] durch die Wurzeln «; gegeben,
sprich es gilt

[Bo, E_q Za]
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3.3 Kilassifikation von Darstellungen

. Diese Beziehung gilt dann natiirlich auch fiir die entsprechenden Darstellungsmatrizen,
womit wir dann die Gleichheit

m
*
a-w={w EajD
j=1

= (0| D(Ea)D(E-a)w) — (w|D(Ea)D(E_o)|w) = |D(Ea)w)|* — | D(Ea)|w)|”
— INVoawl? = [Nawl? & |Nawal? = | Nawl?

H) w> - <wH®(Ea)7D(E—a)H> (3-4)

erhalten, wobei die Gleichheit % trivial folgt mit

. Da die d-dimensionale Darstellung insbesondere endlichdimensional ist, muss man nach
einer endlichen Anzahl von Operationen mit D(E,) und D(E_,) irgendwann Null errei-
chen, wie zuvor bereits erldutert. Wir bezeichnen die Anzahl der Operationen nach oben
mit p, die nach unten mit ¢, d.h. es gilt

D(E,)|w+pa) =0 und D(E_o)|w—qa)=0.

33
Mit anderen Worten gilt also |Ng wipa| = [N-a,w—qal |Now—(g+1)al = 0.
. Betrachten wir nun Gleichung (3.4)), so gilt

w — W+ pa: a- (w+pa) = \ - (p—1) |2—0

w—>w+(p—1)a: a-(w—i—(p ) ‘ a,w+(p ’ ’ a,w+(p— 1)o¢|2

w—w-—(¢g—1a

Q

: (w —(¢— 1)04) = ‘Na,wfqoz‘Q - |Na,w—(q—1)a|2

w—w— qo: ~(w+qa):0—]Na,w+qa]2

Q

Der erste Summand jeder Zeile findet sich nun in der nachfolgenden Zeile mit umgekehrten
Vorzeichen wieder, also summieren sich alle diese Terme zu Null auf, es gilt somit

P q
=a-wp+g+)+a-« Z] Z]

7j=1 7j=1
p+1) qm+D}
2

@+q+U@—$
2

=a-wpt+qg+1l)+oa- a[

=a-wpt+g+l)+oa-«

200 - w 200 - w

a-a ol

und damit ist die Herleitung der Hauptformel komplett.
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3 Darstellungstheorie

3.4 Ausreduktion

Wir koénnen jetzt mit der Hauptformel alle endlichdimensionalen irreduziblen unitédren Darstel-
lungen einer gegebenen (halbeinfachen) Lie-Gruppe klassifizieren. Die verbleibende Frage ist
aber, wie es fiir eine beliebige allgemeine Darstellung aussieht, die im Allgemeinen reduzibel
ist. Dabei soll der Schwerpunkt auf einer Produktdarstellung der Form D ® Dy ® ... liegen.
Somit kehren wir an dieser Stelle auf die bereits auf Seite erwahnte Problemstellung der
Ausreduktion zu einer Summe von irreduziblen Darstellungen D, & Dy & ... zuriick.

3.4.1 Gewichte von Summen- und Produkt-Darstellungen

Um zu einer derartigen Ausreduktion zu gelangen, miissen wir zunéchst betrachten, wie die
Gewichte und Generatoren von Summen und Produkten von Darstellungen aussehen.

o Summen-Darstellungen: [D1 & Dao(g)] (v1,v2) = (D1(g)v1,0) + (0, D2(g)v2)
— Basisvektoren: {(é;,0)} zusammen mit {(0,¢;)}

. Dl(Ta) 0 . 0 0
Generatoren.( 0 o ) Zusaminen mit 0| Do(T*)

— Gewichtsvektoren: Falls Dy (H;)v; = w;v; gilt, so folgt

'Dl(HZ) 0 V1 — w; U1
0 0/\o/ “"\o
und analog fir Dy, d.h. die Gewichtsvektoren von Dy & Dy sind einfach durch die

Gewichtsvektoren von D; und Dsy gegeben.

e Produkt-Darstellungen: [Dl ® Dg(g)] (v1,v9) = (Dl(g)vl, 92(g)v2)
— Basisvektoren: {(é;,¢;)}

— Generatoren: Mit D;(g) = exp (i09D;(T*)) = 1 +i62D;(T*) + O(6*)? folgt
D1 ® DQ(Ul, U2) = (’Ul, Ug) + 16% |:(fDl(Ta)U1, UQ) + (Ul, :DQ(TG)’UQ)} + O(GQ)Q .
— Gewichtsvektoren: Mit D1 (H;)v; = w;v1 und Do(H;)ve = wive folgt

[(Dl(Hi)’Ul,’UQ) + (7)1,@2(]’[1‘)112)} = (wi + ’J)i)(vl,’vg) ,

d.h. die Gewichtsvektoren von D ® D, sind alle moglichen Summen der Gewichts-
vektoren von D; und Ds.

Beispiel: Wir ziehen wieder die SU(3) als detailliertes Beispiel fiir Summen- und Produkt-
Operationen der Darstellungen heran. Die fundamentale und konjugierte Darstellung kennen
wir bereits:
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3.4 Ausreduktion

Betrachten wir dann das direkte Produkt 3 ® 3:

kw2 y 'LUQ
w2
X X % X X
- ° 1 ° w1 _ Wi g wy
XK XK X l X X X
' (0,1)=3* g
(2,0)=6

Es gilt also offenbar 3@ 3 = 6P 8°. Analog betrachten wir dann das direkte Produkt mit 3*® 3
mit der konjugierten Darstellung:

Aw2
w
2 X X
_ wog w1y
X X
| S ——
(0,0)=1 \
(1,1)=8

Hier erhalten wir folglich die Zerlegung 8* ® 8 = 8@ 1 der Produkt-Darstellung in irreduzible
Darstellungen.

Ahnlich kénnen wir auch mit der SU(2) verfahren. Man beachte, dass fiir die Darstellung 2
der SU(2) es nur die beiden Gewichte wy = =5 gibt. Mittels schrittweise weiter tensorierter
Gewichtsdiagramme erhélt man dann ganz einfach die Zerlegung

2020 2=4320 2
fiir die Transformation eine Drei-Quarkfeld und analog fiir ein Vier-Quarkfeld
2R202Q02=503030301D1.

Wegen dieser Zerlegungen kann insbesondere 2 ® 2 ® 2 als Invarianzgruppe in der vorigen
Aufgabe verwendet werden, nicht aber das vierfache direkte 2-Darstellungsprodukt.

3.4.2 Generatoren, Gewichte und Wurzeln der Spin-Gruppe SU(2)

Wir wollen das Prinzip der Ausreduktion nun auch auf andere Gruppe ausdehnen, wobei dazu
im néchsten Abschnitt der SU(2) besondere Aufmerksamkeit zuteil wird. Zunéchst benttigen
wir aber die Wurzeln der SU(2) zur Verwendung der Hauptformel fiir die Bestimmung des
fundamentalen Gewichts. Wir wissen bereits, dass die SU(2) durch die Pauli-Matrizen erzeugt
wird, d.h. wir betrachten die Erzeuger T = "Q—G Davon ist

T8 o _1/(1 0
2 2\0 -1
der einzige diagonale Erzeuger, d.h. er allein spannt die maximale abelsche Cartan-Unteralgebra
h der SU(2) auf, denn es gilt [T% T? = ie®“T° nach der Vertauschungsrelation der Pauli-
g

Matrizen. Da dann nur die eine Matrix T3 = 73 zu beriicksichtigen ist, sind die Eigenwerte
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3 Darstellungstheorie

direkt durch die Diagonalelemente von T2 gegeben, d.h. es gilt explizit fiir die SU(2)-Gewichte

031_11:1_1 da30_10:>2_1
2\0) ~2\0 weyoow 2o\1)~ 2\ wETy

Um die unabhéngigen Generatoren F, auferhalb der kommutativen Cartan-Unteralgebra
zu bestimmen, betrachte die allgemeinste Linearkombination der iibrigen Generatoren, wobei
H =T3¢ hist: Ea

—_—~
[H,Eo] = [T3, o0 T 4+ oT? = aq [T3, T + ao[T3, T% = ion 31272 + i T
=16 B(T? — T = (a1 T? — asT?) = aBo = a(ar T + aoT?)

d.h. es muss aa; = —ias und aas = iay. Durch entsprechende Auflésung dieser beiden Glei-
chungen erhilt man o? =1 <= a = +1.
Betrachte im Folgenden den Fall o = 1, d.h. es gilt a; = —iag, dann folgt fiir den ersten

unabhéngigen Generator
Ey=aT" +ionT? = og (T +iT?) .
Um den frei wiahlbaren Parameter o festzulegen, beachte die Normierung Sp(EaEL) = % fiir
die unabhéngigen Generatoren. Es gilt
Sp(EaBL) = Sp [an (T +iT?)ai (T —i(T?)")]
= |aq|* - Sp [THTH)T — i7" (T?)! +iT*(TY) + T%(T?)1]
2

= |12 Sp [(TY)? —iT'T? +iT?T" + (T?)?] = oal” g, []12 +(6 )+ (6% + ]12}

4
|O‘1|2 10 2 ! 1 1
5 SP 2+(y )| = o 5 & o 7

und ein analoges Vorgehen fiir den anderen unabhéngigen Generator liefert dann schliefslich die

beiden nicht-diagonalisierten SU(2)-Generatoren

1

V2
Zuletzt bendtigen wir noch die fundamentalen Gewichte. Die Wurzeln der SU(2) haben wir

durch die Gewichte nebenbei bereits zu

E. (T' +iT?) .

ol =41 o =-1
bestimmt, wobei die erste die wichtige einfache positive Wurzel ist. Eingesetzt in die Hauptformel
gilt dann
2011 . ul | 1
= P ot =t =1 = =2
ol ]? H Iz 9
und damit ist das fundamentale Gewicht der SU(2) auch schon bestimmt.

Bemerkung: Es besteht ein Zusammenhang zwischen dem quantenmechanischen Spin und der
SU(2). Wir identifizieren den Spin s als physikalischen Messwert mit dem héchsten Gewicht w'.
Dann gilt mit der Zerlegung in fundamentale Gewichte

m
1
1 k, Kk 1 1 1 1
= = = . = — <‘:>2 = s
s=w glqu ¢ 1 =54 s=q

und damit erhalten wir bereits die Verbindung von Darstellung und Spin. Fiir gewédhltes s ist
umgekehrt w! = s das eindeutige héchste Gewicht und ¢' = 2s die verwendete Darstellung.
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Bei Betrachtung der spinabhéngigen Dimensionsformel d(s) = 2s + 1 folgt dann, dass iiber
5= % fiir jede beliebige Dimension d eine Darstellung der SU(2) existier - diese haben wir
jetzt durch den Spin s mit 2s = ¢! beschrieben.

. .. . . . gt 1 3
Bemerkung: Fiir die Spin-Gruppe SU(2) mit s = 4 =0, 5,1,5,.

sprechende Ergebnis der Ausreduktion in einer allgemeinen Form aus der Quantenmechanik:

.. kennen wir schon das ent-

»S1 & 32“ = 7;‘31 - 82’“ @ 77‘31 - 82’“ S 77’81 + 32‘“ )

wobei die Grofsen s; jeweils symbolisch zu verstehen sind. Diese ,,Darstellungen® s; haben jeweils
die Dimension d; = 2s; + 1.

3.4.3 Clebsch-Gordan-Zerlegung in der SU(2)

Bisher haben wir mit Gewichtsvektoren, d.h. den Messwerten der Eigenzusténde, gearbeitet.
Die Frage ist aber, wie man einen Eigenzustand bzw. die Wellenfunktion selbst als eine Summe
der Eigenzustinde irreduzibler Darstellungen schreibt, d.h. wie sieht

0 = i i) = oty | SO0+ e+
J i, o 3
WO ég) die Basisvektoren der irreduziblen Darstellung sind, aus? Es gilt also wieder einmal die

Koeffizienten C&i) zu bestimmen. Dieses Problem ist aber nichts anderes als eine Verallgemeine-
rung der Clebsch-Gordan-Zerlegung der Darstellungen der SU(2), die man bereits von der
Addition quantenmechanischer Drehimpulse her kennt. Zur Erinnerung:

e Die Cartan-Unteralgebra der SU(2) wird von H; = %((1) _01) = %03 =: S3 aufgespannt, die
Darstellung ist durch ¢! = 2s gegeben (wir bezeichnen also fiir die SU(2) ab jetzt mit dem
Spin die Darstellung) und das Gewicht w; ist physikalisch als Drehimpulskomponente m
zu interpretieren.

e Fiir gegebenen Spin s ist das hochste Gewicht durch m = s gegeben.

e Alle iibrigen Gewichte sind m = —s,—s+ 1,...,s — 1,5, wobei die zugehorige Darstel-
lungsdimension dann d = 2s + 1 ist.

e Wie in der Quantenmechanik notieren wir Basisvektoren bzw. Eigenzusténde durch |s, m).

e Die Drehimpulsaddition geschieht durch (vy,v2) = |s1,m1)|s2, m2).

o Esgilt Syls,m) =+/s(s+1) —m(m=*1)|s,m=E1).

Das Tensorprodukt ist im Allgemeinen also allgemein durch die Clebsch-Gordan-Koeffi-
zienterﬂ zu berechnen - zwei Eigenschaften kénnen wir aber direkt formulieren. Nach den
Eigenschaften der Produkt-Darstellung ist das Gewicht von |si,m1)|sg, ma) gleich m; + ma.
Aufserdem kann unter der Zerlegung ,,|s1 — sa|“ @ ,,|s1 — s2|“ @@ ,|s1 + s2|“ aus der vorigen
Bemerkung nur ,,s1 + s das Gewicht s; + so haben, also gilt der Spezialfall

|s1,m1 = s1)|s2, M2 = s2) = [s1 + S2,51 + s2) .

“Dies ist im Allgemeinen nicht der Fall. Betrachten wir etwa die allgemeine Dimensionsformel der SU(3)-
Darstellungen, so findet sich beispielsweise keine Darstellung mit d = 2.
®Eine Tabelle mit Clebsch-Gordan-Koeffizienten ist unter http://pdg.1bl.gov/2002/clebrpp.pdf zu finden.
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Operiert man jetzt auf beiden Seite mit S_, so kann man die Clebsch-Gordan-Zerlegung herlei-
ten.

Beispiel: Die eben erlduterten Konzepte sollen an einem Beispiel verdeutlicht werden. Die Fra-

ge ist, wie man das Produkt |3, 3)|3, —3) mit den Eigenzustidnden |1,m) und |0,0) ausdriicken
kann. Zunéchst einmal gilt
»o)le2) =111
Wenden wir nun S_ an, so erhalten wir mit % . % + % . % =1und+/1-2—1-0=+/2 dann
LB+ 5 DIL 2 = vaLo)
Erneute Anwendung von S_ liefert dann mit 5 . % — 1.3 =0undv1-240-1= V2

2

5ol —3) = 2L 1),

also erhalten wir umgekehrt formuliert die drei Gleichheiten

L1 =333 3

1
1,0) (% “DIE 5 +15D15.-1) (3.5)
’1 _1> % 2> %7_%

Zu diesen drei Spin-1-Zustidnden muss |0,0) orthogonal sein (alternativ kann man von der Ei-
genschaft S4|0,0) = 0 ausgehen) und normiert, also

0.0)= = (<[5 -B5 5 + 1.3 5-D) (36)

wobei das Vorzeichen dieses Zustands per Konvention gewéhlt wird. Damit kénnen wir nun
trivialerweise

2)

schreiben, womit wir zum gesuchten Ausdruck gelangt sind. Wir werden diese Identitdten spéater
in fiir die Isospin-Zustédnde der Pionen verwenden.

N |—

1
2

1oy \2(1,(» + |0,0>)

I\D\H
N[ —

3.4.4 Verallgemeinerung
Das vorgestellte Prinzip der Ausreduktion in der SU(2) lésst sich entsprechend verallgemeinern:

e Der Eigenzustand mit dem hochsten Gewicht ist ein direktes Produkt der Eigenzusténde
mit den hochsten Gewichten der ,/ Teilnehmerdarstellung*.

e Andere Beziehungen kénnen analog durch Operationen mit D(E_ ) hergeleitet werden.

e Man sollte stets darauf achten, dass die Eigenzustédnde verschiedener irreduzibler Darstel-
lungen orthogonal zueinander sind, weil sie sich in orthogonalen Unterrdumen befinden.

In der Praxis sind solche Konstruktionen jedoch recht miihsam, daher werden wir jetzt eine
weitere Methode kennenlernen.
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3.5 Tensormethode der Ausreduktion

Wir haben im letzten Abschnitt Methoden fiir die Ausreduktion reduzibler Darstellung (ins-
besondere der SU(2)- und SU(3)-Gruppe) kennengelernt, die zwar sehr allgemein sind, aber
leider oft sehr mithsam anzuwenden. Daher wollen wir nun eine Methode betrachten, die nur
fiir spezielle Fille geeignet ist, dafiir aber sehr elegant und effizient funktioniert.

3.5.1 Produkte fundamentaler und konjugierter Darstellungen

Betrachten wir dazu ein direktes Produkt einer beliebigen Menge fundamentaler und konju-
gierter Darstellungen, wobei ¢;, und é/™ die jeweiligen Basisvektoren seien (man beachte die
unterschiedliche Hoch-/Tiefstellung der Indizes). Unter Verwendung der Einsteinschen Sum-
menkonvention schreiben wir einen Zustand dann als

v = Q}ﬁglﬁn (éil,éiza ey €4y éjl,éh, ceey éjm)
Es sei jetzt g ein Element der Gruppe, dessen Darstellung auf v wirkt (man konnte auch allge-
meine Generatoren benutzen, aber es geht hier einfacher mit g). Dann gilt

D(g)v = ’Ujlfjm (ézl,égz, R ,é3m> ,
worin wir die Koeffizienten 912 wegen
J1J2---Jm
Géi, = 6,0, = G000 und gl =éhgt = éjbg*ﬁ
auch direkt als If)‘l;r‘ii‘énn‘fl‘;tg"“elﬁ Di‘;‘;ggﬁﬁgn
. - f—/%,_/%
R R U e

schreiben konnen. Alle Informationen sind nun in dieser tensorartigen Transformation der Ko-
effizienten enthalten - daher auch der Name.

Jetzt konnen wir drei wichtige Eigenschaften der Transformation und ihre Manifestation in
der obigen Notation betrachten:

1. Symmetrie: v symmetrisch unter i, < i bzw. j, < jp ist dquivalent zu ¥ symmetrisch
unter i, <> iy bzw. ju < Jp.

2. Antisymmetrie: v antisymmetrisch unter i, < i, bzw. j, <> jp ist dquivalent zu ¥ anti-
symmetrisch unter i, <> i, bzw. j, < Jp.

3. Spurteil: v hat einen Spurteil 6;: genau dann, wenn v einen Spurteil 5;,“ hat.
b

Wihrend die ersten beiden Aussagen trivial folgen, betrachtet man (unter Verwendung dass g
unitér ist) die Rechnung

"‘.717740,_~ * e T T _~~_’7ja
gza'g ]b(sjb giaia'g Jbia giaiagiaj (‘gg )Zajb - 67;(ij - 65b '

Fazit: Somit sind symmetrische und antisymmetrische Tensoren sowie Spurteile invariante Un-
terraume und kénnen damit als Basen fiir irreduzible Darstellungen dienen.
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3.5.2 Zusatzlicher invarianter e-Tensor

In einigen speziellen Fallen kommt noch eine weitere invariante Struktur durch den total anti-
symmetrischen e-Tensor hinzu. Man beachte, dass fiir ihn die allgemeine Identitét

€abe...9aiGbjYek- - - = det(g)€ji...

giltﬁ Falls wir also eine Gruppe mit det(g) = 1 haben (beispielsweise die SL-, SO- oder SU-
Gruppen), dargestellt durch n x n-Matrizen, dann ist der n-komponentige e-Tensor eine weitere
invariante Struktur, die wir in der Ausreduktion benutzen kénnen. Dies fiihrt sofort zu wichtigen
Ergebnissen:

e Betrachte die Gleichheit eijejk = eleyy, + €2eq, = —€lleqy, — €€y = _52’ dann folgt fiir
die SU(2) direkt

ot = dfk = i)

Der eingeklammerte Teil ist dabei ein Objekt mit einem unteren Index, gehdrt also zu
konjugierten Darstellung, wihrend der betrachtete Index auf der linken Seite oben steht
und damit zur fundamentalen Darstellung gehort. Folglich sind also konjugierte und fun-
damentale Darstellung der SU(2) équivalent[]

e Analog betrachte 1eFe;,, = %(5%165 — 8%6% ), so gilt fiir die SU(3) bei Antisymmetrie
von vJ+F unter der Vertauschung j ¢ k die Gleichheit

Wiederum erhalten wir ein invariantes Objekt mit einem unteren Index (d.h. konjugierter
Darstellung).

Hier ist also die asymmetrische fundamentale Darstellung der SU(3) dquivalent zur kon-
jugierten Darstellung.

Mit der Tensormethode erhélt man also sehr rasch tiefe Ergebnisse. Um die Anwendung zu
verdeutlichen, betrachten wir noch ein Beispiel.

Beispiel: Wir wollen nun als Gegenstiick zur ,grafischen* Ausreduktion der SU(3)-Darstellungen
3® 3 und 3 ® 8 von Seite |34 dieselben Ergebnisse mit der Tensormethode reproduzieren.

o Ausreduktion von 3 ® 3: Die Komponenten des Zustands sind von der Form v = S'T",
diesen brauchen wir nun nur geméfs

siTi — Lgligit L L gligil
2 2
zu symmetrisieren, wobei SUT} = S'T7 — 9Tt und SUTI = ST — SIT' bedeutet. In
der symmetrischen ersten Struktur finden sich dann 6 unabhingige Komponenten (sym-

metrische 3 x 3-Matrix), wahrend die antisymmetrische Kombination auf der anderen Seite
aquivalent zu & ist. Also erhalten wir 3® 8= 6 ® 3.

5Man kann die Identitét fiir kleine n natiirlich direkt nachrechnen. Im Allgemeinen folgt die Aussage daher,
dass die Determinante als alternierende Differentialform dargestellt werden kann.
"Man vergleiche auch den direkten Beweis auf Seite
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e Ausreduktion von 3*® &: Fiir diese Darstellung 8*® & hat der Zustand die Form vé- = SiTj,
wir betrachten dazu die folgende Zerlegung

i i L 1
vy = 8Ty = §'Tj = 2038 Ty + 308"

NV
spurlos

Das Problem reduziert sich nun also wieder darauf, die unabhéngigen Strukturen in den
beiden Teilen zu bestimmen. Fine spurlose 3 x 3-Matrix hat genau 8 unbestimmte Struktu-
ren, wahrend es dafiir im zweiten Teil nur einr einziges freies Objekt gibt. Folglich erhalten
wir also 8* ® 8 = 8® 1 als Ausreduktion.

3.5.3 Formulierung der Ausreduktion mit Projektoren

Die zuvor betrachtete tensorielle Ausreduktion von Produkt-Darstellung lédsst sich auch mit
Projektionen formulieren.

Beispiel: e Ausreduktion von 8 ® & Die Symmetrisierungen und Antisymmetrisierungen
der Tensormethode der Ausreduktion fiir die SU(3) seien durch die zugehérigen Projek-
tionen

N , T .
P = 5 (0] +00])  und (R = 5 (6167 — ud])
definiert. Fiir diese Projektionen gelten nun die folgenden vier Identitéten:
PJI 4 (P = L (5167 + 6157 ) + = (5167 — 6067 ) = si67
(Bl + [ a]kz:§<kz+ U k)+§<kz— g k;)z k0]

(PJURJE — i(a;;a{ +0igs]) (55,81, + ok,

= 3 |3k67 0%,% + 81,01 3%, + 6161%,5% + 5;5%57’355,1}

- i 5160 4+ 6160 + 6189 + 5,;5;;] - % [53}@5?; + 5;52,1} = [R)i
PP = 5 (5107 — 0] (sh0% — o, )

- % 5167 0%,8%, — 61,07 3%8L, — 61610%,5% + G150k, |

_ D |stosi o sisi o siS] iosi st si o sisT | — ij

108 — 0383, — 0363, + 0103 | = 5[0 — 104 = [P

g 1, .. . .
PGPS, = 5 (9107 + 6id] ) (95,0% — Shudl )

=3 01,07 6% oL — 51670k, + 576 ok o — 5;5;51355,1}

_ % 51,89, — 8353, + 6353, — ,5%] = 0

Unter der Verwendung von 5f = 3 (d.h. wir gehen von i = 1,2,3 aus) folgt direkt

(P = %(5;‘5}' O

(617 +6) = S +8) =6

(61— 6) = 53 - 3) =3

N = DN =

i = 5 (5187~ 0367 =
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Da bei 3® 8 zwei fundamentale Darstellungen miteinander verkniipft werden, haben wir
entsprechend auch zwei (fundamentale) obere Indizes, d.h. fiir den Vektor gilt

v=S"TI(é;¢;) .
Mithelfe des Kronecker-Deltas lisst sich nun S*T7 wie folgt umschreiben:
S'TI = §i5iS*T! = [P SHT! + [P} S*S!

1 . . o 1 .. o 1 0 1
_ L(cimj g i 2(giqi _ qiqiy — = oliqd} 4 = glig]
2(ST +ST)+2(ST SITY) 2ST +253*T

Ausreduktion von 8* ® 3: Nun betrachten wir zwei andere Projektionen fiir die tensorielle
Ausreduktion der SU(3), welche durch

[Pt]j]f = 515;? — §5j5lk und [Pl]j]f = §5j5lk

gegeben sind. Analog zur vorigen Betrachtung werden jetzt wieder einige Identitaten dieser
Projektoren berechnet:

i i i L L i
[P + [P = 0/6) — §5j5;€ + §5j5f = 6;.0%

[P + [P = <515§'g - 35j5zk> (52% - 352511 )

= 5,650,061 — %5}5?5257’? — Soigkalop + %5;15{“5;5;?

3 J
A m 1 ) 1 m 1 7 m 1 i em im

) . 1 . 1 1. 1_.
PTG = (a0 — yaiet ) yolar = gaiatoar - ajatalar

Es folgen durch triviales Nachrechnen direkt die gewiinschten Gleichheiten:

1) J j -

11
(R = 300 = 53 =1
Die beiden Projektionen [Pt];’; und [Pl];”l€ sollen nun wieder dazu verwendet werden die
Ausreduktion von 3 ® 3 liber die tensorielle Methode zu bestimmen. Bei 3 ® 3 haben wir

einen fundamentalen (oberen) und einen konjugierten (unteren) Index, d.h. wir betrachten
das Objekt

v=S"T;(&,¢) .
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Mit dem Kronecker-Delta gelangen wir dann zu folgenden Darstellung:

y@:ﬂﬁyn:(mm+umﬂyn
. 1 .. 1 ..
i ok i sk l i skl
i Loiqip o Loic
—_————

—
8 1

also gilt ¥ ® 3=8® 1.

e Ausreduktion der Darstellung 8 ® 8 ® 8 Zur Ausreduktion von Drei-Quark-Zustdnden
3® 8® & definieren wir einen weiteren Satz von vier Projektionen durch

umw::%ywﬁ+yww+ywﬁ+ywﬁ+yww+yww)

mno 6mno mTo~n n-o-m n-m-o o'm-n o"n-m

3 1. A , _
[PB]%I:LO = gejkt (25in€not + 5;16mot + 5é€nmt)

[PC]:%];LO = 6 |:€Zkt ((yfmot + 5g€mnt) + ewt (5§€mot + 5§6mnt):|

3 1 ..
k k
[PD]ymo = 6623 €mno

die Identitat [PA]%I%O [PB]%ZO [Pc]f%]ﬁw [PD]%’%O = 5%5%6’; erhilt man dann durch
brutales (aber iiberaus umfangreiches) Einsetzen und Ausrechen, genau wie in den vorigen
beiden Aufgaben. Dabei wird zum einen die Identitét

R €imn = 63,68 — 57 5%
verwendet, und zum anderen geht auferdem die Gleichung
R no = 08,87, 0% — 01 5368 1 58536k — 6867 6% + 5867 ok — 6157 6%

€ mTon n-o-m n-m-o om-n o"n-m

ein. Wir betrachten nun das zweifache direkte Darstellungsprodukt fundamentaler SU(3)-
Darstellungen, d.h. wir haben drei obere (fundamentale) Indizes in der tensoriellen For-
mulierung. Fiir dieser verwenden wir jetzt die Identitét

S'TIU* = §,6165S™T"U° = [Pa + Py + Po + Pp]”" s™T"U°

m-n-o

unter Beachtung des vorigen Ergebnisses. Analog zu den ersten beiden Aufgaben berech-
nen wir nun dann die Dimension der Projektion durch

[Palie = 10 [Pslijx = [Pclijy =8 [Polie =1

Folglich erhalten wir also mit der tensoriellen Ausreduktion durch die Projektionen die
Zerlegung 3@ 3R 3=10® 8P 8¢ 1.
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3.5.4 Zusatz: Dimension d(¢', ¢*) einer allgemeinen SU(3)-Darstellung

Die Tensormethode erlaubt es uns nun, die Dimension d(q', ¢?) einer allgemeinen SU(3)-Dar-
stellung zu bestimmen, welche wir bereits auf Seite [30| betrachtet haben.

44

1. Falls es fiir den Zustand v obere bzw. untere Indizes gibt, die unter Vertauschung anti-

symmetrisch sind, so konnen wir diese mit dem e-Tensor zu einem einzigen Index oben
bzw. unten zusammenfassen (wie wir es fiir die SU(2) und SU(3) im letzten Abschnitt
gezeigt haben). Folglich kénnen wir direkt annehmen, dass alle irreduziblen Darstellungen
Koeflizienten haben, deren Indizes oben und unten vo6llig symmetrisch unter Vertauschung
sind.

. Aufserdem koénnen wir auch Spurteile aussondern. Somit betrachten wir also nur noch

Tensoren vxg;’;ﬂ, deren Indizes fiir jede Vertauschung i, <> i, sowie j. <> j4 symmetrisch
sind und zudem spurlos nach Ausoperation mit einem beliebigen 55: sind. Ein solches

Objekt bezeichnen wir mit (n,m).

. Die Frage ist nun, welches das hochste Gewicht ist, dass wir mit derartigen Koeffizienten

erhalten kénnen. Dazu wihlen wir obere Indizes, die dem obersten Gewicht w! = pu!
entsprechen, d.h.

i1:i2:---:in:1 und élz(l,0,0).

Auf der anderen Seite ist 2 eines der Gewichte der konjugierten Darstellung (UBUNG
6.4), es kann aber nicht é! entsprechen, da man sonst das Gewicht —u! erhalten wiirde.
Daher sei es beispielsweise ¢2 = (0,1,0). Somit betrachten wir also den Tensor vii-3
mit n oberen Einsen und m unteren Zweien - dieser ist insbesondere symmetrisch und
hat keinen Teil, der zu einem Spurteil 5;- proportional ist - folglich ist vii~1 von der
gewiinschten Form. Das hochste Gewicht dieser Darstellung ist nu' +mpu?, also gilt ¢ = n

und ¢® = m.

. Nun bleibt es wieder zu kléren, wieviele unabhéangige Koeffizienten von dieser besonderen

Form es gibt. Die Symmetrie der Indizes erlaubt es diese in die Reihenfolge
11...122...233...3

zu ordnen, wobei wir diese Ordnung durch Angabe der Position der ersten 2 und der ersten
3 charakterisieren konnen. Fiir die obere 2 und 3 erhalten wir dann eine symmetrische
n + 1 x n 4+ 1-Matrix, d.h. wir bekommen

(n+1)(n+2)
2

Moglichkeiten. Dasselbe gilt auch fiir die unteren Indizes, allerdings mit n — m. Wiirden
wir stattdessen eine Spur nehmen, so hétten wir dieselben Symmetrien, aber mit n — 1
Indizes oben und m — 1 Indizes unten. Wegen der zuvor erwédhnten Spurlosigkeit miissen
also solchen Indexwahlen dann herausfallen, sodass nur

d(n,m) = (n+1(n+2)(m+1)(m+2) nm+1)m(m+1)

2 2 2 2
_(n+1)(m+1) (n+1)(m+1)(n+m+2)
4 2

tibrigbleibt. Damit haben wir allgemeine Dimensionformel der SU(3)-Darstellungen ge-
zeigt.

[nm+2m+2n+4—nm] =
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3.6 Anwendungen

In den vorigen Kapiteln haben wir ausfiihrlich gelernt, welche unitéren irreduziblen Darstellun-
gen eine gegebene (halbeinfache) Lie-Gruppe bzw. -Algebra hat. Es ist sinnvoll an dieser Stelle
einige physikalische Anwendungen zu betrachten, um die benutzten Methoden zu verdeutlichen.

3.6.1 Teilchenspektren

Die moglichen Entartungen der Energie- und Masseneigenzusténde werden durch die Dimension
irreduzibler Darstellungen der relevanten Invarianzgruppen bestimmt.

Beispiel: Die u- und d-Quarks haben (bei Vernachlissigung der deutlich unterschiedlichen
elektromagnetischen Wechselwirkung) sehr dhnliche Eigenschaften. Diese Tatsache suggeriert
die Existenz einer (ndherungsweisen) SU(2)-Invarianz, die als Isospin-Symmetrie bezeichnet
wird. Man identifiziert w und d als die |I, Is)-Isospin-Zustédnde

u=l33) w=-[p-3)  d=ln-z) d=[53)-

dann lassen sich etwa die Pionen 7+ = |1,1), 7% = [1,0) und 7~ = |1, —1) als Linearkombina-
tionen dieser vier Quarks schreiben, wobei man unter Verwendung der Gleichheiten (3.5) von
Seite [38 zu

_ 1 _
at=ud, 7~ =—du und 70 = —=(ut — dd)

V2
gelangt. Fiigen wir auch noch das s-Quark hinzu, so kénnen wir analog die SU(3) als (ndherung-
weise) Symmetrie-Gruppe der leichten drei Quarks betrachten. Insbesondere bleibt die SU(2)

eine Untergruppe der SU(3), wo die Entartungen geringer sind. Die drei Gewichtsachsen haben
dabei eine physikalische Interpretation:

uw=(1,0,0) d=(0,1,0) s=(0,0,1).

Aufserdem sind die beiden Erzeuger der SU(3)-Cartan-Unteralgebra zu betrachten, vgl. Seite
H, fiihrt auf die Interpretation, dass wy = I3 der dritten Komponente des Isospins entspricht,
wahrend Ho impliziert, dass wy eine Linearkombination von I3 und Ladung ist, genannt @,
wobei Y die sogenannte Hyperladung istf‘f] Die leichtesten beobachteten Teilchen der drei
Quarks u, d und s sind dann die folgenden:

e Mesonen: Dieses sind Quark-Antiquark-Zustédnde, d.h. 3 ® 8 = 8 ® 1 ist die zugehdri-
ge Gruppendarstellung. Das Gewichtsdiagramm wird dann mit folgenden Bezeichnungen

8Die Isospins Is und elektrischen Ladungen der u-, d- und s-Quarks sind durch

1 2 1 1
57 [:SSZO und Qu: Qd:_77 QS:_f

B=3, B=- 3 3 3

gegeben. Wir setzen die Hyperladung Y gleich dem zweiten Gewicht wa = gY. Um nun einen Ausdruck
Y (I3, Q) zu bestimmen, betrachte man explizit die Gewichts-Eigenwertgleichung fiir w2, dann gilt

10 0
wr= 3y s = [0 1 0 Ju=e Yy,
2 23\ o0 —2 2

Identifizieren wir nun die drei Quarks gemif v = é;, d = é2 und s = é3 mit den drei Standard-
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versehen:

0 +
K° < K 0y

Y

e Baryonen: Dieses sind Drei-Quark-Zustande, wobei man zunéchst Antiquarks ausschliefst.
Folglich ist 3® 3® 8= 10® 8@ 8@ 1 die geeignete Darstellung

w2
w2
1 +
A© At n p
A7 x X X x AT x x w2
+
¥0 2 w1 A w1
- E++ w - > SP)
o x- A
E*O
==X X =0
=x— X X E*O - \ -
@ Antiteilchen des zweiten Diagramms
0-
Y

Die Darstellungstheorie fiihrt uns also auf einem sehr eleganten Weg auf Teilchenspektren in
der Elementarteilchenphysik.

3.6.2 Elastische Streuung

Symmetrien spielen aber nicht nur fiir ,stationédre* Eigenschaften des Systems eine wichtige
Rolle (wie etwa die zuvor vorgestellten Teilchenspektren) sondern auch fiir dynamische Prozesse,
z.B. die Streuung. Eine Streuung von Teilchen verlangt notgedrungen eine Wechselwirkung der
betrachteten Konstituenten miteinander. Nehmen wir der Einfachheit halber an, dass nur die
starken Wechselwirkungen hier ein relevante Rolle spielen. Aufserdem wollen wir nur Quark-
Antiquark-Mesonen betrachten, die aus u- und d-Quarks zusammengesetzt sind, sodass wir die
SU(2)-Isospin-Gruppe statt der SU(3) verwenden konnen.

Einheitsvektoren, so erhalten wir drei Gleichungen

1 V3 1.1 2
— ==Y, = Y.=5=c b
W3 2 37 2%"3
1 V3 1 1
—=—Yy <= Yi=-=—-a-b
ov3 2 ¢ 173 “73
1 V3 2, 1
—(-2)=—-Ys <= Yi=—-5=-3b,
2v/3 (=2) =5 ¥a 37 3
und dieses lineare Gleichungssystem léasst sich trivial zu a = —2 und b = 2 hin auflésen. Also erhalten wir die

Hyperladungs-Abhéngigkeit

1
Y = -2I34+2Q <— Q:§Y+Is.
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3.6 Anwendungen

Beispiel: Zur Modellierung betrachten wir Zwei-Pionen-Zustinde |r%r®) = |7®)|7), wobei
a,b = —,0,+ sei und |7*) = |1,1), |7°) = |1,0) und |7~) = |1,—1). Unter Verwendung einer
Tabelle mit Clebsch-Gordan-Koeffizienten lassen sich die jeweiligen Produkte direkt als reine
Isospin-Zustédnde

rtam) = [r)nm) = (L DL ~1) = 112,00 + 2[1,0) + L]0,0)
r=nt) = e t) = [1,~1)]1,1) = 112,00 — 211,0) + L]0,0)

’W+7TO> - ’7T+>‘7TO> = ‘17 1>‘170> = %’27 1) + %‘17 1>

[0mt) = [20)r*) = [1,0)[1,1) = L2, 1) — Ly1,1)
[7070) = [7%)|x°) = [1,0)[1,0) = 1/2[2,0) — L]0,0)

formulieren. Mittels der Symmetrisierung der Zweiteilchen-Zustande
1
4B) = 5(14B) - |BA))

und der Clebsch-Gordan-Zerlegung gelangt man dann zu den folgenden symmetrisierten Zu-
standen

[707%) sy = |7°7%) = 1/212,0) = L=10,0)
7T Y sym = 12, 0) + 710, 0)
1Tt 70 gym = %|2, 1)

Eine allgemeine Streuamplitude ist nun als Skalarprodukt der zeitlich propagierten einlaufen-
den Teilchen und auslaufenden Teilchen gegeben, d.h. durch

A= Sym<7ra7rb; tf| Uplty, t;) ‘7ra7rb; ti)
(f i
|1)

sym

wobei U; den Zeitentwicklungsoperator des Wechselwirkungsbilds bezeichnet. Da SU(2) eine
Symmetrie des betrachteten Systems ist, erfiillt der Zeitentwicklungsoperator

exp(—if*T*)Urexp(i0*T*) = Uy ,

und damit vertauscht offenbar [T“,UI] = 0, womit auch [ZQ(T")Q,[)}] = 0 folgt. Mit dem
dritten SU(2)-Generator T3, der die dritte Isospin-Komponente liefert, folgt dann

i) = (7°01]i) = (AOT*)i) = 157 (A01]3)

also gilt I:gf) = Ig) . Fiir den Isospin selbst folgt dhnlich

Q:<f

sodass man auch hier I®) = 1) erhilt. Der Isospin (bzw. das Isospin-Quadrat in Analogie zum
normalen Spin) sowie seine dritte Komponenten bleiben also in Streuprozessen erhalten.

100,

101® +1)(40;

Z(Ta>2UI

a

i>=-~=I@Um+1XW%Wv
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3 Darstellungstheorie

Bemerkung: Auferdem kann man zeigen, dass fiir einen gegebenen Isospin I die Streuampli-
tude unabhéngig von Is ist. Mit fi seien die Isospin-Operatoren bezeichnet, welche die dritte
Komponenten I3 in einem Zustand |I,I3) um eins erh6hen bzw. verringern, wobei fiir die Nor-
mierung dabei

I\ ) = /I(I +1) — I3(I3 £ 1)|I, 15 £ 1)

gilt, vgl. Abschnitt[3.4.3 auf Seite[37} Zudem erfiillen die Isospin-Operatoren die Vertauschungs-
relation [Ii, UI] = 0 mit dem Zeitentwicklungsoperator, sodass dann trival

\/I(.H— 1) — (I3 = 1)((I3 — 1) + 1)(I, |Oh|I, I3) = (I, I3|Uh L4 |1, I3 — 1)
= (I, |1 Uy |1, I3 — 1) = JT(I + 1) — I3(I3 — 1){I, I3 — 1|Uy|I, I3 — 1)

folgt, also die Invarianz der Ubergangsamplitude von der I3-Isospin-Komponente.

Mit anderen Worten gibt es also nur zwei unabhéngige Amplituden
Ay = (2,0/U12,0)  und  Ag = (0,0|0U]0,0) ,
sodass dann die einzelnen Streuamplituden durch
0,0 0,0 2 1
A(r°m” - ' ):§A2+§A0

Alrtr™ = atn7) = éAQ + %Ag

1
A(nta® = 779 = §A2

gegeben sind. Der Wirkungsquerschnitt o ist dann als Betragsquadrat ‘A(ﬂaﬂb — 7ra7rb)|2 ge-
geben.

3.6.3 Symmetriebrechende Zerfille

Die SU(3)- bzw. Isospin-Invarianz ist leider keine exakte Symmetrie der Natur, sondern wird
durch die schwache Wechselwirkung verletzt. Trotzdem spielt sie aber auch in solchen Prozessen
eine wichtige Rolle. Das Schliisselglied ist hier das sogenannte Wigner-Eckart-Theorem, auf
das wir aber nicht ndher eingehen werden. Obwohl dieses ein sehr allgemeines Konzept liefert,
beschranken wir uns auf den Fall der Isospin-Invarianz SU(2), wobei die Ergebnisse bereits aus
der Drehimpuls-Algebra der gewohnlichen Quantenmechanik bekannt sind.

Wir betrachten jetzt also eine Amplitude der Form A = (f|Hj|i) wo Hy nicht invariant unter
SU(2)-Transformationen ist, d.h. die Generatoren vertauschen geméaf [7%, Hy] # 0 nicht mitein-
ander. Hy kann aber immer noch zu irreduziblen Darstellungen ausreduziert werden (UBUN-
GEN). Diese bilden dann zusammen mit dem Zustand |i) direkte Produkte von Darstellungen,
die wiederum zu irreduziblen Darstellungen ausreduziert werden kénnen, um zu sehen, welche
der letzteren mit der Darstellung von (f| iibereinstimmen, d.h. es gilt ((BUNGEN 9.3)

(J, J3‘(ﬁ1)1/1§

I,15) (J, J3|<\I’,I§)|I,Ig>> < AT, J)

Clebsch-Gordan

wobei A(I,I',J) von Js, I und I3 unabhéngig ist.
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3.6 Anwendungen

Beispiel: Betrachten wir als Beispiel fiir symmetriebrechende Zerfallsprozesse die Pionen und
Kaonen, deren Isospin-Zustande zur Ubersicht noch einmal gelistet werden sollen:

KY=[43)  (mits)
= /312.0) — %[0,0)

77 ) sym = 7512,0) + 510, 0)

N |K0> |%,—%> (mit 5)
|7T+7T0>sym = ﬁpv 1) =0 11 .
|K >:|§,§> (m1t S)
Der physikalische neutrale Kaon-Zustand ist dabei eigentlich durch |K?) = (]K()) |K°))

gegeben. Man kann aber durch Verwendung der CP-Invarianz zeigen, dass d1e Amplitude fiir
|K?) von der Amplitude fiir | K°) durch Multiplikation mit dem konstanten Faktor v/2 erreicht
werden kann. Daher betrachten wir einfach |K 0,

Um Kaonen-Zerfille zu Verm1tteln muss Hj in einer Darstellung mit I' = 2, 5 3 oder 2 5 vorliegen
(UBUNGEN 7.3). Der Fall I' = 5 ist allerdings (nach dem Fermi-Modell) in der Natur nicht
vorhanden. (UBUNGEN ?) Seien

A=z = (2,013, -3) und  Axj_1 = (0,0|Hy|3,—3)

die zugehorigen Amplituden fiir eine Anderung um AI = % bzw. Al = % Es stellt sich dann
die Frage, wie die physikalischen Zerfallsamplituden

<7r0770‘f11|K2> , Sym<7r+7r_ ‘I:II‘KS> und Sym<7r+7ro‘ﬁ1|K+>
aussehen. Betrachten wir dann fiir die erste dieser Zerfallsamplituden explizit

(x0n| A 3(x0r0| B 2 (/22,01 = /5(0,0]) 1], )

dann folgt unter Verwendung des Wigner-Eckart-Theorems und der Clebsch-Gordan-Zerlegung

(2.0fl}, —3) = Aarss = 2015 D13 -3) 4312 = 54(G.3.2)

2’2

(0,

1y = Ay = (0.0/(

fiir die einzelnen Summanden, sodass man als Zerfallsamplitude schlielich

. 2 2
(a0l ict) = gy 2

erhélt. Die iibrigen Amplituden sind (UBUNGEN 9.4).
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4 Die Gruppe der Lorentz-Transformationen

4.1 Lorentz-Gruppe und SL(2,C)

4.1.1 Bestandteile der Lorentz-Gruppe

Im Zusammenhang mit der speziellen Relativitéatstheorie spielen die sogenannten Lorentz-Trans-
formationen eine sehr wichtige Rolle. Die Lorentz-Gruppe £ := O(3, 1) haben wir bereits im
zweiten Kapitel als die Invarianzgruppe

L= {A € GL(4,R) : A'nA = 5 mit n = diag(—1,1,1, 1)}

eingefiihrt, deren enthaltene Transformationen das durch die Minkowski-Matrix induzierte Lo-
rentz-Skalarprodukt invariant lassen. Im Detail heiflt dies, dass das Skalarprodukt

3
(2,) = 2y i = =2y’ + ) o'yt = —a%y’ + 77
=1

unter der Transformation z — 2’ = Az und y — ¢ = Ay invariant bleibt. Aus der komponen-
tenweisen Darstellung der Invarianzgleichung folgt direkt

({L‘/,y/) = (m,y) < AMQAVﬁnm/ = Nas -

In der Teilchenphysik verwendet man oft —n statt i als Metrik, dies werden wir im Folgenden
ebenfalls tun, d.h. von nun an sei n = diag(1l,—1,—1,—1). Die Eigenschaften der Gruppe £
bleiben dabei natiirlich unverédndert. Fiir die Dimension der Gruppe gilt

4.(4-1)
2

Die Lorentz-Gruppe bzw. die Menge der Lorentz-Transformationen enthélt drei wichtige Spezi-
alfalle von Transformationen, die wir im Einzelnen betrachten:

dim£ =dimO(4) = =6.

e Drehungen: Bei den Drehungen wird in der Matrix A nur der rdumliche Teil iiber eine
Drehung transformiert, d.h. die Lorentz-Transformations-Matrix kann als

A= (#%) fir R e€SO(3)

geschrieben werden. Drehungen hingen dabei von drei Parametern ab: Einem Einheits-
vektor #, der die Drehachse angibt (zwei Parameter), und einem Drehwinkel 6 (ein Pa-
rameter), d.h. Drehungen R = R(u,6) sind durch drei Parameter charakterisiert. Diese
Transformation kann auch explizit durch

x/O — :CO

#' = cos(0)Z + (1 — cos(0))(a- Z)a + sin(f)d x &

angegeben werden.
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4.1 Lorentz-Gruppe und SL(2,C)

e Spezielle Lorentz-Transformationen (Boosts): Boosts hingen ebenfalls von drei Parame-

tern ab: Zum einen dem Einheitsvektor 7 der Boostrichtung (zwei Parameter) und der

relativen Geschwindigkeit 3 = 7 in natiirlichen Einheiten, also

B = B(n,n) mit n= %ln (ig)

als Rapiditat. In Koordinaten sieht diese Boost-Transformation dann wie folgt aus:

2" = cosh(n)z® + sinh(n)n - &

~

i =& — (i Z)A+ [sinh(n)z® + cosh(n)n - Z] 7 .

e Diskrete Lorentz-Transformationen: Neben den beiden oben erwdhnten kontinuierlichen
dreiparametrigen Lorentz-Transformationen existieren noch die folgenden drei diskreten
Lorentz-Transformationen:

— Raumspiegelung: Ip = diag(1,—1,—,1—1), d.h. 2° = 20, 7 — —&
— Zeitumkehr: It = diag(—1,1,1,1), dh. 2° - —2°, 7 - 7
— Raumspiegelung: Ipt = diag(—1,1,1,1), d.h. 2% = —20, 7 — —&
Bemerkung: Die drei diskreten Lorentz-Transformationen zusammen mit der Identitét, bilden

eine Untergruppe S = {]1, Ip, I, IPT} von L. Diese ist insbesondere zu der Gruppe Vi = Zg X Zo
isomorph. In S kann man weitere zweielemente Untergruppen durch die Paare mit 1 bilden.

4.1.2 Topologie der Lorentz-Gruppe

Es stellt sich nun die Frage nach der Topologie der Menge der Lorentz-Transformationen, d.h.
welche grobe Form die Mannigfaltigkeit der Lie-Gruppe hat. Wenden wir die Determinate auf
die Invarianzgleichung A'nA = 1 unter Verwendung der Determinantenmultiplikationsformel an,
so folgt (det A)?> = 1. Die Lorentz-Transformationen mit det(A) = +1 nennt man eigentliche
Lorentz-Transformationen.

Co. D
)

Abbildung 4.1: Darstellung der Zusammenhangskomponenten der Lorentz-Gruppe
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4 Die Gruppe der Lorentz-Transformationen

Aus der Invarianz-Gleichung folgt fiir die erste Komponente auferdem

3
[A'AJog = 1 <= (A%)* = (A')> =1 < (A%)*>1,
=1

d.h. man kann zwischen orthochronen Lorentz-Transformationen £ mit A% > 1 und
antichronen Lorentz-Transformationen £+ mit A% < —1 unterscheiden.

Insgesamt zerféllt die Gruppenmannigfaltigkeit der Lorentz-Gruppe £ somit in vier Zusam-
menhangskomponenten

c=cluclughuct,

von denen jede eine der drei diskreten Transformationen bzw. die Identitdt (Einheitsmatrix)
enthalt:

4.1.3 Homomorphismus von £ und SL(2,C)

Um die irreduziblen Darstellungen der eigentlichen orthochronen Lorentz-Gruppe £1 zu finden,
zeigen wir zuerst, dass L1 homomorph zu SL(2,C) ist, d.h. zu den komplexen 2 x 2-Matrizen
mit det A = 1. Dann Kklassifizieren wir die irreduziblen Darstellungen der SL(2, C). Diese Vorge-
hensweise ist prinzipiell eine Verallgemeinerung unserer Untersuchung der Bezichung zwischen

SO(3) und SU(2), vgl. Abschnitt auf Seite [10]

1. Wir betrachten zuerst die Menge Hy = {A cM(2,C) : AT = A} der selbstadjungierten
2 x 2-Matrizen. Es seien

(10 (01 (0 —i (10
70=\o 1 1=\1 0 72=\i o 2= \o -1

die Einheitsmatrix und die Pauli-Matrizen. Jede selbstadjungierte Matrix A € Hs kann
dann als

0 30,0 .2
0 i r+x° T —1T
A=z Jo—i—Z.rZUZ':l‘MU“: <:1:1+i:n2 xo—:c3> (4.1)
7
geschrieben werden, wobei jedes x* € R fiir u = 0, ..., 3 liegt. Insbesondere gilt in dieser

Darstellung

det A = (2° + 2%)(2° — ) — (2! + iz?) (2! — iz?) = (2°)? — Z(JL‘Z)2 =atz, .

%

2. Diese Abbildung R* — Hy mit 2 — A ist bijektiv. Fiir gegebenes z* erfolgt die Kon-
struktion von A nach dem obigen Schema - die Selbstadjungiertheit ist offensichtlich. Ist
umgekehrt eine selbstadjungierte Matrix A gegeben, so definieren wir zunéchst

oo =009, O0;=—0; und 60:(70, 51':0—1.,

dann lassen sich die z# durch z# = 1 Sp(6#A) darstellen, wie man schnell nachpriift.
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4.1 Lorentz-Gruppe und SL(2,C)

3. Sei nun M € SL(2,C) eine invertierbare Matrix mit det M = 1. Wir betrachten die
Ahnlichkeitstransformation A — A’ = MAM! fiir A € Hy, dann gilt

(AN = MATMT = MAM'T = A", (4.2)

also liegt auch A’ € Hs. Folglich gibt es 2'* = % Sp(a*A’) € R, mit denen sich A’ geméf der
obigen Parametrisierung darstellen lisst. Insbesondere ist eine Ahnlichkeitstransformation
gemaf

(eA+ BB) = M(aA+ BB)M' = oA’ + 3B’
linear, wir schreiben also 2/* = [A(M)]",2".

4. Die so induzierte Transformation A(M) ist eine Lorentz-Transformation, wie wir jetzt
zeigen. Es gilt zum einen

atal, = det(MAMT) = |det M|*det A = det A = zz,, .

WEeil diese Invarianz fiir alle x gilt, folgt auch

1
S| @ )@ 4y — e, -y yu} =ty
\,_/ —
(z4+y)*(z+y) u xhwy yHryu

1
My, = 5@y + yre) =

also bleibt das Lorentz-Skalarprodukt invariant.

5. Es stellt sich die Frage, wie man die Transformationsmatrix [A(M )]“ v bestimmen kann.
Dazu betrachte

1 1 1
't = B Sp(aHMAMTY) = 5 Sp(aHMa’o, M) = B Sp(6" Mo, M")z¥
dann folgt [A(M)]", = 1 Sp(e+Ma, MT).

6. Aus [A(M)]% = $Sp(M M) = L S22 (My; M+ Ma; M3,) > 0 folgt zudem noch A € £,
also beschreiben er so orthochrone Lorentz-Transformationen.

7. Die SL(2,C) ist einfach zusammenhéngend, wihrend die Determinante det A(M) eine
stetige Funktion von M ist. Da wir bereits wissen, dass A(M) eine Lorentz-Transformation
ist, gilt det A(M) = £1. Aus dem Spezialfall A(1) = §#, folgt dann det A = +1 fiir alle
M, also ist A € Ll eine eigentliche orthochrone Lorentz-Transformation.

8. Zuletzt bleibt noch zu zeigen, dass f : SL(2,C) — Ll mit M — A(M) tatsdchlich einen
Homomorphismus beschreibt, d.h. wir miissen noch die Eigenschaft f(ab) = f(a)f(b)
nachpriifen. Dazu betrachte mit (4.1)) und (4.2)) o (M)

—_—~
o (MMM 2¥) = MM’(J,,:U MM = MM (0,z")M'TMT

= o AM)! p A(M') 2"
dann folgt direkt die Homomorphie-Eigenschaft A(MM')*, = A(M)H*,A(M')?,

Fazit: Die Gruppe SL(2,C) hat dieselbe Struktur wie die eigentlichen orthochronen Lorentz-
Transformationen L , sodass es gendigt, die irreduziblen Darstellungen der SL(2,C) zu finden.
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4 Die Gruppe der Lorentz-Transformationen

4.2 Irreduzible Darstellungen der SL(2,C)

Weil LE_ und SL(2,C) homomorph zueinander sind, haben die entsprechenden Lie-Algebren
dieselben Strukturen. Somit sind die Vertauschungsrelationen, die Cartan-Unteralgebra und die
Gewichtsdiagramme der irreduziblen Darstellungen identisch. Wir bestimmen diese nun fiir die

SL(2,C).

Bemerkung: Die SL(2,C) ist nicht kompakt, d.h. die Darstellungen sind nicht unbedingt uni-
téar. Folglich sind auch die Generatoren nicht automatisch hermitesche Matrizen. Die Cartan-
Unteralgebra spielt aber dennoch eine dhnliche Rolle.

4.2.1 Die Lorentz-Algebra

Zunéchst stellt sich die Frage, wie iiberhaupt die Generatoren aussehen. Wir schreiben zunéchst
einfach M = exp(i#*T“), dann folgt aus

det M =1 = exp (i0* Sp(T*)) = Sp(T*) =0

dass die Generatoren T* spurlos sind. Eine allgemeine komplexe spurlose 2 x 2-Matrix i0%T* ist
von der Form

(a b)_(?ﬁea—{—i%ma %eb+i%mb>

c —a Rec+iSme —RNea—1iSma

Rea+iSma 2(Reb+ Rec) + 3(Reb— Rec) + £ (Smb+ Sme) + 5 (Smb — Sme)
1(Rec+ Reb) + 2(Rec— Reb) + £ (Sme+ Imb) + L(Sme—Smb) —Rea—iSma
1 1 1

= 5(%21)—1— Rec) - o1 + 5(%mb+ Sme) -iog + i(gmc— Smbd) - o9

1
—|—§(9‘Eeb—3‘ﬁec)-i02+%ea-03+§‘sma-iag )

d.h. man erhélt 6 reelle Parameter. Wir konstruieren nun zwei schiefsymmetrische 4 x 4-Matrizen
durch die Definition folgender Grofen

Zggz—%al Zloz—%al (9232—(%111[)—1—%1‘116) (9102—(3:&()-1-8%80)
Z31 = —%0‘2 ZQO = —%02 und 931 = (?RQC— %eb) 920 = (%mb— %mc)
Z12 = —%O’g Zgo = —%0'3 912 = -2 %ma 930 = -2 §RBCL

mit Z,, = —Z,, mit ¥* = —6Hv

dann kann die Matrix M kurz als M = exp (%6““ ZW,) geschrieben werden. Ausgehend von der
Vertauschungsrelation [o;,0;] = 2i€;j,04 der Pauli-Matrizen konnen die Vertauschungsrelatio-
nen der Z,,, bestimmt werden:

[223’ ZQl] =0 [2237 Z31] = Z12 [2237 ZIQ] = _Z31
[Za3, Z10] = 0 [Za3, Zao| = Z30 [Za3, Z30] = —Za0

Uusw.

Alle diese Vertauschungsrelationen lassen sich zu einer einzigen Vertauschungsrelation

[Zuw Zpo] = NvpZyo — MupZve = MvoZyup + Mo Zvp
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4.2 Irreduzible Darstellungen der SL(2,C)

zusammenfassen, diese definiert die Lorentz- bzw. SL(2, C)-Algebra vollstdndig. Eine andere
Schreibweise fiir die Lorentz-Algebra bzw. die durch sie dargestellte Lorentz-Gruppe ist

oH
M = exp [12 (—iZW)] mit

[(_iZuV)7 (_inU)] = i(nup(Sﬁég + Uuafs;of‘sg - nVﬂég‘sg - 77u05355> (—iZag) -

Strukturkonstanten

4.2.2 Cartan-Unteralgebra und Darstellungen

Da wir fiir die Lorentz-Algebra sechs Generatoren haben, die mit den Pauli-Matrizen verkniipft
sind, besteht die Menge der Generatoren offensichtlich aus zwei Kopien der SU(2), d.h. es gilt
SL(2,C) ~ SU(2) x SU(2). Die Darstellungenl| werden deshalb mit D(.Ji, .J2) bezeichnet, wobei
Ji, Jo =0, %, 1,... laufen. Fiir die Dimension einer solchen Darstellung gilt

dim D(Jl, JQ) = (2J1 + 1)(2J2 + 1) -

Die Matrizen H; der Cartan-Unteralgebra werden immer als hermitesch definiert - dies verlangt
eine komplexe Erweiterung der Lie-Algebra, d.h. wir erlauben auch komplexe Linearkombi-
nationen. Die Normierungsbedingung der Cartan-Unteralgebra-Generatoren bleibt Sp(H, 3) =1

3

Beispiel: Zur Veranschaulichung betrachten wir nun einige konkrete Darstellungen der SL(2, C)
zusammen mit den zugehorigen Generatoren:

° D(%, 0) : Wéhle hier die beiden Matrizen

10 10
Hy =iZy3 = <(2) 1) und  Ho = —Z30 = ((2) 1)

="

° D(O, %) In der konjugierten Darstellung gilt Z15 — —Z12, sodass man als Generatoren

. -0 10
H1 = 1(—Z12) = ( 02 1) und H2 - —Z3() = (6 1>
2

erhélt, diese fiihren zum folgenden Gewichtsdiagramm:

!Man beachte, dass wir zwei Kopien der zugrundeliegenden Lie-Gruppe SU(2) betrachten, also SU(2) x SU(2).
Die zugehorige Lie-Algebra ist durch su(2) @ su(2) gegeben, d.h. wir haben sechs Generatoren, genau wie
in SL(2,C). Die zugehorigen Darstellungen von SU(2) x SU(2) sind durch das direkte Produkt der Einzel-
Darstellungen der SU(2) gegeben.
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4 Die Gruppe der Lorentz-Transformationen

w2

e Die Darstellungen D(1,0), D(0,1) und D(3, 3) der SL(2,C) sind

‘/LUQ Aw2

Die am h&ufigsten verwendete vierdimensionale Darstellung der Lorentz-Algebra ist durch
die Dirac-Matrizen v, gegeben, welche die Clifford-Algebra {v,,7,} = 21, 14 16sen. In der
iiblichen Weyl-Darstellung gilt

. 112 0 . 0 —0L

bzw. ganz explizit mit den entsprechenden Pauli-Matrizen oy ausgeschrieben

100 0 0001 000 —i 0 010
o_[{o1 0 o0 1_[o0o o010 2o_[o0oo0io0 3_ [0 001
T =V10o0-10 T =10 100 T =1o0ioo T =1-1000

00 0 -1 1000 ~i0 0 0 0 -100

100 0 00 0 —1 00 0 i 00-10

010 0 {00 -10 _[oo0 -io _foo0 0 -1
MW=100-10 M=1010 0 =10<io0 o0 B=1100 0]

00 0 -1 100 0 i 00 0 010 0

wobei auch die Indizes der y-Matrizen durch n*¥ hoch- und runtergezogen werden. Aus den
Dirac-Matrizen ergibt sich dann durch D(Z,,) = i[’yﬂ, 7] die vierdimensionale Darstellung der
Lorentz-Algebra.

4.2.3 Entsprechende Physik der Lorentz-Invarianz

Es wird vermutet, dass die Lorentz-Invarianz eine exakte Symmetrie der Natur istE] Die Felder
unserer (Lorentz-invarianten) Theorie sollten daher als irreduzible Darstellungen transformiert
werden, und ihre Kombination (die Lagrange-Dichte) sollte invariant sein.

Beispiel: e D(0,0) liefert uns eine eindimensionale Darstellung, d.h. ein Skalarfeld.

° D(%, 0) und D(O7 %) sind zwei verschiedene Arten von zweidimensionalen Darstellungen,
d.h. zwei Arten von Spin-%-Fermionen. Diese lassen sich als links- und rechts-hiandige

Fermionen interpretieren, d.h. in der Wahl der Darstellungen verbirgt sich u.a. auch die

2Mehrere moderne Experimente zielen allerdings darauf ab, Verletzungen dieser Symmetrie auf mikroskopischen
Groéfenskalen nachzuweisen.
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4.2 Irreduzible Darstellungen der SL(2,C)

Chiralitat. Wie aber kénnen wir eine invariante Gréfie dieser Fermionen bilden? FTir eine
Matrix M € SL(2,C) gilt dann

w; = Maﬁwﬁ
als Transformationsgleichung. Betrachte dazu
ey = €T MoT Mg’ s = yis
—_———
det M-e7d

d.h. e“ﬁd}awg ist ein Lorentz-invariantes Objekt. Auf den ersten Blick erscheint diese
Invarianz wegen

by = P11y — Yoty

trivial, da die letzte Summe verschwinden sollte. Dies ist aber nicht der Fall, da Fermionen
durch antikommutierende Grassmann-Variablen (d.h. ab = —ba) beschrieben werden.

D(%, %) ist eine vierdimensionale Darstellung, die uns ein Lorentz-invariantes Vektorfeld
A, liefert. Eine invariante Groe ist hier beispielsweise durch A*A, gegeben. Warum
aber ist ein solches Feld (umgekehrt gedacht) durch D(%, %) gegeben? Dazu betrachte
die bereits bekannte Identitit Mo, M = 0,A?, und das Transformationsverhalten von

B, = ¢TUVX
Bly = (@Z/)TJVX, = BpApV

falls X' = Mty und (¥")t = T M gilt, d.h. zwei Spin—%-Spinoren ergeben tatsédchlich ein
Vektorfeld.
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5 Globale Gruppeneigenschaften

In diesem Kapitel wollen wir ndher auf allgemeine globale Eigenschaften von Gruppen eingehen
und einige weitere algebraische Hilfsmittel betrachten. Zuletzt fiihren wir noch die Ausreduktion
mit Charakteren ein.

5.1 Algebraische Eigenschaften

5.1.1 Zentrum, Faktorgruppe, etc.

Sei M eine Menge und Perm (M) die Menge der invertierbaren Abbildung von M in sich selbstEI
Es geht also nun um eine Verallgemeinerung des bisher betrachteten linearen Darstellungs-

theorie: Dort war M ein Vektorraum V und Perm(M) die Gruppe der linearen invertierbaren
Operatoren GL(V).

Definition 21: Die Gruppe G wirkt von links auf M falls es einen Gruppenhomomorphismus
L: G — Perm(M) mit g — Ly € Perm(M) gibt, d.h. (Lg,- Ly, )(x) = Ly, (Lg, (2)) = Lg,.q, ().

Wir notieren kurz Ly(x) = gz fiir diesen Homomorphismus. Die Wirkung von rechts wird
analog durch Ry, (Rg, ()) = Ry,.q,(x) definiert, fiir sie steht entsprechend Rg(z) = zg.

Definition 22: Die Bahn bzw. Orbit von z ist durch O, = {Ly(z) : g € G} definiert.

Definition 23: Die Menge G, = {g €G:Ly(z) = x} nennen wir kleine Gruppe von z, sie
enthélt die Elemente von G, die als Identitat auf M wirken.

Jede kleine Gruppe G ist insbesondere eine Untergruppe von G. Um dies zu zeigen, sind die
Gruppenaxiome zu priifen:

1. Abgeschlossenheit: Sind hy, hy € G, so gilt Ly, .p,(2) = Ly, (Ln,(2)) = Ly, (z) = z, d.h. es
ist auch hy - hy € Gy.

2. Assoziativitdt: Trivial, da G als Gruppe eine assoziative Verkniipfung hat.

3. Einselement: Betrachte Ly(z) = Le.g(z) = Le(Lg(w)), so ist klar, dass L. die Identitéts-
abbildung ist.

4. Inverse Elemente: Fiir h € G gilt & = Le(2) = Ly-1.5,(x) = Ly-1(Lp(z)) = Lj-1(2), also
ist auch das Inverse h~! € G,.

Definition 24: Es ist ~ eine Aquivalenzrelation (,verallgemeinerter Vergleichsoperator) in
einer Menge, falls die drei Axiome

1. Reflexivitdt: a ~ a.

'Dabei wird in Perm(M) zunichst (aufer der Invertierbarkeit) keinerlei Anforderungen an die Arten der Per-
mutationen gestellt - sie miissen weder stetig bzw. differenzierbar, noch fixpunktfrei o.4. sein.
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5.1 Algebraische Eigenschaften

2. Symmetrie: Aus a ~ b folgt b ~ a.

3. Transivitdt: Aus a ~ b und b ~ c folgt a ~ c.

erfiillt sind. Eine Aquivalenzklasse ist dann die Menge aller Elemente, die unter einer Aqui-
valenzrelation ~ zueinander dquivalent sind.

Die Bahnen bzw. Orbits O, stellen somit eine Partition der Menge M in disjunkte Aquiva-
lenzklassen dar. Um dies explizit zu sehen, betrachte:

1. L, entspricht der Identitédtsabbildung, also liegt z € O, .
2. y € Oy impliziert y = Ly(z) fiir ein g € G, also liegt x € O, wegen x = L-1(y)
= L,

3. Liegen y € O, und z € Oy, so liegt wegen z = Ly(y) = Ly(Ly(z)) ¢ () auch

z € Oy.
Die Gruppe kann aber auch auf sich selbst wirken, d.h. M = G und
Ly(d) =99 .
In diesem Fall sind die Orbits durch Oy = G gegeben, weil ein beliebiges Element ¢” durch

g = g" - ¢! erreicht werden kann. Eine solche Wirkung nennt man transitiv. Eine andere
Wirkung von G auf sich selbst ist die sogenannte Konjugation

Ly(d)=9-9-97".
Die zugehorigen Bahnen bzw. Orbits nennt man Konjugationsklassen und die Wirkung ist
im Allgemeinen nicht transitiv.

Definition 25: Sei H eine Untergruppe. Betrachten wir Ry(g) = g-h fir g € Gund h € H.
Die Bahnen

gH:{gh:hGH}

sind die Linksnebenklassen in H von G. Die Menge von Linksnebenklassen bezeichnet man
mit G/H, sprich ,,G modulo H*.

Jede Linksnebenklasse gH hat dieselbe Anzahl von Elementen |H| falls H endlich ist, denn
aus ghy = ghs folgt direkt hy = ho, d.h. jedes h; # ho fiihrt zu einem neuen Element in der
Linksnebenklasse.

Abbildung 5.1: H enthélt die Drehungen um die z-Richtung.

Beispiel: Sei H die kleine Gruppe von Elemente, d.h. die Elemente, welche x € R3 invariant
lassen. Anschaulich ldsst sich H als die Menge der Drehungen um die x-Richtung interpretieren.
Dann ist die Menge G /H &quivalent zu den verschiedenen Richtungen von x, d.h. zu der Menge
M selbst.
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5 Globale Gruppeneigenschaften

Die zentrale Frage ist nun, ob wir einer Menge G/H eine Gruppenstruktur geben kénnen, d.h.
ob wir eine Gruppenmultiplikation definieren kénnen. Der triviale Ansatz (g1 H)-(g2H) = g1-92H
fiihrt wegen

? ?
gH=g1-hH =  gi-h-ggH=g1-2H =  gi-h-g2=g1-g2-1
zu Problemen, da die notwendigen Gleichheiten nicht unbedingt gegeben sind.

Definition 26: Wir nennen H einen Normalteiler, wenn gHg~! = {ghg*1 the H} = H fiir
alle Gruppenelemente g gilt.

Es existiert dann fiir alle g € G und h € H ein ' € H sodass ghg™' = h' <= gh = kg

gilt. In diesem Fall ist wegen h - go = go - ' unser obiger Ansatz fiir eine Gruppenmultiplikation
sinnvoll, und damit G/H eine Gruppe, genannt Faktorgruppe.

Definition 27: Als Zentrum 7 = {z € G:zg=gzfirallege G} bezeichnen wir die Menge
der Gruppenelemente, die mit allen anderen vertauschen - Z ist offensichtlich ein Normalteiler.

Definition 28: Sei ¢ ein Homomorphismus, dann definiere den Kern dieser Abbildung als
ker(p) ={h € G:p(h)=e} .

Insbesondere gilt w(g-h-g~") = ¢(9) - w(97") = p(g-97") = e, d.h. ker(yp) ist ein Normalteiler.

Definition 29: Sei ¢ : G — G’ ein Homomorphismus, dann ist das Bild von ¢ durch die

Menge im(¢) = {¢(g) : g € G} definiert.

5.1.2 Der Homomorphiesatz

Satz 30 (Homomorphiesatz): Seip: G — G’ ein Homomorphismus, dann gilt G / ker(p) =
im(p). Ein Homomorphismus induziert also einen Isomorphismus.

Beweis. Sei ® : G/ ker(¢) — im(y) eine Abbildung mit ®(gker(¢)) = ¢(g). Dann priifen wir
die folgenden Eigenschaften:

e ® ist ein Homomorphismus: Dazu betrachte einfach
D(g1HgoH) = ©(g192H) = ¢(g192) = #(91) - (92) = ®(91 H) - D(g2H) .

e @ ist durch seine Definition surjektiv.

e & ist injektiv: Dazu betrachte ®(g1H) = ®(g2H) <= ©(g91) = ©(g2), dann folgt
e = o) - p(g2) = w97 g2), also liegt g; 'ga = h € ker(p). Dann kann man die zu
g2 = g1h umformen, und damit gilt goH = g1 H.

Ein bijektiver Homomorphismus liefert dann ein Isomorphismus. O

Fazit: Sind zwei Gruppen homomorph zueinander, so haben sie dieselben Lie-Algebren, Ge-
wichtsdiagramme, usw. - aber sie sind nicht unbedingt isomorph. Man muss auch einige globale
Figenschaften der Gruppe (wie etwa das Zentrum) betrachten, um sicher zu gehen, dass man
durch die Lie-Algebren-Analyse die Darstellungen einer gegebenen Gruppe richtig verstanden
hat.
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5.2 Ausreduktion mit Charakteren

5.2 Ausreduktion mit Charakteren
Wir haben gelernt, dass es Félle gibt, in denen eine Analyse der Lie-Algebra keine eindeutige
Aussage iiber alle moglichen Darstellungen der Gruppe liefert. Um so mehr gilt dies natiirlich fiir

diskrete Gruppen, wo der Begriff der Lie-Algebra iiberhaupt nicht definiert ist. Wir bendtigen
also eine andere Methode fiir die Bestimmung von Darstellungen diskreter Gruppen.

5.2.1 Mittelbildung

Definition 31: Sei f: G — C eine Funktion von der Gruppe G in die komplexen Zahlen C.
Eine Mittelbildung M|f] der Funktion wird durch die folgenden Eigenschaften charakterisiert:

1. Linearitit: M [Mf1(g) + Mafa(9)] = MM [f1(9)] + XM [f2(g)]

2. Positiv definitiv: Ist f(g) > 0, so ist auch M [f(g)] > 0.

3. Invarianz: M[f(9)] = M[f(g-¢')] = M[f(g - g)] fiir alle ¢’ € G.
4. Normierung: Fiir f(g) = 1ist M[f(g)] = 1.

Diese allgemeine Definition einer Mittelwertbildung kann nun fiir die einzelnen Gruppen-
Typen konkretisiert werden:

o Fiir endliche diskrete Gruppen verwende

M[f(9)] = ,1G| > fl) -

geG

o Fiir kontinuierliche Gruppen entsprichen die Eigenschaften denen des Integralbegriffs. Die
Invarianz-Bedingung verlangt dabei dg = dg-g' = dg’ - g, ein solches Differential bzw. Maf
wird als Haar-Maf bezeichnet. Normierte Gruppen, d.h. es ist M[1] = 1 < oo, werden
als kompakte Gruppen bezeichnet.

Beispiel: Die Gruppe G = U(1) = {€'¥ : ¢ € [0,2n[} ist mit dg = g—f kompakt.

Bemerkung: Im Wesentlichen wurde derselbe Begriff schon zur Konstruktion unitdrer Dar-
stellungen verwendet, vgl. Seite [22

Definition 32: Ein Charakter yp(g) einer Darstellung D ist durch xp(g) = Sp (D(g)) defi-
niert. Er erfiillt dann die folgenden Eigenschaften:

e xp(g) bleibt invariant unter Ahnlichkeitstransformationen D(g) — SD(g)S~ .
e Fiir unitire Darstellungen gilt D(g~1) = [D(g)] ™! und xo(g™1) = [xn(9)]* = x5 (9)-

e Fiir die direkte Summe von Darstellungen gilt xp,¢0,5..(9) = x1,(9) + x0,(9) + - ..
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5 Globale Gruppeneigenschaften

5.2.2 Die Orthogonalitatsrelation fiir Charaktere

Satz 33 (Fundamentale Orthogonalititsrelation fiir Charaktere): Steht D ~ D' fir die
Aquivalenz zweier Darstellungen, so gilt

M X (9)x2(9)] = (x2r(9)|x(9))) = { (1) g fg

Korollar 34: 1. Seien D eine allgemeine Darstellung, {Q(i)} die verschiedenen irreduziblen
Darstellungen und n; die Anzahlen, wie oft DO in D auftritt. Aus xp = > X folgt
dann

ni = <<X93<¢) x$>> :

Mit anderen Worten ist damit das Problem der Ausreduktion geldst!

2. Es gilt <<XD’XD>> = ZZ ni<<X9)(i>

3. Es qult <<X®‘XD>> =1 genau dann, wenn die Darstellung D irreduzibel ist.

X93>>: 1”12

So erhalten wir also sehr starke Aussagen iiber Darstellungen. In der Praxis ist <<XD(1‘) XD >>
allerdings oft sehr schwierig zu berechnen. Auf jeden Fall miissen wir jetzt aber die Orthogona-
litatsrelation beweisen.

Beweis der fundamentalen Orthogonalititsrelation. 1. Seien D und D’ zwei irreduzible Dar-
stellungen der Dimensionen d und d’. Falls es uns gelingt die Beziehungen

0 : DD

M // ’ -1 Da - { 51
[ Va (g ) b(g)] ééaa’(sbb/ D =D ( )

zu beweisen, so folgt die Orthogonalititsrelation durch ZZ b1 ZZ; b1 OabOa’ty -

2. Sei S : V — V' eine lineare Abbildung zwischen den Darstellungsriumen von D und D/,
S ist damit also eine d’ x d-Matrix. Betrachten wir dann die Mittelbildung

Hyyp = M[ g)’a’(g_l)sa’agab(g)] : (52)

Fiir ein beliebiges Gruppenelement ¢’ € G folgt dann
D( M[D'(¢")D'(97")SD(g)] = M[D'(¢'g~")SD(g)]

[ "((99'1)1)SD(gg" ™" )]vaa“antM[D’(g_l)SD(gg’)]
ZM[D( 1)5@(9)9(9’)} H-D(g')

3. Betrachten wir nun den Fall D’ = D. Nach dem Lemma von Schur (UBUNG!!) ist dann
H = \14. Nehmen wir dann auf beiden Seiten von Gleichung (/5.2)) die Spur, so folgt

A-d=M[Sp(D(g~")5D(9))] = M[Sp (D(9)D(g~")S)] = Sp(S) - (5.3)

Sei jetzt Sgrq = da/¢/0qc, dann erhalten wir Sp(S) = 0., und mit der vorigen Gleichung
folgt daraus dann \ = ééac/. Unter erneuter Verwendung von ergibt sich daraus
dann

1

g(scc’éb/b = M[Dye (g7 )Da(9)] ,

also ist die Orthogonalitétsrelation fiir den Fall D’ = D ok.

62



5.2 Ausreduktion mit Charakteren

4. Nun zum Fall D’ « D. Gelten D’ £ D und D’(g)H = HD(g) fiir alle Gruppenelemente g,
so ist nach dem Lemma von Schur H = 0. Ist det H # 0, so existiert eine inverse Matrix
H~', sodass

D'(g) = HD(9)H ' =0

folgen wiirde. Da dies aber als Similaritatstransformation D’ ~ D implizieren wiirde,
erhielten wir einen Widerspruch zur Vorraussetzung - folglich ist die Annahme det H # 0
falsch. Also ist H entweder eine d x d-Matrix mit det H = 0 (falls d = d’ ist), oder ein
d' x d-Matrix mit d # d'.
Fiir den weiteren Beweis betrachten wir nun die folgende Fallunterscheidung:

e Sei nun Hv = 0, dann ist HD(g)v = D’(g)Hv = 0, also spannen {D(g)v} einen

invarianten Unterraum auf. Da D nach Vorraussetzung irreduzibel ist konnen zwei
Félle eintreten:

— Entweder ist {D(g)v} = 0. Dann folgt aber aus H (v1 —v2) = 0 direkt vy —vg = 0,
also wére H injektiv.

— Esist {D(g)v} =V, dann wire Hv = 0 fiir alle v € V und damit H = 0.

e Jetzt sei Hv = v’ # 0. Dann ist D'(g)v' = D'(9)Hv = HD(g)v, d.h. alle {D’(g)v'}
sind von der Form H -z mit & € V. Also spannen die Vektoren {D’(g)v’} einen
invarianten Unterraum auf. Da D’ nach Vorraussetzung irreduzibel ist, konnen wieder
zwei Fille eintreten:

— Es ist {D'(g)v'} = V', dann wiihren alle v/ € V’ von der Form Hz und damit
folglich H surjektiv.

— Gilt stattdessen {D'(g)v'} = 0, dann erhalten wir einen Widerspruch zur An-
nahme v’ # 0.

Also ist die Abbildung H entweder gleich Null oder injektiv und surjektiv (also bijektiv).
Im letzten Fall aber wiirde dann eine inverse Abbildung H ! existieren, was im Wider-
spruch zur Annahme steht. Also gilt H = 0.

Jetzt wéhlen wir wieder Sy/q = 047¢0qc in Gleichung (5.2]) und erhalten damit

0= M[Dy.(g~")Der(9)] -

Damit ist dann auch der erste Fall von Gleichung (5.1]) nachgepriift.
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