Theoretische Physik

T heorie |l1:
Statistische Mechanik

Dozent: Prof. Dr. Peter Reimann

WS 2004/05

Stand: Oktober 2005



Theorie III:
Statistische Mechanik

Prof. Dr. Peter Reimann

Theorie III:
Statistische Mechanik
Theoretische Physik
Vorlesungsmitschrift

Dozent: Prof. Dr. Peter Reimann.

WS 2004/05

Fakultét fir Physik,

Universitat Bielefeld,

Germany.
http://www.physik.uni-bielefeld.de
http://www.uni-bielefeld.de

Skript: Dr. Benjamin Jurke, mail@benjaminjurke.net.
Letzte Anderung: 2. Dezember 2011.
http://benjaminjurke.net

Schriftbild: Modern Times 11 pt Satzsystem: INTEX 2¢ mit ApS-INTEX, METAFONT, Xy-pic
Enthélt Literaturangaben und einen Index.

Copyright (© 2005 - 2011 Prof. Dr. Peter Reimann, Dr. Benjamin Jurke.

Die Verteilung dieses Dokuments in elektronischer oder gedruckter Form ist gestattet, solange sein Inhalt einschlieflich
Autoren- und Copyright-Angabe unveréndert bleibt und die Verteilung kostenlos erfolgt, abgesehen von einer Gebiihr fiir
den Datentréger, den Kopiervorgang, etc.


http://www.physik.uni-bielefeld.de
http://www.uni-bielefeld.de
http://benjaminjurke.net

Inhaltsverzeichnis

II.

Skriptum|

1. Einleitung

[1.2. Vorraussetzungen der statistischen Mechanik| . . . . ... .. ..

[1.3. Zugange zur Beschreibung kollektiver Phanomene|. . . . . . . ..

|2. Vorbereitung und Repitition|
[2.1. Wahrscheinlichkeitstheoriel . . . . . . . . .. ..o 00000
[2.1.1.  Zutallsvariablen, Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte[. . . . . . . .
[2.1.2. Fouriertransformation, Momente und Kumulanten| . . . .
[2.1.3. Mehrdimensionale Verteilungen| . . . . . . . . ... .. ..
[2.1.4.  Identische Verteilungen und zentraler Grenzwertsatz] . . .
2.1.5. bStochastische Prozessel . . . . . . . .. ... ... ... ..
2.2. Klassische Mechanikl . . . . . .. ... ... .. ... .. ..
[2.2.1. Zustande, Phasenraum und Dynamik|. . . . . . . . . . ..
2.2.2. Identische und ununterscheidbare Teilchen| . . . . . . . . .
[2.2.3. Bewegungskonstanten und Symmetrien|. . . . . . . . . ..
224, Das Noether-Theorem| . . . . . . . ... ... ... ....
[2.2.5. Die Liouville-Gleichung| . . . . . ... ... ... ... ..
[2.3. Quantenmechanik{. . . . . . . ... ...
231 Reine Zustandel . . . . . . . ..o
[2.3.2. Die Dynamik im Schrodinger-Bild| . . . . .. ... .. ..
2.3.3.  Gemischte Zustandel . . . . . . . ...
2.3.4. Identische und ununterscheidbare Teilchenl . . . . . . . ..
[3. Grundlegende Konzepte]

[3.1. Allgemeiner Rahmen| . . . . . . ... ... ... ...

B.I1.

Definition eine Systems| . . . . . . .. ... ... ... ..

B12.

Zwangsbedingungen und Hemmungen| . . . . . .. . ...

B2

Makroskopische Beschreibungl . . . . . . ... ... ... .. ...

13.3. Das erste Fundamentalpostulat der statistischen Mechanik| . . . .
[3.3.1.  Anfangsbedingungen eines Systems| . . . . . . . . . .. ..
[3.3.2. Mikrokanonische Verteilung| . . . . . ... ... ... ...
[3.3.3. Diskussion der Ergebnisse, erster Teil]. . . . . . . . .. ..
13.3.4.  Mikroreversibilitat und thermodynamisches Gleichgewicht|

10
10
10
12
13
15
16
16
16
18
19
20
20
22
22
24
26
27

29
29
29
30
31
31
31
32
33
35
35
36
37
38



Inhaltsverzeichnis

13.3.5.  Diskussion der Ergebnisse, zweiter Teill . . . . . ... ... ... ... .. 39
3.3.6. Ergodenhypothesel . . . . . . . . ... o 41
3.3.7. Ubertragung auf Quantensysteme|. . . . . . .. . ... ... ... ... .. 42
13.3.8.  Zugangliche Zustande und das Integrationsmals] . . . . . . . ... ... .. 43
[3.3.9.  Diskussion der Krgebnisse, dritter Teil| . . . . . . .. ... ... ... ... 45

[3.4. Das zweite Fundamentalpostulat der statistischen Mechanik| . . . . . . .. .. .. 46
13.4.1.  Mikroskopische Basis der Irreversibilitat| . . . . . .. ... ... ... ... 46
[3.4.2. Das Problem der Irreversibilitatl . . . . . . ... .. ... ... 48
13.4.3. Das H-Theorem als Superpostulat| . . . ... ... ... ... .. ..... 48

[3.5. Erster Hauptsatz der Thermodynamik|{ . . . . .. ... ... ... .. ... .... 50
[3.6. Schwache Kopplungl . . . . . . .. .. o o 51
B.6 Extensive und Intensive Zustandsvariablenl . . . . . . . . . . . .. ... .. 52
[3.6.2. Homogene Systeme| . . . . . . . . . . .. 52
3.6.3.  Fluktuationen innerer Variablenl. . . . . . . . . . . . ... ... ... ... 53

4. Mikrokanonischer Formalismus| 55
......................................... 55
4.2. Beispiel: Das klassische ideale Gas| . . . . .. .. ... ... ... ... ... .. 56
4.3.  Allgemeine Eigenschaften von Zustandssumme und Entropie. . . . . . . . . . .. 58
4.4, Temperatur| . . . . . . .. e 61
4.5. Energie als Zustandstunktion| . . . . . . . ... o000 62
[4.6. Der erste Hauptsatz der Thermodynamik fir reversible Prozesse]. . . . . . . . .. 62
[4.6.1. Das chemische Potentiall . . . . . . .. ... ... ... ... ... ... 63
4.6.2. Arbeits- und Kraftkoordinatenl . . . . . . . ... ... o000 64

4.7. Thermodynamische Potentiale und Zustandsgleichungen| . . . . . . . . . . .. .. 65
4.8. Maxwell-Verteilung, Aquipartition und Virialsatz] . . . . . . . .. ... ... ... 66
4.9. Extremalitatseigenschatten|. . . . . . . . . ..o o000 69
[4.10. Extensivitat der Entropiel . . . . . . . ..o oL 69
[5. Thermodynamik]| 71
|5.1. Gleichgewichtsbedingungen| . . . . . . . . ... ... ... 0. 71
[5.2. Stabilitatsbedingungen| . . . . . ... ..o oo o 73
[5.3. Wechsel der Variablen: Legendre-Transtormationen| . . . . . . . . ... ... ... 74
[5.4. Thermodynamische Potentiale|. . . . . . . .. .. ... ... ... .. ...... 76
5.4.1. Innere Emergie] . . . . . . . .. 76
5.4.2. Freie Energiel . . . . ... 76
0.4.3. Enthalpiel . . . . . . . .. 77
544, Gibbs-Potentiall . . . . . . . . . ... 77
5.4.5. Grokkanonisches Potentiall . . . . . . . . .. ... o000 78
[5.5. Maxwell-Relation und Antwortkoeffizientenl . . . . . . . .. ... ... ... ... 79
[5.6. Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik{. . . . . .. ... ... ... ... ... 82
[5.6.1. Kreisprozesse| . . . . . . ... 82
[5.6.2.  Erste Formulierung des zweiten Hauptsatzes (Kelvin, Planck) . . . . . . . 83
0.6.3. Carnot-Prozessel . . . . . . . . . . . .. 83
0.6.4. Wirkungsgrad|. . . . . ... ..o 84
[5.6.5. Zweite Formulierung des zweiten Hauptsatzes (Clausius) . . . . . . . . .. 84
[5.6.6. Mathematische Form des zweiten Hauptsatzes|. . . . . . . . ... ... .. 85

[5.7. Der dritte Hauptsatz der Thermodynamik (Nernstsches Theorem). . . . . . . .. 85




Inhaltsverzeichnis

6. Kanonischer Formalismus| 88
[6.1. Herleitung| . . . . . . . . . 88
[6.2. Anwendungen, Beispiele und Folgerungen| . . . . . . . ... ... ... ... ... 92

[6.2.1. Entropie| . . . . . . . .. 92
16.2.2. Quantenteilchen mit vernachlassigbarer Wechselwirkung| . . . . . . . . .. 92
16.2.3.  Allgemeines klassisches System| . . . . . .. .. ... ... ... ... .. 94
[6.2.4.  Quantenmechanische eindimensionale Oszillatoren| . . . . . . .. ... .. 95
6.2.5. Klassisches ideales Gas|. . . . . . . .. ... . o oL 95
6.2.6. Klassisches 1deales (zas 1m Schwerefeld| . . . . .. .. ... ... ... ... 96
6.2.7. Weitere Beispiele| . . . . . . . ... oo 97
[6.3. Das klassische Fluktuations-Dissipations-Theorem|. . . . . . . .. . ... ... .. 97
(7. _Grolkanonischer Formalismus| 99
[r.1. Herlettung| . . . . . . . . . o 99
[7.1.1. Quantenmechanische Modellierung| . . . . . .. ... ... ... ... ... 100
[ 1.2, Elimination des Bades . . . . . . .. . ... . ... ... . ... .. .... 101
[7.1.3. Teilchenzahl-Darstellung{ . . . . . . . ... ... ... ... ... ...... 103
[7.1.4. Klassischer groiskanonischer Formalismus|. . . . . . . . ... ... ... .. 104
[7.2. Ununterscheidbare Quantenteilchen mit vernachlassigbarer Wechselwirkung| . . . 105
[r2.1. Der Zustandsraum| . . . . . . . . . . ... 105
[7.2.2. Vorteile des grolskanonischen Formalismus| . . . . . . ... ... ... ... 106
[7.2.3. Herleitung des Quantengases fur Fermionen und Bosonen| . . . . . . . .. 107
[7.2.4. Praktisches Vorgehen|. . . . . . . . . ... . oo 108
[7.2.5. Hohe Temperaturen bzw. klassischer Grenzfalll. . . . . . . . .. ... ... 109
[7.2.6. Tiete Temperaturen| . . . . . . . . . ... ... o 109

Il. _Anhang 111

|A. Ubungsaufgaben| 112
A.1. Ubung 7 - Die Stirling-Formel| . . . . . . .. .. . ... ... ... ... ... 112
A.2. Ubung 9 - Master-Gleichung, H-Theorem und detailliertes Gleichgewicht| . . . . . 113

[ndex] 117



Inhaltsverzeichnis




Teil |I.

Skriptum



1. Einleitung

In diesem ersten Kapitel wollen wir einen Uberblick iiber die Gegenstinde und Methoden der
statistischen Mechanik zeigen.

1.1. Kollektive Phanomene

Viele Bereiche der Physik handeln von kollektiven Phanomenen, beispielsweise die Beschrei-
bung der Warmekapazitit, das Ausdehnungsverhalten bei Erwérmung, die verschiedenen Pha-
sen bzw. Aggregatzustinde von Materie (fest, fliissig, gasformig, plasmaformig, etc.) und die
Ubergéinge zwischen diesen, magnetische Eigenschaften (ferromagnetisch, paramagnetisch, su-
praleitend, etc.), Hohlraumstrahlung und unzéihlige weitere Aspekte. Aber auch chemische Ef-
fekte auf Molekiil-Skala und soziale bzw. 6konomische Phdnomene, wie der Verkehr, Netzwerke
oder die Dynamik des Aktienmarkts, lassen sich prinzipiell mit den Methoden der statistischen
Physik kollektiver Phdnomene beschreiben.

Die statistische Mechanik ist also eine Theorie mit einem sehr breiten Giiltigkeitsbereich. In
dieser Vorlesung wird allerdings nur eine kleine Anzahl solcher Anwendungsbeispiele konkret
behandelt, vielmehr liegt das Hauptgewicht auf den allgemeinen Grundkonzepten.

1.2. Vorraussetzungen der statistischen Mechanik

Die wohl wichtigste Voraussetzung fiir die Anwendung der Statistik ist, ein System mit vielen
Freiheitsgraden vorliegen zu haben. So lassen sich beispielsweise makroskopische Kérper sehr gut
statistisch beschreiben, da sie aus grofsen Mengen identischer mikroskopischer Teilchen bestehen.
Eine typische Grossenordnung ist etwa durch die Avogadro-Konstante bzw. Loschmidt-Zahl
gegeben:

Atome, Molekiile oder Bestandteile
N4 ~ 6.0221367 - 10% ’
4~ 6.0221367- 10 Mol eines chemischen Reinstoffes

Sehr grob beschrieben, definiert man e := (#Freiheitsgrade)~! als ,Kleinheitsparameter”
des betrachteten Systems, nach dem man dann entwickeln kann. Das Verhalten des Systems
flir e — oo, also beliebig viele Freiheitsgrade, wird der thermodynamische Limes genannt.
Die Abweichungen fiir kleine - aber noch endliche - € sind die ,zufélligen thermodynamischen
Fluktuationen.

In der Praxis lésst sich die statistische Mechanik oft schon fiir 100 oder sogar nur 10 Teilchen
erstaunlich gut anwenden. Solche System werden mesoskopische Systeme (zwischen mikrosko-
pisch und makroskopisch) genannt, wie etwa Makro- oder Biomolekiile, Vielelektronen-Atome
oder Schwerionen-Kernreaktionen.

In anderen Féllen ist dagegen eine sehr grofse Teilchenzahl tatséchlich notwendig, z.B. fiir
sogenannte kritische Phéanomene bei Phaseniibergédngen. Allgemeine theoretische Aussagen, wie
etwa Abschétzungen dazu, sind aber oft schwierig.



1.3. Zuginge zur Beschreibung kollektiver Phianomene

Oft ist ein System - welches dann genauer als ,,Supersystem‘ bezeichnet wird - ganz natiirlich
in ein Warmebad mit sehr vielen Freiheitsgraden und das eigentlich interessierende Teilchen-
system aufteilbar, welches im Extremfall auf einem einzigen kollektiven Freiheitsgrad bestehen
kann (z.B. Brownsches Teilchen, chemische Reaktionskoordinaten, etc.). Analoges erhélt man
fiir Teilchenreservois oder noch allgemeiner fiir Typen von Umgebungen. Durch diesen ,,Kunst-
grift“ wird der Anwendungsbereich der statistischen Mechanik nochmals wesentlich erweitert.

Eine weitere fundamentale Vorraussetzung ist, dass sich die betrachteten Systeme im thermo-
dynamischen Gleichgewicht befinden. Das Gegenteil hiervor sind sogenannte irreversible Pro-
zesse, wie eine Relaxion ins thermodynamische Gleichgewicht oder die Stérung des thermody-
namischen Gleichgewichts durch Umgebungseinfliisse, usw. Die genaue Definition erfolgt spéter.

Fiir Systeme im thermodynamischen Gleichgewicht erlaubt die statistische Mechanik extrem
allgemeine Aussagen, d.h. sie ist weitgehend unabhéngig von jeglichen mikroskopischen Details.
Ein zentrales neues Konzept dabei ist die sogenannte Entropie - ein Maf fiir die ,,Unordnung"
bzw. den Informationsgehalt eines Systems.

Eines der Konzepte lésst sich durch die Onsager-Theorie des linearen Antwortverhaltens iiber
mehrere , Tricks“ auch auf System nahe am thermodynamischen Gleichgewicht anwenden. We-
sentlich komplizierter und vielféltiger verhalten sich Systeme fern vom thermodynamischen
Gleichgewicht. In dieser Vorlesung werden wir fast ausschlieflich System im besagten ther-
modynamischen Gleichgewicht betrachten.

1.3. Zugange zur Beschreibung kollektiver Phianomene

Im Wesentlichen gibt es zwei mogliche Zugénge zur Beschreibung kollektiver Phénomene im
thermodynamischen Gleichgewicht:

1. Thermodynamik: Dies ist eine relativ formale (axiomatisch aufgebaute), rein makrosko-
pische Theorie, basierend auf nicht weiter begriindeten Postulaten, beispielsweise den be-
kannten Hauptsétzen der ThermodynamikE]

2. Statistische Mechanik: Die Herleitung der makroskopischen Phdnomene (und damit auch
der Thermodynamik) erfolgt hier aus der mikroskopischen Beschreibung von Atomen,
Molekiilen, Elektronen, usw. mittels der klassischen Mechanik und Quantenmechanik.
Obwohl man diese mikroskopischen physikalischen Gesetze vollstdndig - zumindest fiir
unsere Zwecke - kennt und beschreiben kann, sind die makroskopischen Konsequenzen zum
Teil hochgradig nicht-trivial: Das Zusammenspiel vieler ,einfacher” Bestandteile ergibt oft
ein sehr komplexes kollektives Verhalten.

Im Allgemeinen wird in der modernen Wissenschaft eine mikroskopische Erklarung (soge-
nannte first principles“) der Natur als ,fundamentaler* empfunden, als eine makroskopische
Beschreibung, die sogenannte Phénomenologie. Beispielsweise ist die bendtigte Anzahl fun-
damentaler Prinzipien im Mikroskopischen in der Regel viel kleiner, und in diesem Sinn die
Beschreibung einheitlicher.

Wiéhrend die Thermodynamik nur im thermodynamischen Limes giiltig ist, erlaubt es die
statistische Mechanik zusétzlich auch Aussage iiber die schon erwadhnten ,zufélligen” thermo-
dynamischen Fluktuationen in endlichen Systemen zu treffen. Daher werden wir im weiteren
Verlauf den letzten Zugang wéhlen.

'Fiir weitere Informationen siehe H. Callen, Thermodynamics.



2. Vorbereitung und Repitition

Die Basis der statistischen Mechanik bildet die Wahrscheinlichkeitstheorie, die klassische Me-
chanik und die Quantenmechanik, die wir nun relativ kurz wiederholen werden.

2.1. Wahrscheinlichkeitstheorie

Die Theorie der Wahrscheinlichkeiten, also die Statistik, ist der zentrale Pfeiler, auf dem die
statistische Mechanik ruht. Wir werden zuerst die Grundbegriffe wie Zufallsvariablen und Er-
wartungswerte definieren, um schlieflich den zentralen Grenzwertsatz zu betrachten.

2.1.1. Zufallsvariablen, Wahrscheinlichkeiten und Erwartungswerte

Betrachte eine Zufallsvariable X mit einem Wertebereich in R. Per Definition wird diese
vollstdndig durch eine Wahrscheinlichkeitsdichte p(z) charakterisiert, sodass p(z)dz die
Wahrscheinlichkeit ist, dass X einen Wert im ,Intervall* [z, z + dz] annimmt. Notwendige und
hinreichende Bedingungen, dass die Funktion p(x) eine Wahrscheinlichkeitsdichte definiert, sind:

1. Die Wahrscheinlichkeit ist stets positiv: p(z) > 0 fiir alle z,
2. Irgendein Zustand wird immer angenommen: fj;o p(x)dx = 1.

Beispiel: 1. Eine kontinuierliche Gaussverteilung mit der Zufallsvariable X € R ist durch
die Gauss-Kurve

pla) = \/217T7 exp <_(:u2—an)2)

gegeben, welche die beiden Parameter a und b hat.

2. Durch Miinzenwerfen mit X € {—1,+1} ist eine diskrete Zufallsverteilung definiert, die
mit Hilfe der Dirac’schen Delta-Funktion als Funktion

1 1
plx) = 5(5(:13 —1)+ 55(1‘ +1)
dargestellt werden kann.

Eine beliebige Funktion Y = F'(X) einer Zufallsvariable X mit Werten in R ist selbst wieder
eine Zufallsvariable. Man nennt

V)= (F ) = [ Flalpla)da

den Erwartungswert von F'(X), sofern das Integral existiert. Aus der Linearitit des Integrals
folgen sofort die beiden Eigenschaften

(AF(X)) = MF(X))  und  (Fi(X) + F2(X)) = (F(X)) + (F2(X))

10



2.1. Wahrscheinlichkeitstheorie

somit ist der Erwartungswert also ein lineares Funktional.
Fiir spezielle - in der Regel besonders wichtige - Funktionen Y = F'(X) hat der Erwartungs-
wert eigene Namen:

1. Fir F(X) = X" mit n € Nist (X") = [*°_2"p(z) dz das n-te Moment von p(z),
2. (X) = [7 zp(z)dz, also das erste Moment, ist der Mittelwert von p(z).

3. Die Zufallsvariable F(X) = X — (X) heisst Fluktuation oder Schwankung von X,
sie wird zuweilen auch mit X bezeichnet, klarerweise ist (F'(X)) = 0, wie sofort aus der
Linearitdt des Erwartungswertintegrals folgt. Der Erwartungswert der Schwankungsqua-
drate F?(X), also

0? = AX? = (X — (X))*) = (X) — (X)?
heisst Varianz, d.h. o := Vo2 = VAX? charakterisiert die ,typische* Abweichung vom
Mittelwert und heisst Streuung oder Standardabweichung.

Beispiel: 1. Bei der zuvor schon betrachteten Gaussverteilung mit der Funktion

pla) = s exp (—(“””Qb))

ist (X) = a und 0®> = AX? = b?. Den Spezialfall a = 0 und b = 1 nennt man auch
Normalverteilung, fiir den die Funktion die einfache Form py(x) = ﬁe_mg annimmt.

2. Bei der Punktverteilung p(x) = d(x — a) ist (X) = a und 0% = AX? = 0. Die Zufallsva-
riable X nimmt also immer (mir der Wahrscheinlichkeit Eins) den Wert a an. Derartige
deterministische Ergebnisse sind Spezialfille von zufélligen Ereignissen.

3. Die sogenannte Cauchy-Lorentz-Verteilung ist durch die Wahrscheinlichkeitsdichte
b 1
plz) = 7 (x —a)? + b2
gegeben, hier gilt (X) = a und 0? = AX? = oo.
Oftmals beschriankt man sich auf die Grossen (X) und AX zur Charakterisierung einer Zu-
fallsvariable. Dafiir gibt es einige gute - da praktische - aber nicht zwingende Griinde:

e Es ist eine allgemeine Konvention, sodass man leicht verschiedene Messungen vergleichen
kann.

e Die Interpretation von (X) (,Zentrum* der Verteilung, typischer Wert) und AX (,,Breite”
der Verteilung) sind in der Tat zwei sehr anschauliche bzw. suggestive Grofsen.

e Der Erwartungswert (X) minimiert die Funktion F(Y) = ((X — Y)?2), wie man leicht
nachrechnet.

Prinzipiell aber spricht nichts dagegen, beispielweise den Erwartungswert
(1X - (0=
mit @ > 0 und « # 2 statt AX = /(X — (X))?) als typische Breite zu betrachten. Ebenso
konnte man z.B. das Maximum von p(z), also den wahrscheinlichsten Wert von X, oder dasjenige
x mit [*_ p(a’)ds’ = 5, den sogenannten Median, statt (X) als typischen Wert betrachten.
In jedem Fall aber ist p(z) allgemein nicht vollstdndig durch Angabe der beiden Zahlen (X)

und AX charakterisiert. Nur mit der Zusatzinformation, z.B. dass p(z) gauss-verteilt ist, reichen
(X) und AX aus.

11



2. Vorbereitung und Repitition

2.1.2. Fouriertransformation, Momente und Kumulanten

Wir fiithren noch eine weitere wichtige Zufallsfunktion ein:

4. Fiir F(X) = e %X also eigentlich I} (X) + iF2(X), heisst

() = () = | e p(a) da

—00
die charakteristische Funktion oder (Momenten-)erzeugende Funktion von p(x).

Dies ist nichts anderes als die Fouriertransformierte von p(z), die zuweilen auch mit anderem
Exponentenvorzeichen als (e™¥#X) definiert ist. Aus der Definition von x(k), der Reihendarstel-
lung e* = ">, % sowie der Linearitét des Erwartungswerts folgt

[ee]
(=ik)"
NOEDS (X™)

|
0 n:

und damit kénnen wir das n-te Moment durch entsprechendes Ableiten als

(X" = i d’;iglk)

k=0

ausdriicken. Falls alle Momente existieren, so ,,generiert” die charakteristische Funktion also die
Momente. Analog werden sogenannte Kumulanten durch den Logarithmus der charakteristi-
schen Funktion In x(k) generiert:

mn

d
cV" =i T In x (k)

o
=" In(e )
o dk7

k=0

Fiir die ersten drei Kumulanten C©) bis C(? gilt speziell

CO = In(e )|, _ =0
_'Xe—ik:X>
c = (XL
(e7RX) {20
) _iX 26—ikX _ _iXe—ikX 2
c® - plEY) <e>ikX><2 ) = (X% - (X)2=AX2 =02
k=0

Allgemein findet man die Kumulanten durch (") = (X™)+Polynom ((X"1),...,(X)). Falls
alle Kumulanten einer charakteristischen Funktion existieren, so gilt

— k" d" . — (—1k)"

n=0 k=0 n=0

und somit folgt fiir die eigentliche x-Funktion

& —ik)" 2
x(k) = exp (Z ( n]f) C(”)> = exp <—ik<X> - %02 +.. > .

n=0

Durch eine inverse Fourier-Riicktransformation erhélt man wieder eine Verteilung

pla) = o [ et e

:% .

und wir sehen somit, dass die charakteristische Funktion x(k) und die Wahrscheinlichkeitsdichte
p(x) durch Angabe aller Momente (X") oder aller Kumulanten C'(™) eindeutig festgelegt sind.

12



2.1. Wahrscheinlichkeitstheorie

2.1.3. Mehrdimensionale Verteilungen

Da mit X auch Y = F(X) wieder eine Zufallsvariable ist, kann man nun nach deren Wahr-
scheinlichkeitsdichte pp(Y) fragen. Gemeint ist damit die Wahrscheinlichkeit pp(y)dy, dass
Y = F(X) in [y, y + dy] anzutreffen ist. Folglich gilt

pes) = [ 8(F() ~ w)ola)do = (5(F(X) - Y)) |
—00
was konsistent mit den Bedingungen auf Seite [L0)] ist:

1. Positive Wahrscheinlichkeit: pr(y) > 0,

1

2. Gesamtwahrscheinlichkeit: [* pp(y)dy = [ p(x) - [7 6(F(x) —y) dy dz = 1.

3. (F(X)) = [Z ypr(y) dy = [25 p(x) - [Z yd(F(2) —y) dyde = [7 F(x)p(x) dx.
Fir eine N-dimensionale Zufallsvariable X = (Xi,..., Xx) mit einem Wertebereich in

RV ist alles komplett analog. Hier ist durch p(X)dx; ---dxy beschrieben, mit welcher Wahr-
scheinlichkeit X in [x1, 2] + dx1] liegt, gleichzeitig X9 in [zo, zo + dxa] liegt, usw. bis zu X in
[N, 2N + dzy]. Dies ist die sogenannte gemeinsame oder Verbund-Wahrscheinlichkeit. Genau
wie die eindimensionalen Wahrscheinlichkeiten, muss auch hier stets p(Z) > 0 fiir alle ¥ und
auRerdem [y p(Z) VT =1 gelten.

Beispiel: Simultanes Werfen zweier Miinzen fiihrt zu einer Verteilung der Form

p(x1,x) = (;5(331 -1+ %5(371 + 1)) : (;(5(.%2 -1+ %5(3:2 + 1)> :

Genau wie im Eindimensionalen gilt auch im Mehrdimensionalen fiir eine Zufallsvariable
Y = F(X) mit Werten in R fiir den typischen Wert (Y) = (F(X)) = [ F(Z)p(&) dz. Und
ebenso gibt pp(y)dy die Wahrscheinlichkeit an, dass sich Y=F ()2 ) im Rechteck [, + dg]
befindet, also gilt fiir die neue Verteilung

pr(@) = | OF(E) — D)o@ a5 = (8(F () 1)

Auch hier trigt der Erwartungswert fiir spezielle Funktionen bzw. Zufallsvariablen Y=F ()2 )
Eigennamen:

1. Fiir Fjj(X) = X;X; mit i,5 € {1,..., N} heisst (X;X;) die Korrelation der Zufallsva-
riablen X; und X, genauer fiir ¢ = j Autokorrelation und ¢ # j Kreuzkorrelation.
2. Fir F(X) = (X; — (X;)) (Xj — (X;)) mit 4,5 € {1,..., N} heift
Kij = (X — (X)) (X; = (X)) = (XiX;) — (Xi)(X;)

die Kovarianz der Zufallsvariablen X; und Xj. Ist K;; = 0, also (X;X;) = (X;)(Xj),
dann heifen X; und X; unkorreliert.

Wir definieren, dass zwei Zufallsvariablen X; und Xs unabhéngig heifen, falls die Wahr-
scheinlichkeitsdichte von der Form

p(z1,22) = p1(x1)p2(z2)
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2. Vorbereitung und Repitition

ist, wie etwa im obigen Miinzwurfbeispiel.
Betrachten wir nun die Zufallsvariable Y = F(X) = X; + X5 mit der zugehorigen Wahr-
scheinlichkeitsdichte pi42(y) = pr(y). Es folgt, dass

pri2(y) = / / §(w1 + w2 — y)p1(w1) p2(x2) dzy dos

gilt und nach voriger Definition unabhéngig ist. Nach Integration iiber x5 und Umbenennung
x1 — x erhalten wir dann die Gleichung

prealy) = / " (@) paly — z) da

die der Faltung von p; und ps entspricht. Die zugehérige charakteristische Funktion, also Fou-
riertransformierte, ist
o0

X1+2(/€)=/ e p1 1o (y) dy:/ e ) (x) dw'/ e =) po(y — 2) dy

—0o0 —00 —00

= x1(k) - x2(k) .

Durch die Kumulantendarstellung der Funktion In x(k) folgt damit

oo

— (k)" — (—1k)" / n
Inxi (k) = 3 4 n,) ) = (k) + (k) = S ¢ n,> (e + )
n=0 ’ n=0 ’

und fiir beliebige k gilt durch Koeffizientenvergleich somit Cﬁ)g = Cfn) + Cén) fiir alle n. Fir

unabhéngige Zufallsvariablen sind Kumulanten also additiv, eine sehr niitzliche Eigenschaft.
Speziell fir n = 1 und n = 2 folgt damit

(V)= (X1) +(X2) und  AY? = AX] + AXF .

Nun seien X7 und X5 zwei beliebige Zufallsvariablen, die nicht notwendigerweise unabhéngig
sind. Dann gilt

AY? = (X1 + Xz — (X1 +X))*) = (20 = (X2))* + (X = (X2))%) )
= (06— 00 2 (% — (0 (6 () + (06— ()
= AX? 4+ 2K15 + AXZ .

Falls X; und X5 unabhéngig sind, so ldsst sich p - wie oben gezeigt - als Produkt schreiben,
und folglich sind X; und Xy auch unkorreliert. Sind umgekehrt X; und X5 unkorreliert, dann
ist K12 = 0, die Gleichung vereinfacht sich zu AY? = AX? + AX2 und fiir n = 2 ist

iy = o+ cff

erfiillt. Fiir n = 0 oder n = 1 ist dies alles trivialerweise sowieso erfiillt, im Allgemeinen aber
nicht mehr fiir n > 3, d.h. im Allgemeinen sind X; und X5 dann nicht unabhéngig. Es gilt also:

X1 und X5 unabhéngig = X7 und X5 unkorreliert .

Das die Kovarianz Kjo # 0 ist stellt einen iiblichen Indikator dafiir dar, dass X; und Xo
Lirgendwie” korreliert bzw. nicht unabhéngig sind, aber weder eine einzige noch eine vollstéandige
Charakterisierung ihrer gegenseitigen Abhéngigkeit voneinander - analog fiir (X)) und AX oben.
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2.1. Wahrscheinlichkeitstheorie

Dies alles lasst sich zudem wieder ganz analog auf N unabhéngige Zufallsvariablen X1, ..., Xy
mit der Produkt-Wahrscheinlichkeitsverteilung

N
p(@) =[] pilxs)
i=1
ibertragen. Fir ¥ = Zf\i 1 X; sind die Kumulanten additiv und

(Y) = Z<Xl> sowie AY =

gelten analog zur Fehlerfortpflanzung.

2.1.4. ldentische Verteilungen und zentraler Grenzwertsatz

Sind insbesondere alle Zufallsvariablen X; identisch verteilt, so ist der Index ¢ unnétig, und es
gilt direkt

(Yy=N(X) bzw. AY =VNAX,

fiir die relativen Schwankungen folgt also

AY AX 1 (1> N=go
) (X) VN VN '
Beispiel: Betrache N nicht miteinander wechselwirkende identische Teilchen mit den Energien

X;, modelliert als unabhéngige, identisch verteilte Zufallsvariablen, und die Gesamtenergie F =
>; Xi, dann gilt

AE _AX 1 <1>Nio>oo
(B) (X) VN ~\VN ’

wir erhalten also wieder den thermodynamischen Limes, d.h. in makroskopischen Systemen
(N > 1) sind die zufélligen thermodynamischen Fluktuationen der Gesamtenergie E um (E)
relativ gesehen winzig klein.

Man beachte aber, dass zwar sowohl (Y') als auch die ,absolute Breite“ AY mit N wachsen,

AY aber viel langsamer - nur die relative Breite % wird klein. Deswegen zeigt fiir N — oo

wegen (Y) = N(X) — oo und AY = /N - AX — oo auch die Verteilung p(y) kein sinnvolles
Grenzverhalten.
Die naheliegende Idee lautet: Statt Y =) . X; konnte man eine ,renormierte und ,zentrierte*

Zufallsvariable

Y —({Y)

J=——27"
AY

betrachten, denn damit folgt dann (Z) = 0 und AZ = 1 fiir beliebiges N. Die Frage ist nun,
ob dann auch die zugehorige Wahrscheinlichkeitsdichte p(z) bzw. alle hoheren Momente fiir
N — oo konvergieren und vor allem wogegen.
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2. Vorbereitung und Repitition

Satz 1 (Zentraler Grenzwertsatz): Seien X1,..., Xy unabhdngige, identisch verteilte Zu-
fallsvariablen mit endlichen identischen Mittelwerten (X) und Varianzen o?. Dann strebt die
Verteilung der Zufallsvaribalen
2N X - N(X)

VNo

fiir grofie N gegen eine Gauss-Normalverteilung der Form

Z

I 1 22

Dieser Satz gilt oft auch noch unter gewissen, wesentlich schwécheren Bedingungen, als der
Unabhéngigkeit und identischen Verteilung der Zufallsvariablen, aber die Endlichkeit der ersten
zwei Momente ist unabdingbar. Dieser Satz liefert zudem eine mathematische Erklarung fiir
die allgegenwartige Gaussverteilung in der Natur, die vollstdndig durch Mittelwert und Varianz
charakterisiert ist.

Im obigen Beispiel waren die N Teilchen nicht-wechselwirkend. Die Energie F ist fiir grofe
N somit Gauss-verteilt, obwohl die einzelnen X; ganz anders verteilt sein kénnen.

Der wichtigste Fall aber, in dem der zentrale Grenzwertsatz nicht gilt, sind die Phaseniiber-
gange an kritischen Punkten.

2.1.5. Stochastische Prozesse

Wenn die Zufallsvariablen zusétzlich noch von der Zeit ¢, Parametern oder Indexmengen ab-
héngen, spricht man von einem stochastischen Prozess (Zufallsprozess).

Wir bezeichnen dies dann mit X; oder z(t), dies sind im allgemeinen Vektoren, d.h. z(t) ist fiir
jedes feste t eine Zufallsvariable, die durch eine Wahrscheinlichkeitsdichte p(x,¢) und zusétzlich
durch die ,,Ubergangswahrscheinlichkeiten” fiir verschiedene ¢ bzw. die ,,Evolutionsgleichung® fiir
p(z,t) charakterisiert ist.

Im Allgemeinen sind derartige Vorgénge sehr kompliziert, da sie nicht-lokal in der Zeit, usw.
sind - wir werden folglich nur einige einfache Spezialfélle betrachten.

Oftmals strebt p(x, t) fiir t — oo gegen ein stationéres, also zeitunabhéngiges, Langzeitverhal-
ten, d.h. man hat es wieder mit den im Vorfeld behandelten, ,,gew6hnlichen®, zeitunabhéngigen
Wahrscheinlichkeitsdichten zu tun.

2.2. Klassische Mechanik

Die statistische Mechanik liefert - wie eingangs schon erwiahnt - eine mikroskopische Begriindung
makroskopischer Phénomene, entweder mittels der klassischen Mechanik oder der Quantenme-
chanik. Wir wenden uns daher hier einer kurzen Repitition der klassischen, nicht-relativistischen
Hamiltonschen Mechnik zu.

2.2.1. Zustande, Phasenraum und Dynamik

Der Zustand eines Systems mit f Freiheitsgraden entspricht in der Hamiltonschen Me-
chanik einem Punkt bzw. Vektor ¢ = (q1,...,q¢,p1,...,p¢) = (¢, p) im 2 f-dimensionalen Pha-
senraum bzw. Zustandsraum I'.
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2.2. Klassische Mechanik

Beispiel: Betrachte N Teilchen ohne innere Freiheitsgrade in kartesischen Koordinaten, so
haben wir f = 3N und folglich T = RSV, Geben wir die Ortskoordinaten des n-ten Teilchens
durch Z, = (¢3n—2,q3n—1,93n) und die Impulse durch p, = (p3n—2,P3n—1,P3n) an, so ist der
Zustand folglich durch ¢ = (Z1,...,ZN,D1,--.,PN) Spezifiziert.

Observablen entsprechen - dhnlich der Quantenmechanik - einer Phasenraumfunktion
A : T' — R. In Anlehnung an das obige Beispiel haben wir allgemein zwei ,/,Typen* von
Observablen:

2

1. Mikroskopische Observablen, wie @, (Ort), p, (Impuls), e, = 2177"” (Kinetische Energie),
ln, = Zp X Py, (Drehimpuls), Upp(Zn — %) (Paarwechselwirkungen), W, (#,,t) (Umge-
bungseinfliisse), etc.

2. Makroskopische Observablen, wie P = > Pn (Gesamtimpuls), L= an_;L (Gesamtdre-
himpuls), T' = Eyin = Y, €n (Kinetische Gesamtenergie), Eyy, = %an Upin (Z, — @)
(Wechselwirkungsenergie), V = Epot = Eww + 2, Wn(Zn,t) (Potentielle Energie), E =
T 4V = Exin + Epot (Gesamtenergie), etc.

Im Allgemeinen sind Observablen explizit zeitabhéngig, fiir die Phasenraumfunktionen gilt also
A= A(¢,t), wie etwa fiir V und E in der obigen Auflistung.

Die Dynamik des Systems entspricht dem Phasenflu§ v, : I' — T' mit ¢g — Y¢.4,(0),
wobei die Zusammensetzungsregel v; ¢, 0 Vi, 1o = Vi, ilt. Daraus folgt dann auch sofort v;; = 1
und it = Yy &). Einzelne Trajektorien sind durch ¢(t) = ¢4, (¢0) gegeben, wobei (¢o, ty) den
Anfangsbedingungen entspricht. Infinitesimal gilt ¢(t + dt) = G(t) + ¢ dt.

Die Phasengeschwindigkeit ¢ = (q1,...,py) ist durch die Hamilton-Gleichungen bzw.
kanonischen Gleichungen

OH 4 OH 5 OH OH
= un P = — — =\ 35 5>
Op; P 0q; oq° 0Op

di (2.1)

fir i = 1,..., f gegeben. Wir nennen H = H(¢,t) die Hamiltonfunktion, es gilt also d) =

¢(¢,1).

Die explizite Form von H und zugehorige Phasenrdume I' fiir konkrete System wurden explizit
in der Mechanikvorlesung behandelt. Ab jetzt beschranken wir uns nur noch auf den einfachsten
und wichtigsten Fall

H=E=T+V,

spater werden wir auch noch einige magnetische Systeme betrachten.

Obwohl H und damit die Hamilton-Gleichungen bekannt sind, ist deren Losung zu den ei-
gentlich gesuchten Bewegungsgleichungen im Allgemeinen sehr schwierig. Wir haben also
die Wahl zwischen einer eher selten moglichen analytisch exakten Losung oder einer einer ap-
proximativen numerischen Losung. Der Phasenflufs v; ¢, ist dabei nur ein rein formales Objekt,
im Gegensatz zu einer expliziten Losung.

Mit zunehmender Anzahl der Freiheitsgrade f wird es im allgemeinen immer schwieriger
exakte Losungen oder numerische Approximationen zu finden - zusétzliche Konzepte der statis-
tischen Mechanik sind also né6tig, insbesondere da wir eingangs als Ziel erkléart haben, moglichst
allgemeine Aussagen weitgehend unabhéngig von den mikroskopischen Details (also von H) fiir
grofe f im thermodynamischen Gleichgewicht tatigen zu koénnen.

Zunédchst miissen wir einige Bedingungen formulieren. Grundlegende Vorraussetzungen an
den Hamilton-Operator H fiir die statistische Mechanik im thermodynamischen Gleichgewicht
sind:
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2. Vorbereitung und Repitition

2.2.2.

1. Die Hamilton-Funktion H = H(¢) darf nicht explizit zeitabhéngig sein, da sonst kein

thermodynamisches Gleichgewicht moglich ist (darauf gehen wir spater genauer ein). Fiir
den Rest dieses Abschnitts sei dies aber noch nicht vorausgesetzt.

. Es existiert ein Grundzustand, d.h. es gilt Ey = minger H(¢) > —oo. Diese Bedin-

gung kann noch ein wenig (aber nur unwesentlich) abgeschwécht werden, ansonsten aber
ist sie fiir die gesamte Theorie unabdingbar, wenn auch nicht fiir alle Teilaspekte. In je-
dem ,yerniinftigen Modell aber ist diese Bedingung mittels unwesentlicher Modifikationen
erfiillbar.

Identische und ununterscheidbare Teilchen

Wir wollen nun die allgemeinen Konzepte in Anlehnung an obige Beispiele mit N Teilchen
in kartesischen Koordinaten illustrieren, in denen sich der Unterschied zwischen identischen
Teilchen und ununterscheidbaren Teilchen herausstellen soll.

18

1. Identische Teilchen, hier sind alle intrinsischen Eigenschaften wie Masse, Ladung, Form,

etc. und somit auch die Paarwechselwirkungen und Umgebungseinfliisse gleich, d.h. es
gilt my, = m, Up (%, — ) = U(Z, — Tn), Wi(Zp,t) = W(Z,,t). Somit folgt die die
Hamiltonfunktion

N N
H(g,t) = —+f Z Uz )+ > W (@, t) .

n=1 n,m=1 n=1

Die Teilchen sind insofern ununterscheidbar, dass bei Vertauschung die Gleichheit
H(flv"'7fma"-afnw"afN?ﬁla"'vﬁm?'"aﬁn7"'7ﬁNat)
¢
=H(Z1, . Znye ey Ty e oo sy EN3 Dly e v ey Dy e ooy Py -+ - s DN, )
¢(n<>m)

fir alle n,m € {1,..., N} und ¢ € I" sowie ¢ gilt.

Obwohl Teilchen in diesem Sinne ,auswechselbar® sind, kann man sie natiirlich anhand
ihrer Trajektorien #,(t) im Rahmen der klassischen Mechanik verfolgen (,markieren‘)
und so auseinander halten (,unterscheiden). Im Rahmen der Quantenmechanik ist dies
prinzipiell aber nicht mehr mdglich. Daher machen wir dieses Konzept zur einer Forderung
bzw. Modifikation des Zustandsbegriffs: Auch im Rahmen der klassischen statistischen
Mechanik sollen fiir ununterscheidbare Teilchen ¢ und ¢(n <> m) tatséchlich adquivalent
sein, d.h. ein und denselben Mikrozustand reprasentieren.

Vollig analog behandeln wir Systeme mit mehreren Sorten identischer ununterscheidbarer
Teilchen.

. Teilchenketten mit ,,Nachster-Nachbar-Wechselwirkung®, wie etwa eine Kette von Kugeln,

die jeweils durch Federn mit den beiden Nachbarn links und rechts verbunden sind. Die
Hamiltonfunktion ist hier

N 9 -1
2 : Pn § = oy T T

H ¢): %—i_ U($n—xn+1)+Wl(l’1)+WN(wN) :
n=1 n=1



2.2. Klassische Mechanik

Die Teilchen sind nun zwar ebenfalls identisch, aber unterscheidbar - anschaulich be-
schrieben sind sie anhand ihrer ,,Ruhepositionen* unterscheidbar. Rein formal ist hier die
Vertauschbarkeit H(¢) = H(¢(n <— m)) nicht erfiillt.

Wir erhalten also zwischen den Begriffen ,ununterscheidbar und ,jidentisch® (die gerne auch
mal miteinander vertauscht werden) die Implikation

ununterscheidbar = identisch .

Identische Teilchen, die z.B. durch eine undurchdringliche Wand separiert sind, lassen sich
anhand ihrer von ¢g aus prinzipiell erreichbaren Bereiche im Zustandraum I' unterscheiden,
dies ist die sogenannte Ergodizitdtskomponente von ¢q - prinzipiell eine Analogie zur oben
erwahnten ,,Ruheposition” bei der Kugelkette. Man darf die Wand dabei aber nicht durch Po-
tentialwénde endlicher Hohe modellieren, sonst wéren die Teilchen ununterscheidbar. Vielmehr
muss H(¢) = oo im gesamten prinzipiell erreichbaren Phasenraumbereich gelten, z.B. durch
ein Potential mir V(¢) = co wenn H =T + V ist.

Fiir die Dynamik ist dies belanglos, aber fiir die korrekte Identifizierung ununterscheidba-
rer Teilchen entscheidend. Fiir nicht-identische Teilchen erscheint es an dieser Stelle ebenfalls
belanglos, spéater werden wir aber sehen, dass dies nicht der Fall ist.

Beispiel: Die in der klassischen Mechanik dufserst niitzlichen Zwangsbedingungen (z.B. Wiénde,
Schienen) sind in der statistischen Mechanik ein sehr subtiles und problematisches Konzept.
2.2.3. Bewegungskonstanten und Symmetrien

Fiir die zeitliche Ableitung von klassischen Observablen, also den Phasenraumfunktionen der
Form A = A(¢,t), gilt unter Verwendung der Hamilton-Gleichungen ([2.1))

d . d aA 9A . 9A 9A
Z A= 714 G+ — i
dt”  dt Z ; <8qz-q i 8pip> "o

B Z 0AOH OAQHY  9A
dq; Op;  p; Dg; ot~

Durch die sogenannten Poisson-Klammern (den ,Kommutatoren der klassischen Mechanik®)
0A0B 0B O0A

(5= (2222 2004
9qi Op; 8% Op;

folgt somit einfach kurz die Gleichung

d 8A
dt ={A,H} + :

Diese beschreibt die zeitliche Anderung der Observable A entlang einer beliebigen, aber festen
Trajektorie ¢(t), d.h. des Messwertes wihrend eines realen Messvorgangs. Zuweilen werden die
Poisson-Klammern auch mit umgekehrtem Vorzeichen definiert.

Somit folgt: Eine nicht explizit zeitabhdngige Phasenraumfunktion A(¢) ist eine Erhaltungs-
grofe bzw. Bewegungskonstante genau dann, wenn {4, H} = 0 gilt.

Beispiel: Falls die Hamilton-Funktion H zeitunabhéangig ist, dann folgt wegen {H, H} = 0 die
Erhaltung der Gesamtenergic E = H.
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2. Vorbereitung und Repitition

2.2.4. Das Noether-Theorem

Jede kontinuierliche Symmetrie eines Systems impliziert eine Erhaltungsgrofe und auch
umgekehrt. Eine kontinuierliche Symmetrie entspricht einer Forminvarianz von H(¢,t) unter
einer Transformation ¢ — 1/(1)), die sich aus infinitesimalen Teiltransformationen zusam-
mensetzen lasst.

Beispiel: 1. Die Invarianz unter einer Zeittranslation ist genau dann gegeben, wenn die
Energie E = H eine Erhaltungsgréfse ist.

2. Invarianz unter rdumlicher Translation (diese kann etwa durch Wénde verletzt sein) ist
genau dann gegeben, wenn der Impuls P komponentenweise eine Erhaltungsgrofe ist.

3. Eine Invarianz unter Rotationen (durch Wénde verletzbar, ausser kugel- oder zylinderfor-
mige) liefert den Drehimpuls J als Erhaltungsgrofe.

Bemerkung: 1. Falls {A;j}i=1,.. x Bewegungskonstanten sind, dann ist auch eine geliebi-
ge Funktion f(Aj,..., Ax) wieder eine Bewegungskonstante. Diese sind aber nicht un-
abhéngig von {A;}i—1 . Kk, enthalten also nichts wirklich Neues, ebenso die zugehdrige
Symmetrie.

2. Nichtkontinuierliche Symmetrien, beispielsweise die Invarianz unter einer Zeit- oder Raum-
inversion und oder Vertauschung ununterscheidbarer Teilchen, implizieren keine Erhal-
tungsgrofsen.

3. Fiir typische Vielteilchensystem der statistischen Mechanik (mit Wénden) gilt suggestiv:
Die Zeittranslation ist die einzig kontinuierliche Symmetrie, d.h. neben der Energie gibt es
hier keine unabhéngige Bewegungskonstante (dazu ist aber kein strenger Beweis bekannt).

2.2.5. Die Liouville-Gleichung

Eine einzelne Trajektorie ¢(t) = ¢4, (o) ist dquivalent zu

p(d.t) = 6(d — Yo (d0)) = 0(d — &(1)) ,
enthélt also die gleichen Informationen. Man beachte die folgenden Bemerkungen:

1. Der deterministische Prozess ¢(t) ist ein Speziallfall eines statistischen Prozesses (ver-
gleiche das Ende des vorigen Abschnitts), charakterisiert durch eine Punktverteilung mit-
tels §-Funktionen fiir jeden festen Zeitpunkt ¢.

2. Die Variable bzw. das Funktionalargument ¢ = (q1,...,qs,p1,...,py) und die Funktion
bzw. Trajektorie ¢(t) = ¢4, (o) haben nichts miteinander zu tun, das gleiche Symbol ist
rein zufillig.

Fiir die zeitliche partielle Ableitung der Wahrscheinlichkeitsverteilung folgt nun

0 L /o . L/ o .
79100 = 32 (550 —00) ) (<00) + 2= (5,506~ 000 ) (-0)

=1

Mit den Hamilton-Gleichungen kénnen wir dies in

i=1 — \9pi

Fi (¢(t)7t)
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2.2. Klassische Mechanik

umschreiben, wobei wir die Ableitung von H (¢(t), t) nach p; als F;(¢(t),t) definieren. Nun ist
5(¢ — @(t)) # 0 nur falls ¢ = ¢(t) gilt, ebenso gilt dies fiir die partielle Ableitung nach ¢;, d.h.
man darf F;(4(t),t) durch F;(¢,t) ersetzen. Somit folgt

Koo OH (0.t OH (¢,1)
)_;3%5(¢_¢(t)>< >+Z ) 25 dqi

beziehungsweise in Kurzform ausgedriickt die Liouville-Formel

0 o
—p=—{p,H =1p.
5P = ~lpH}=Lp

Dies ist eine lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung, und der lineare Operator
L:p— —{p, H} heift Liouville-Operator.

Fiir eine Einzeltrajektorie (einen sogenannten reinen Zustand) ist die Liouville-Gleichung
dquivalent zur Hamilton-Gleichung, d.h. zum einer (im Allgemeinen) nichtlinearen gewthnli-
chen Differentialgleichung, dies nennt man die ,Methode des Charakteristikums®. Falls H nicht
explizit zeitabhéngig ist, so erhélt man die formale Losung durch

p(6,1) = "L o () = oL (g, 1)
2
=P0(¢)+(t—t0){H(¢),Po(¢)}+;O){H(@,{H(¢)apo(¢)}}+~- ;

aquivalent zu ~y;4,. Falls H explizit zeitabhangig ist, so kommt ein zusétzlicher Zeitumord-
nungsoperator dhnlich wie in der Quantenmechanik hinzu, die explizite Losung ist aber dann
genauso schwierig, wie fiir die Hamilton-Gleichungen selbst.

Die Linearitat der Liouville-Gleichung erlaubt aber (im Gegensatz zur Hamilton-Gleichung)
die Verallgemeinerung fiir beliebige lineare Superpositionen reiner Zusténde, sogenannte ge-
mischte Zustande.

Die Anfangsverteilung p(t,%0) = po(¢), also die Wahrscheinlichkeitsdichte, ist im Allgemeinen
nicht mehr punktverteilt und auch nicht mehr deterministisch, sondern eine ,echte Zufallsver-
teilung. Ein ,echter stochastischer Prozess (siche Ende des letzten Abschnitts) mit

pl.1) = / £0(60)5 (6 — Y140 (60)) dd

fiihrt also auf die Liouville-Gleichung, die linear ist und fiir beliebige ¢ gilt.

Die Funktion p(¢,t) heisst statistische Dichte, Phasenraumdichte, statistische Ge-
samtheit, statistisches Ensemble oder Schar. Sie beschreibt identische (da stets das gleiche
H betrachtet wird) unabhéngige (also wegen der linearen Superpositionierbarkeit nicht wechsel-
wirkende) Systeme, mit im Allgemeinen nicht exakt bekannten bzw. reproduzierbaren Anfangs-
bedingungen ¢g. Ein reiner Zustand ist hier ein Spezialfall mit po(¢) = 6(¢p — ¢o). Zusétzlich
miissen ununterscheidbare (Mikro-)Zustédnde die gleiche Wahrscheinlichkeit haben.

Der Erwartungswert einer Observablen A(¢,t), wobei ¢(t) einen stochastischen Prozess (wie
zu Ende des letzten Abschnitts) beschreibt, ist

(A1) = / A6, 8)p(1) d

Beispiel: 1. Die Schwankung AA(t) der Observable A(¢,t) folgt mittels der Hilfsobserva-
blen A(6.t) = (A(6,1) — (A(1)))".
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2. Vorbereitung und Repitition

2. Die vollstindige Wahrscheinlichskeitsdichte pa(a,t) von A(¢,t) folgt mittels der Hilfsob-
servablen A,(¢,t) = (5(A(<Z>, t) — a), diese ist ein Projektor.

3. Die zeitliche Korrelation zwischen A(¢,t) und B(¢,t) erhalt man durch die Hilfsobservable

Kapai(¢,t) = A(g, 1) B(verar(e), t + At)

Die beide Observablen A und B sind genau dann unkorreliert, wenn (Kx g at(¢,t)) =
(A(t))(B(t+ At)) gilt.

Ist nun p eine Phasenraumfunktion, so gilt fiir die zeitliche Ableitung

d d B ap
prie %p((b(t)vt) ={pH}+ 5

wobei p(qﬁ(t),t) die mitbewegte Phasenraumdichte ist. Fiir beliebige, aber feste, Trajektorien
p(p,t) bzw. po(¢) gilt nach dem Satz von Liouville

dp((t), t)

=0.
dt

Die Dichte p ist in der Umgebung eines jeden mitbewegten Phasenraumpunktes zeitlich kon-
stant, ein statistische Ensemble stromt durch den Phasenraum wie eine inkompressible Fliissig-
keit.

2.3. Quantenmechanik

In diesem Kapitel sollen einige Grundlagen der Quantenmechanik wiederholt werden, wobei
spezielle Analogien zur klassischen Mechanik aufgezeigt werden.
2.3.1. Reine Zustadnde

Unter einem reinen Zustand versteht man einen normierten Vektor |¢)) im N-Teilchen Hil-
bertraum H, der die maximal mégliche Information {iber das System enthélt. In der klassischen
Mechanik steckt die gesamte Information in einem Punkt bzw. Vektor ¢ des Phasenraums I'; in
der Quantenmechanik ist dies durch die Unschérferelation prinzipiell nicht moglich.

Eine Menge von Vektoren {|¢)} C H heisst vollstindiges Orthonormalsystem oder auch
Orthonormalbasis, falls gilt:

1. (u|v) = 0, die Vektoren sind orthonormiert,

2.5, Py = 1d: das System der Vektoren ist vollstdndig.

Dabei sind die Projektoren ]5‘,/> durch |v)(v| und ]5‘% = AM definiert. Die darstellungsfreien
Vektoren [1) lassen sich nun in einer beliebigen Orthonormalbasis in Komponenten geméss

W) =D Buyle) =D ) wle) = wh|v)

darstellen, wobei v, = (v[1)) der Projektionswert von [¢) auf die entsprechende Komponente
ist.
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2.3. Quantenmechanik

Observablen entsprechen in der Quantenmechanik linearen Operatoren A:H — K,
welche selbstadjungiert, also insbesondere hermitesch sind, d.h. es gilt At = A. Dann gilt
fiir alle ¢, € H

(] A) ) = (I (AT]ep)) =: (| Alw) .

Beispiele solcher Operatoren sind etwa die Projektionsoperatoren mit PIV) = ]5|V>.

Im Allgemeinen gilt nun A= A(t), d.h. Observablen sind explizit zeitabhéngig, z.B. wenn
sich die Messgerédte mit der Zeit selbst verdndern. Die quantenmechanischen Observablen sind
mit den klassischen Phasenraumfunktionen A : ' — R vergleichbar. Auch darstellungsfreie
Observablen A lassen sich in beliebigen Orthonormalbasen {|v)} durch

A=>"A4,
v

mit den Matrixelementen A,, = (v|A|p) darstellen.

Eigenwertprobleme der Form Aly,) = ay|i,) haben in der Quantenmechanik eine be-
sondere Bedeutung. Jeder hermitesche Operator A zerlegt den Hilbertraum H in orthogona-
le Eigenrdume mit reellen Eigenwerten a,. Die zugehorigen Eigenvektoren |v¢,) bilden (nach
Normierung und Orthonormalisierung innerhalb mehrdimensionaler Eigenrdume zu entarteten
Eigenzustidnden) eine Orthonormalbasis.

Ein selbstadjungierter Operator A lisst sich stets in einer Spektral- oder Eigendarstellung
beziiglich einer Orthonormalbasis {|¢,)} von Eigenvektoren von A zu Eigenwerten a,, angeben:

A=3"ARn) (Wal = 3 anby

Sei nun {|v)} eine beliebige Orthonormalbasis, so erklirt man die Spur Sp(A) eines Operators
A durch

SP(A) = Z V‘A| Zan V\% wn Zanz V’wn wn Zan .

v v,

Die Spur ist dabei unabhéngig von der gewdhlten Orthonormalbasis und linear, d.h. es gilt
Sp(A + B) = Sp(A) + Sp(B) und Sp(cA) = ¢ Sp(A) .

Fiir die Spur eines Projektors gilt beispielsweise

Sp(Py) = D (wl)(lv) =

v

Beliebige Funktionen f (121) einer quantenmechanischen Observable A sind iiber Potenzreihen

f(z) =Y, fra® definiert, also
) =" frd¥,
k
in der Eigendarstellung gilt dann

= kaAkZWnMwﬂ :ZWHkaaﬁ(Tﬁn an (an)[tn)
k n n k
flan)
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2. Vorbereitung und Repitition

sodass fiir die Spur von Observablen-Funktionen f (fl) einfach folgt:
Sp (f(4) = _ flan) .

Man betrachten nun den Messprozess genauer. Bei einer Einzelmessung der Observablen
A an einem System im Zustand |¢) wird einer der Eigenwerte a,, gefunden, und zwar mit der

Wahrscheinlichkeit

|(Wal) P = (1P 1) -

Bei Entartung ist einfach tiber die zugehorigen n zu summieren. Man priift weiter leicht nach,
dass es sich bei dieser Definition tatséchlich um eine Wahrscheinlichkeitsverteilung handelt:

S ) = S Wl (W) = 1.

Selbst fiir einen reinen Zustand [¢) ist im Allgemeinen nur eine propabilistische Vorraussage
moglich - ganz im Gegensatz zur klassischen Mechanik. Es lésst sich jedoch der Erwartungswert
einer Observablen bei hdufiger Wiederholung eines idealisierten, exakt identischen Experiments
durch

erkldren. Andererseits gilt aber auch

Sp (B A) = D (Wal9 )l Alpn) = (A)y

n

fiir die Spur des auf v projizierten Operators A, also folgt
(A)y = (| Afp) = Sp (B A) -

2.3.2. Die Dynamik im Schrodinger-Bild

Die zeitliche Entwicklung von Zusténden ist gegeben durch eine lineare unitére Abbildung

Uiy : H — K [U(to)) = (1)) = Ut,toW(to» ;

was klassisch mit dem Phasenfluss v vergleichbar ist. Infinitesimal gilt die Schrédingerglei-
chung

0 .
iho [¥(0) = Hly(®))
wobei H = H' der quantenmechanische Hamiltonoperator ist, der im Allgemeinen zeitabhéingig

ist. Weiter gilt fiir die Konstante

h

h=—
2T

mit k= 6.626-1073* Js |

24



2.3. Quantenmechanik

dies ist das Plancksche Wirkungsquantum. Klassische Analogien hierzu finden sich in den Hamil-
ton-Gleichungen bzw. der Hamiltonfunktion. Im einfachsten Fall eines Systems von N Teilchen
ohne Spins und Magnetfeld hat der Hamiltonoperator die Form

2

N

H(t) = ZZmZ+ ZUmn =X +ZW (X t) |

i=1 n=1

wobei jedoch hier X, und P, Einteilchen-Operatoren sind. Diese gehen in der Ortsdarstellung
(mit der Einteilchen-Orthonormalbasis {|z,)} tiber in

e 1, — ,normale‘ rdumliche Vektoren,

e p, — ih0, Matrixelemente,

) Wj(t)) — w(fl, ... ,fN,t) = <fl, ... ,fN’”l/}(t»

Analog zur klassischen Mechanik ist die exakte Losung der Schrédingergleichung fiir ein allge-
meines H mit groffem N nicht oder kaum mehr mdéglich. Vollig analog ist auch der Zeitentwick-
lungsoperator U ein rein formales Objekt, es sind also zusétzliche Konzepte der statistischen
Mechanik nétig. Die Vorraussetzungen an H fiir die statistische Mechanik im thermodynami-
schen Gleichgewicht sind dabei wieder:

1. H darf nicht explizit zeitabhéngig sein, es liegt also auf der Hand, dass spéter die Ener-
giedarstellung (die Orthonormalbasis der Energieeigenvektoren von H ) von zentraler Be-
deutung sein wird, was insbesondere auch daran liegt, dass man es hidufig mit Funktionen
von H zu tun hat. Die FEigenvektoren schreibt man hier

was zu f(H) =, f(En)n)(n| fiihrt.

2. Es existiert (wie im Klassischen) eine Grundzustandsenergie Ey > —oo.

Fiir eine beliebige Observable A = A(t) erhilt man nun fiir die zeitliche Veréinderung des
Erwartungswerts

d -
24w =

_aw) NIG) 0A(t)
= S AW ®) + wOIAH T + w0 =5 )

unter Verwendung der Schrodlgerglelchung und der Definition des quantenmechanischen Kom-
mutators [A, B] = AB — BA die Bezichung

d - 1/ . ~ 0A
£<A>w(t) =0 <[A, H]> + <8t>¢(t)

Dies beschreibt die zeitliche Anderung der Observablen A entlang eines beliebigen, aber festen,
Zustands |¢(t)). Somit ist eine nicht explizit zeitabhingige Observable A genau dann eine
Bewegungskonstante, wenn sie durch

L AWk ©)

A, H] =0
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2. Vorbereitung und Repitition

mit den Hamilton-Operator H vertauscht. Klassisch ist dies mit der Poisson-Klammer vergleich-
bar.

Auch in der Quantenmechanik sind solche Bewegungskonstanten wieder eng mit kontinuierli-
chen Symmetrien verkniipft, und im Allgemeinen gibt es auch hier keine weiteren unabhéngigen
Bewegungskonstanten neben H.

2.3.3. Gemischte Zustande

Gemischte Zustidnde in der Quantenmechanik werden auch statistisches Gemisch oder
statistische Gesamtheit genannt, die Information iiber den Gesamtzustand ist dabei unvoll-
standig, d.h. das System befindet sich mit den Wahrscheinlichkeiten pi,ps,... in den (reinen)
Zustanden [¢1),|12),... (wobei diese Zustdnde weder linear unabhéngig, noch orthogonal zu-
einander sein miissen), wobei fiir die Wahrscheinlichkeiten

0<pe<1l und > pp=1

fiir alle py gilt. Fiir den Erwartungswert einer Observablen findet man somit
= Zpk <A>¢k
k

Diese Formel entspricht einer Mittelung iiber quantenmechanische und statistische Wahrschein-
lichkeiten bzw. Unschérfen. Man definiert nun weiter einen statistischen Operator oder Dich-
teoperator p durch

p=D Py =D prltn) (Wl -
k K

Verwendet man nun noch die oben dargestellen Eigenschaften der Spur, so gilt

Sp(pA) = 5 (zpk ) ¥ S0(0y, 8 = Sl = (4)

d.h. der statistische Operator p charakterisiert einen gemischten Zustand vollsténdig. Ein rei-
ner Zustand [¢) ist dabei dquivalent zu p = le, d.h. er ist ein Speziallfall eines gemischten
Zustands. Der Dichteoperator hat nun allgemein die Eigenschaften

p=p" und  Sp(p) =

Weiter lasst sich p beziiglich einer beliebigen Orthonormalbasis {|v)} als statistische Matrix
oder Dichtematrix

pA = Pvp = (VWM}

darstellen. Man beachte, dass p : H — H keine Wahrscheinlichkeitsdichte ist, und nichts
mit einer Zufallsvariable zu tun hat. Fiir jedes feste A kénnte man aber pila) == (6(A —a))
als Wahrscheinlichkeitsdichte einer Zufallsvariablen interpretieren. Dabei ist der Nutzen und
physikalische Gehalt aber gering.

Fir die Zeitentwicklung des statistischen Operators folgt analog zur Liouville-Gleichung die
Liouville-Neumann-Gleichung

0 1 -
—p=—=—|p H] .
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2.3. Quantenmechanik

2.3.4. Ildentische und ununterscheidbare Teilchen

Die Definition von ,jidentisch® und ,ununterscheidbar” ist analog zur klassischen Mechanik, die
die klassische Mechanik die Begriffe eigentlich aus der Quantenmechanik ableitet - in rein klas-
sischen Systemen bzw. bei rein klassischer Betrachtung sind sie nutzlos. Dabei meint

1. Identisch: gleiche Masse, Ladung, Spin, ...
2. Ununterscheidbar: H ist invariant unter Teilchenumbenennung,.

Streng genommen gilt quantenmechanisch die Aquivalenz zwischen beiden Begriffen, was im
starken Gegensatz zur klassischen Mechanik steht.

Praktisch ergibt sich nun, dass die Teilchen oft fiir alle interessanten Zeitraume ,fast sicher
auf klassische Ergodizitdtskomponenten beschrankt sind, da Tunnelprozesse durch energetisch
,klassisch verbotenen* Bereiche (Wéande, Potentialbarieren,...) extrem selten sind. Eine addquate
Modellierung ist nun

H = oder V =00
auflerhalb der energetisch erreichbaren Bereiche zu setzen.

Beispiel: Fiir zwei Boxen, die durch eine Potentialbarriere getrennt sind, sind die Teilchen aus
Box 1 dann und nur dann von identischen Teilchen aus Box 2 unterscheidbar, wenn V = oo gilt.

Tunneleffekte sind im selben Sinne wie Transfer von Wérme oder mechanischer Energie im
Rahmen einer identischen Modellierung auf gewissen Zeitskalen. Somit hat man, genau wie in
der klassischen Mechanik, dass aus ununterscheidbar stets identisch folgt, aber nicht umgekehrt.

Suchen wir nun nach einem adédquaten Hilbertraum fiir ununterscheidbare Teilchen - ob
identisch oder nicht sei zundchst egal. Sind die Einteilchen-Hilbertraume H; mit: =1,..., N
bekannt, dann ist der N-Teilchen-Hilbertraum gerade der Tensorproduktraum

H=H®@ - 0Hy .

Die Basis dieses neuen Raums lasst sich aus denen der einzelnen Raume kontruieren. Sei also
die Einteilchen-Basis in H; gegeben durch {|k;); : k; = 1,2,...}, dann ist die Basis von H
durch

{|]€1,k2,...,k¢N> = |k‘1>1|k2>2...|k‘N>N mit k;, =1,2,..., N undizl,...,N}

definiert, wobei streng mathematisch mit |k;);|k;); das (mathematische) Tensorprodukt der
Elemente |k;); ® |k;); gemeint ist.

Formulieren wir einen speziellen Hilbertraum fiir ununterscheidbare Teilchen. Wieder seien
die Einteilchen-Hilbertraume durch H; fiir i = 1,..., N gegeben. Ohne Beschriankung der All-
gemeinheit besitzen alle diese Rdume dieselbe Basis {|k) : k = 1,2,...} in allen (identischen)
Hilbertraumen H;. Der N-Teilchen-Hilbertraum H wird nun wie folgt aufgespannt:

L A{lk1, .. kn)s == cs D lkr), o+ 5 k() mit ks =1,2,... und i = 1,..., N} fiir Bosonen
(Teilchen mit ganzzahligem Einteilchenspin), z.B, spinlose Teilchen, Photonen. Dann ha-
ben wir folgende Eigenschaften:

a) Jedes |ki,...,kn)s und somit jeder Zustand [i) € H ist invariant (symmetrisch)
unter Vertauschungen der Teilchen.
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2. Vorbereitung und Repitition

b) Es gibt kein Experiment, dessen Ergebnis von der Teilchennummerierung abhéngt,
d.h. die Teilchen sind in der Tat ununterscheidbar.

c) Esgilt |k1,...,kn)s = |k],...,ky)s falls k], ..., kly eine Permutation von k1, ..., kx
ist, insbesondere bildet also die obige Definition des Raums keine Basis, da diese
iibervollstandig ist.

d) Wir definieren eine neue Basis aus Besetzungszahlen

In1, n )= irgendein |ki,...,ky), wobei nj Teilchen
12 ~ |sich fiir k = 1,2,... im Zustand k befinden | ’

d.h. nj gibt an, wieviele der k; gleich k£ sind, jedoch wird keine Aussage dariiber
gemacht, welches Teilchen in welchem Zustand ist. Es ist dann

{ynl,ng,...> cng, € 40,1, NY Y my = N}
eine Orthonormalbasis von J{, man spricht von der Besetzungszahldarstellung.

2. {lk1, .- kn)ai=cad k) kavy) mit ks =1,2,... und i =1,..., N} fiir Fermio-
nen (Teilchen mit halbzahligem Einteilchenspin), z.B. Elektronen oder Protonen. Aquiva-
lent lassen sich die obigen Vektoren auch mit Hilfe der Slater-Determinante erklaren:

k1)1 -+ k)N
det : :

1
ety A = L
N : :
lkn)i - k)N
a) Jedes |k1,...,kn)a und somit jeder Zustand |¢) € H wechselt das Vorzeichen (ist
antisymmetrisch) unter Vertauschung zweier Teilchen.

b) Die Teilchen sind durch kein Experiment unterscheidbar.
c) Es gilt |k1,...,kn)a = 0 falls zwei Teilchen identisch sind (Pauli-Prinzip).

d) Auch hier liefert die Slater-Determinante ein iibervollstandiges Erzeugendensystem.
Analog wie im bosonischen Fall (man ersetze einfach in der |n1, ng, .. .)-Basis S durch
A) ergibt sich auch hier eine Orthonormalbasis des Hilbertraums durch

{]nl,ng,...> :nkE{O,l,...,N},an:N} .

Analog verfahrt man bei mehreren Sorten ununterscheidbarer Teilchen, um die gleichen Eigen-
schaften zu erhalten.

Fassen wir dies alles noch einmal kurz zusammen, so erhalten wir den folgenden Uberset-
zungsschliissel zwischen der klassischen Mechanik und der Quantenmechanik:

Klassische Mechanik Quantenmechanik
Reiner Zustand pel )y € H
Propagator H(t) = 71106(0) B(6) = Ut to)|(0))
Observable reellwertige Phasenraumfunktion A | Hermitescher Operator A
Poisson-Klammer || {.,.} =1
Erwartungswert || () = [ p(¢,t) d¢ () =Sp(p(t),...)

28



3. Grundlegende Konzepte

Nach der Wiederholung der klassischen Mechanik und Quantenmechanik soll in diesem Ab-
schnitt nun eine detaillierte Betrachtung der Konzepte der statistischen Mechanik vorgenom-
men werden, ohne aber die mathematischen Details der Theorie genau auszuarbeiten. Vielmehr
geht es um eine heuristische Motivation der involvierten Ansétze, die dann in den weiteren
Abschnitten detaillierter behandelt werden.

Das Ziel der statistischen Mechanik ist es, allgemeine Aussage unabhéngig von den mikrosko-
pischen Details eines Systems zu machen. Dies ist {iblicherweise dann nétig, wenn das betrachtete
physikalische System aus einer Vielzahl von Teilchen besteht, und eine analytische Losung der
zugehdrigen Bewegungsgleichungen praktisch nicht mehr méglich ist. Bei makroskopischen Sys-
temen bewegt sich die Teilchenzahl iiblicherweise in Gréfenordnungen von O(10%3) Teilchen,
angelehnt an die Avogadro-Zahl N 4.

Aus diesem Grund sind neue Konzepte und Postulate notwendig, die idealerweise ein mog-
lichst direkte Briicke zwischen der mikroskopischen und der makroskopischen Betrachtungsebene
bilden. Ein Grofteil dieser Postulate und Prinzipien sind dabei suggestiv und erfahrungsgeméfs
richtig bzw. duferst erfolgreich fiir Experimente und Simulationen, leider lassen sie sich aber
nicht immer streng aus der klassischen Mechanik oder Quantenmechanik herleiten. Prinzipiell
hegt man aber kaum Zweifel daran, dass eine solche Herleitung prinzipiell méglich ist, da die
statistische Mechanik in vielen Bereichen die Welt sehr gut beschreibt.

3.1. Allgemeiner Rahmen

3.1.1. Definition eine Systems

Zunéchst definieren wir den Unterschied zwischen einem physikalischen und einem thermody-
namischen System, da diese Begriffe einen wichtigen Unterschied aufweisen:

Unter einem physikalischen System verstehen wir einen abgegrenzten Teil der physikali-
schen Welt, wobei die Art des Kontaktes (also der Wechselwirkung) mit der Umgebung ange-
geben und bekannt ist.

Ein thermodynamisches System dagegen ist ein makroskopisches physikalisches Sys-
tem mit sehr vielen mikroskopischen Freiheitsgraden, dessen Wechselwirkung mit der Umge-
bung durch sogenannte Transportstrome (d.h. Austausch von Energie, Teilchen, Ladung,...)
beschrieben wird.

Im Rahmen der statistischen Mechanik werden wir hauptséchlich thermodynamische Systeme
betrachten, da es gerade das Ziel ist, derartige Systeme mit vielen mikroskopischen Freiheitsgra-
den zu beschreiben. Neben den oben genannten, gibt es noch einige weitere spezielle Systeme:

Im isolierten System liegt keinerlei Wechselwirkung mit der Umgebung vor, wahrend bei
einem abgeschlossenen System nur ein Austausch von Arbeit stattfindet.

Ein Gesamtsystem kann dabei aus mehreren kleineren Teilsystemen zusammengesetzt
sein, die miteinander in Wechselwirkung stehen kénnen, aber nicht miissen.

Beispiel: 1. Zwei Systeme ohne Wechselwirkung.
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3. Grundlegende Konzepte

2. Zwei Systeme im elektrischen Kontakt.

3. Zwei Systeme im Wéarmekontakt.

4. Zwei Systeme in Kontakt durch eine semipermeable Membran.
5. Zwei Systeme im mechanischen Kontakt.

6. Zwei Systeme, die praktisch ein System bilden, sodass man nur eine virtuelle Unterteilung
vorliegen hat. Die beiden System stehen dann in maximalem Kontakt zueinander.

Es ist suggestiv klar: Kénnen zwei Systeme miteinander wechselwirken, dann kénnen sie auch
Energie austauschen. Es bleibt die Frage, inwiefern man ein System immer weiter zerlegen kann:

Man spricht von einem irreduziblen isolierten System, wenn sich dieses nicht mehr in
voneinander isolierte Teile (d.h. Systeme ohne Wechselwirkung mit der Umgebung) zerlegen
l&sst.

Indem man System und Umgebung zusammenfasst, erhdlt man ein isoliertes Gesamtsys-
tem, dass sich dann wieder in irreduzible Teile zerlegen lésst. Oftmals geniigt es, nur irreduzible
isolierte Systeme zu betrachten. Ausnahmen sind Prozesse, bei denen die Isolation wegféllt, oder
aber bei der Zusammenfassung von System und Umgebung (die allerdings unpraktisch ist).

3.1.2. Zwangsbedingungen und Hemmungen

Kommen wir nun zu einschrénkenden Elementen bzw. Parametern eines Systems. Als Zwangs-
bedingung oder Hemmung wird die Fixierung (in Form einer Barriere, Wand, 0.4) eines
makroskopischen Freiheitsgrads oder Parameters bezeichnet, durch die an sich denkbare Trans-
portstrome im System unterbunden werden.

Zur vereinfachten Beschreibung idealisiert man derartige Zwangsbedingungen und Hemmun-
gen in Form von fest vorgegebenen, genau bekannten und rein makroskopischen Zwéngen, ohne
jegliche thermodynamischen Zufallsfluktuationen, molekulare Substrukturen, o.4. komplizierte
Details auf mikroskopischer Ebene.

Beispiel: FEine ideal starre und glatte Wand, festgeklemmte Kolben und Schieber, fest vorge-
gebene Energien, Volumina und Teilchenzahlen, feste Feldstarken, etc.

In einem solchen idealisierten Fall kann das System dann durch einen relativ kleinen Satz
von makroskopischen Parametern vollstindig festgelegt werden. Derartige Parameter sind
etwa die Systemgeometrie (Volumen, etc.), die Teilchenzahl (Stoffmengen, Massen, Dichten,
Konzentrationen,...), Energie, Ladung, dufere Kréfte sowie Felder, usw.

Die Energie spielt als Phasenraumfunktion und Erhaltungsgrofse eine Sonderrolle, wahrend
man die iibrigen Parameter iiblicherweise kurz als & zusammenfasst. Das System ist dann klas-
sisch durch eine Hamiltonfunktion bzw. quantenmechanisch durch einen Hamilton-Operator der
Form

Klassisch: H = H(¢, ) Quantenmechanisch: H = H (&)

beschrieben. Im Allgemeinen sind noch Zusatzangaben zur Umgebung des Systems notwendig,
lediglich fiir isolierte Systeme sind derartige Informationen unnétig bzw. von trivialer Form.
Selbst in diesem Fall sind aber noch fest vorgegebene Potentiale und Kraftfelder moglich, welche
dann als Teil des Systems (also nicht als Teil der Umgebung) betrachtet werden.
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3.2. Makroskopische Beschreibung
3.2.1. Der Zustand

Wir bemiihen uns nun um die Beschreibung eines makroskopischen Zustands eines thermody-
namischen Systems.

Ein makroskopischer Zustand ist per Definition durch die Werte aller Zustandsvaria-
blen, die auch ohne eine mikroskopische Betrachtungsweise des Systems sinnvoll definiert sind
(etwa Systemgeometrie, Stoffmenge, Energie, Ladung, Magnetisierung, Polarisierung, dufere
Potentiale, Kraftfelder,...), vollstdndig charakterisiert.

Dabei sind nur die momentanen Werte der Zustandsvariablen von Interesse, nicht aber ihre
Vorgeschichte bzw. zeitliche Entwicklung.

Ein Teil dieser Zustandsvariablen sind die sogenannten dufieren Parameter. Ihr Gegenstiick
bilden die sogenannten inneren Variablen, die nicht vorgegeben sind, sondern sich den aufie-
ren Parametern anpassen. Die inneren Variablen sind dabei insbesondere den mikroskopischen
thermischen Fluktuationen unterworfen, sodass mit dem Wert einer solchen makroskopischen
inneren Zustandsvariable stets der Mittelwert {iber ein statistisches Ensemble und/oder die Zeit
gemeint ist.

Beispiel: Aufere Parameter wéren beispielsweise rein mechanische Freiheitsgrade (idealisier-
te Kolben, Zahnriader oder Hebel), der Druck auf eine starre Wand, die Magnetisierung oder
Polarisierung, die Energie und Stoffmenge in einem Teilvolumen.

Je nach System kann beispielsweise der Druck (den ein idealisierter Kolben auf eine starre
Wand ausiibt) ein dufserer Parameter sein, und das Volumen eine davon abhéngige innere Varia-
ble. Analoges iibertrégt sich auch auf ein magnetisches System, wo die Gesamt-Magnetisierung
fest vorgegeben ist, und das zugehdrige Magnetfeld sich entsprechend anpasst.

Bemerkung: Im Allgemeinen existiert eine (im Vergleich zu der gewaltigen Menge an mikro-
skopischen Freiheitsgraden) kleine Anzahl unabhéngiger makroskopischer Zustandsvariablen,
wahrend der Rest von diesen abhéngig ist. Folglich ist der makroskopische Zustand bereits durch
Angabe dieser unabhéngigen Zustandsvariablen iiber sogenannte Zustandsfunktionen eindeutig
und vollstandig beschrieben. Dabei ist die konkrete Wahl des unabhédngigen Variablensatzes
weitgehend willkiirlich.

Ein Makrozustand entspricht somit sehr vielen reinen Mikrozustinden ¢ € ' bzw. |¢) € .
Das Ziel ist also, einem Makrozustand einen sinnvollen gemischten Mikrozustand zuzuordnen.

3.2.2. Thermodynamisches Gleichgewicht

Ein besonders wichtiger makroskopischer Zustand ist das sogenannte thermodynamische Gleich-
gewicht, das der zentraler Punkt der Vorlesung sein wird.

Ein makroskopisches System befindet sich im thermodynamischen Gleichgewicht, wenn
alle makroskopischen Transportstrome des Systems verschwinden.

In vielen Texten wird die Abkiirzung ,th. Gg.“ oder einfach nur ,Gleichgewicht bzw. kurz
,Gg.“ verwendet. Aus der obigen Definition erhélt man direkt einige Folgerungen:

e Ist ein System im thermodynamischen Gleichgewicht, so sind die makroskopischen Trans-
portstrome im Systeminneren sowie an den Systemgrenzen alle verschwindend.

e Ein thermodynamischer Gleichgewichtszustand muss inbesondere zeitlich unabhangig, d.h.
stationdr, sein.
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o Umgekehrt ist aber makroskopische Stationaritét nicht hinreichend fiir ein thermodyna-
misches Gleichgewicht, da immer noch stationére Transportstrome moglich wéren.

o Auf mikroskopischer Ebene muss ein Gleichgewichtszustand keinswegs stationér sein. Die
molekularen Bewegungen und mikroskopischen Fluktuationen der inneren Variablen in-
klusive der zugehorigen Transportstrome existieren natiirlich weiterhin, allerdings um sta-
tiondre Mittelwerte.

e Teilt man ein System im thermodynamischen Gleichgewicht in beliebige Teilsysteme auf,
so befinden sich diese ebenfalls im thermodynamischen Gleichgewicht, sowohl fiir sich
betrachtet, als auch miteinander.

Rein empirisch gelangt man nun zu einer Erkenntnis, die sich in einer Erfahrungstatsache
ausdriicken l&sst:

Erfahrungstatsache 1: Fin isoliertes System stebt nach geniigend langer Zeit ins thermody-
namische Gleichgewicht.

Dabei ist das Attribut ,isoliert” keine Einschrankung der Allgemeinheit. Die zeitliche Spezi-
fikation ,,geniigend lange“ ist dabei sehr stark von der Art des betrachteten Systems abhéngig,
und kann von Sekundenbruchteilen bis zu Jahrmilliarden reichen. Andererseits darf man aber
auch nicht zulange auf die Einstellung eines thermodynamischen Gleichgewichts warten, da
reale Geféfwénde (im Gegensatz zu den Hemmungen des idealisierten Modells) nur eine endli-
che Lebenszeit bzw. Funktionalitdt haben. Dies ist in Analogie zu metastabilen Zustdnden, die
schlieflich durch seltene grofte thermische Fluktuationen zerfallen (wie etwa koexistente Phasen,
unterkiihlte Fliissigkeiten, gechemmte chemische Reaktionen, glasartige System,...).

Folglich ist eine Trennung der Zeitskalen notwendig. Diese Forderung lautet dhnlich wie
die Definition des thermodynamischen Gleichgewichts nach Feynman:

,,Alle schnellen Vorgénge sind beendet, alle langsamen haben noch nicht begonnen.”

In einer idealisierten Modellierung lasst sich dies folgendermafien ausdriicken: Langsamen Vor-
gange sind unméglich ,yvon Hand“ durchzufiihren, sodass im Anschluf ein (richtiger mathema-
tischer) Langzeitlimes betrachtet werden kann, wie etwa bei Erhaltungsgrofen. Der thermo-
dynamische Gleichgewichts-Zustand wird so meistens auch eindeutig und unabhéngig von den
Anfangsbedingungen festgelegt, und ist somit durch die dufseren Paramter (E,Z) bereits
eindeutig charakterisiert.

Im thermodynamischen Gleichgewicht sind die duferen Parameter (E, 7)
ein vollstdndiger Satz unabhéngiger makroskopischer Zustandsvariablen.

3.2.3. Prozesse

Nach der Definition des thermodynamischen Gleichgewichts, ,tut sich” salopp gesagt nichts
mehr, sobald sich das Gleichgewicht eingestellt hat. Da sich nach der Erfahrungstatsache 1 ein
jegliches Systems nach geniigend langer Zeit im thermodynamischen Gleichgewicht befindet,
muss somit fiir jeden makroskopischen Effekt das System geéndert werden:

Jeglicher makroskopische Vorgang setzt die Beseitigung von Hemmungen
= bzw. Zwangsbedingungen voraus und endet in einem ungehemmteren
bzw. vollstdndigeren thermodynamischen Gleichgewichts-Zustand.
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Beispiel: Eine derartige Entfernung von Hemmungen kann beispielsweise durch das Ldsen fest-
geklemmter makroskopischer Freiheitsgrade entstehen, dem Zufiigen von Kristallisationskeimen
oder Katalysatoren bei gehemmten chemischen Reaktionen.

Man beachte dabei, dass die Entfernung einer Hemmung in einem entsprechenden System
auch zu einem effektiven Einbau einer Hemmung fiithren kann.

Beispiel: Das Entfernen eines Schiebers ldsst den zunéchst blockierten Haltekeil in das Ge-
fék eintreten, und den zunéchst beweglichen Kolben fixieren, sodass eine neue Hemmung des
Systems vorliegt.

Geht man von einem idealisierten Modell aus, so geht bei der effektiven Beseitigung einer
Hemmung ein duflerer Parameter in eine innere Variable iiber, d.h. er wird zu einem makrosko-
pischer Freiheitsgrad der mikroskopischen Dynamik. Umgekehrt wird eine innere Variable beim
Einbau einer Zwangsbedingung zu einem auferen Parameter.

Das entscheidende bei beiden Vorgéngen ist, dass sich die Hamilton-Funktion H bzw. der
Hamilton-Operator H und Joder der Zustandsraum I' bzw. H abrupt verdndern. Aber auch die
Anderung eines dukeren Parameters, wie etwa dem Volumen, wird als ein ,Vorgang® betrach-
tet, denn prinzipiell ist auch hierfiir die Beseitigung oder der Wiederaufbau einer Hemmung
unvermeidlich.

3.2.4. Reversible und irreversible Prozesse

Nach der ersten Erfahrungstatsache kann sich ein (isoliertes) System im Nicht-Gleichgewichts-
Zustand nur zum thermodynamischen Gleichgewicht hin entwickeln, aber nicht weg von ihm.
Mit anderen Worten ist ein solcher Prozess irreversibel. Dabei gilt allgemein:

Ein Prozess heifst irreversibel, wenn das System von selbst nicht mehr in der urspriinglichen
Zustand zuriickkehren kann.

Beispiel: Man betrachte ein isoliertes System in einem gehemmten thermodynamischen Gleich-
gewicht. Beseitigt man diese Hemmung bzw. Zwangsbedingung, so befindet sich das neue, we-
niger gehemmte System nicht mehr in einem Gleichgewicht, und entwickelt sich folglich nach
Erfahrungstatsache 1 zu diesem hin. Somit erfolgt ein im Allgemeinen irreversibler Prozess zu
einem neuen, vollstindigeren (da ungehemmteren) thermodynamischen Gleichgewicht hin. Die
Irreversibilitét liegt vor, da man auch nach Wiederherstellung der Hemmung im Allgemeinen
nicht mehr zum Anfangszustand zurtickkehren kann.

Natiirlich existieren Ausnahmen von diesen allgemeinen Feststellungen, beispielsweise dann,
wenn der alte und neue Zustand identisch sind, wie etwa beim Einschieben einer idealisier-
ten Wand, deren Einschiebungsprozess das System nicht beeinflufit, d.h. das System befindet
sich permanent im Gleichgewichts-Zustand. Andererseits ,tut sich“ bei so einem Vorgang auch
nichts, sprich es liegen keine makroskopischen Transportstrome vor, sodass man nich von einem
makroskopischen Prozess im eigentlichen Sinne sprechen kann.

Die Lehre aus diesen Gedankenexperimenten ldsst sich auch empirisch nachpriifen, und in
einer zweiten suggestiven Feststellung formulieren:

Erfahrungstatsache 2: Jeder reale makroskopische Prozess ist irreversibel.

Unter ganz bestimmten Vorraussetzungen und Rahmenbedingungen kann man unter geeigne-
ter Prozessfiihrung (z.B. dem zwischenzeitlichen Ein- und Ausbau von Hilfshemmungen) eine
Hemmung so beseitigen, dass spéater immer noch eine Riickkehr zum Ausgangszustand mdoglich
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bleibt, und nur beliebig kleine makroskopische Anderungen im isolierten Gesamtsystem zuriick-
bleiben. Derartige Vorginge bilden das entsprechende Gegenstiick zu irreversiblen Prozessen,
kurz gesagt:

Bei einem reversiblen Prozess ist die spétere Riickkehr zu einem sich makroskopisch belie-
big wenig vom Ausgangszustand unterscheidenden Zustand mdoglich.

Beispiel: Man stelle sich ein Gefafs vor, dass ein Gas enthélt, welche nach oben hin durch
einen verschiedbaren Kolben begrenzt wird. Die Kompressionsstiarke des Kolbens wird durch
mehrere aufliegende Gewichte bestimmt, die in seitliche Ausbuchtungen des Geféfies verschwin-
den koénnen. Durch Entfernung und Hinzunahme von Gewichten kann man schlieflich wieder
einen Ausgangszustand (mit allen Gewichten) erreichen, wobei der Unterschied zwischen dem
Ausgangszustand und wiederhergestellen Zustand nur von der Gewichtgrofse abhingt, die somit
beliebig klein gemacht werden kann.

Die Vorraussetzungen sind bei einem reversiblen Prozess also, dass man sich jederzeit be-
liebig nahe am begleitenden Gleichgewicht des Systems befindet, und dass alle Verdnderungen
adiabatisch (d.h. beliebig langsam) stattfinden.

Im Folgenden betrachten wir nun stets einige bestimmte Idealisierungen: Die Zwangsbedin-
gungen seien ohne makroskopische Freiheitsgrade, wahrend alle rein mechanischen Prozesse
(beispielsweise das Entnehmen, Verschieben und Hinzuftigen der Gewichte des vorigen Beispiels)
vollstéandig reversibel seien. Diese Forderungen kénnen prinzipiell soweit realisiert werden, bis die
makroskopische Groflenebene verlassen wird, d.h. praktisch beliebig gut, da in der statistischen
Mechanik die allgemeine und wichtigste Vorraussetzung

makroskopisch klein > mikroskopisch grof

stets erfiillt ist. Kommen aber Hemmungen bzw. Zwangsbedingungen, rein mechanische Frei-
heitsgrade und Prozesse bzw. Vorgénge selbst in den mikroskopischen Groéfenbereich, so ergeben
sich dufserst problematische und subtile Fragestellungen, wie etwa der Maxwell—DéimorE oder

'Der Maxwell-Dimon entstammt einem Gedankenexperiment, mit dem Maxwell versuchte, den zweiten Haupt-
satz der Thermodynamik zu widerlegen. Der Versuchsaufbau besteht dabei aus zwei gleichen Gefafien, die
durch eine R6hre mit einer Verschlufsklappe miteinander verbunden sind, in beiden befinde sich das gleiche
Gas. Ein kleines Wesen, der ,Ddmon“, hat nun die Aufgabe, immer dann, wenn ein schnelles Gasteilchen der
rechten Kammer auf die Klappe zugeflogen kommt, diese zu 6ffnen, sodass es in die andere Kammer gelangt.
Umgekehrt soll er auch die Klappe 6ffnen, wenn sich ein langsames Teilchen von der anderen Seite auf die
Klappe zubewegt. Mit der Zeit sammeln sich dann die Gasteilchen mit einer hohen kinetischen Energie in
der linken Kammer, wihrend die langsamen Teilchen in der rechten verweilen.

Diese Temperaturdifferenz konnte dann zur Verrichtung von Arbeit verwendet werden. Diese Arbeit wurde
vorher am System nicht verrichtet. Der Dd&mon musste ja nur die Klappe bedienen, die sich durch Minimierung
von Reibungsverlusten so konstruieren lésst, dass die zu ihrer Bedienung notwendige Arbeit deutlich unter
der Uberschussenergie eines schnellen Teilchens liegt. Der Aufbau verrichtet also Arbeit durch Abkiihlung
eines Warmereservoirs, das sich im thermischen Gleichgewicht mit der Umgebung befindet und stellt damit
ein Perpetuum Mobile zweiter Art dar, dessen Existenz der zweite Hauptsatz verbietet.

Leider wiirde dieser Aufbau in Wahrheit so nicht funktionieren, da er einen entscheidenden Denkfehler
enthélt. Da die Klappe selbst Teil des Systems ist, nimmt sie aus der Umgebung thermische Energie auf,
die ja auf mikroskopischer Ebene nichts anderes als die Bewegungsenergie der Teilchen darstellt. Wegen der
Forderung nach minimaler Reibung bei Bedienung der Klappe bedeutet das, dass sie vollig unkontrolliert auf
und zu schldgt. Um das zu verhindern, muss der Ddmon permanent Kraft aufwenden und verrichtet dabei
Arbeit. Diese entspriche im idealisierten Fall genau der Arbeit, die sich mit der aufgebauten Temperatur-
differenz verrichten liefe. Wiirde man einen solchen Aufbau allerdings tatséchlich konstruieren, etwa durch
eine intelligente elektronische Lésung, kdimen noch die Energieverluste der Elektronik hinzu, was zu einer ne-
gativen Bilanz fiihren wiirde. Der Maxwellsche Damon liefie sich also rein theoretisch tatséchlich realisieren,
wiirde dann aber mitnichten ein Perpetuum Mobile darstellen, sondern lediglich eine sehr komplizierte und
vermutlich duflerst ineffektive Warmepumpe. Der zweite Hauptsatz behilt seine Giiltigkeit.
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das Brillouin-Paradoxon, usw.

3.3. Das erste Fundamentalpostulat der statistischen Mechanik

Wir wollen uns nun um eine mikroskopische Fundierung der zuvor betrachteten ersten und
zweiten Erfahrungstatsache bemiihen, wobei wir unsere Betrachtung hauptséchlich auf den Fall
klassischer Systeme beschrénken.

Sei dazu durch den Zustandsraum I' und die Hamilton-Funktion H = H(¢, Z) ein klassisches,
irreduzibles, isoliertes System modelliert. Da das System isoliert ist, gibt es insbesondere keine
explizite Zeitabhéngigkeit. Damit erhélt man bereits die ersten Folgerungen:

e Jedes Teilsystem kann mit jedem anderen Energie austauschen, eventuell iiber indirekte
Wege.

e Neben der Gesamtenergie H erwartet man keine weiteren unabhéngigen Erhaltungsgréfen,
wenn man von sehr seltenen Ausnahmeféllen mit zusétzlichen kontinuierlichen Symmetrien
absieht.

3.3.1. Anfangsbedingungen eines Systems

In der klassischen Mechanik ist prinzipiell ein mikroskopischer reiner Zustand ¢(t) des Systems
durch Angabe von Anfangsbedingungen und den zugehérigen Bewegungsgleichungen vollstin-
dig festgelegt. Leider sind in der Praxis aufgrund von Messunschérfen und den nicht vollstéandig
bekannten Gesetzen der Physik beide Elemente nicht genau bekannt, sodass man nur approxi-
mative Anfangswerte einer (also nicht aller) inneren Variablen erhilt.

Das System lasst sich folglich nur durch einen gemischten Zustand sinnvoll beschreiben, der
durch eine statistische Dichte p(¢,t) mit der Anfangsverteilung p(¢,to) = po(¢) gegeben ist.
Sind die enthaltenen Teilchen des Systems zudem ununterscheidbar, so muss die Verteilung
p(¢,t) auch invariant unter Vertauschung und Permutation der Teilchen sein. Selbst bei einer
exakt bekannten mikroskopischen Anfangsbedingung eines N-Teilchen-Systems wiirde der sta-
tistische Anfangswert dann aus N! Peaks der -Funktion bestehen. Man tétigt nun zwei wichtige
Annahmen:

1. Alle Energien E in einem kleinen Intervall [E' — ¢, E] sind gleichwahrscheinlich im fol-
genden Sinn verteilt: E stellt eine Zufallsvariable mit der Wahrscheinlichkeitsdichte

= Co(E) : E€|E—JE,E)

pelB)i= [ (@d(E - (@) do={ (3.1)

sonst

dar, wobei C eine Normierungskonstant ist, und die Funktion &(E) durch

gegeben ist. Diese Funktion w(FE) quantifiziert die Menge aller im Prinzip moglichen Zu-
stande ¢ € I' deren Energie H(¢) = F ist. Ohne zuséitzliche Informationen tiber die

2An dieser Stelle verwenden wir, dass fiir irreduzible isolierte Systeme der prinzipiell zugéngliche Phasenraum-
bereich nur aus einer einzigen Zusammenhangs- bzw. Ergodizitdtskomponente besteht, sonst wiirde man fiir
jeden Bereich eine eigene Normierungskonstante erhalten. Vergleiche auch Abschnitt ab Seite
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Anfangsbedingungen ist dies eine sehr natiirliche Wahl, da sie das ,prinzipiell denkba-
re” nicht einschrankt. Wir werden spater noch sehen, dass die Verteilung pE(E) ein sehr
scharfes Maximum bei F und der Wert bei E — §F fiir jede makroskopische Grofe oF
vernachléssigbar klein ist. Somit ist der genaue Wert von d F nicht weiter interessant. Mit
der sogenannten Theta-Funktion

0w = [ ama={ ;1 12}

—00

konnen wir die obige Verteilung pg(F) auch als

=C

@(

&

pi(E

~—

(E)-©(E—E)-6(E - (E - 6E)) (3.2)
)-O(E - E)-O(E — E +6F)

Q
e

darstellen, was eine etwas einfachere und geschlossene mathematische Handhabung er-
moglicht.

2. Messunsicherheiten der iibrigen dufseren Parameter Z sind vernachléssigbar klein.

Diese beiden Annahmen sind Teil einer idealisierten Modellierung. Sie erweisen sich als beson-
ders einfach handhabbar, und sind insbesondere zu jeder anderen verniinftigen Annahme tiber
Messunsicherheiten dquivalent. Da man die Messunsicherheiten im Detail nicht genau kennt,
wiirde alles andere den Aufbau einer sinnvollen Theorie unméglich machen.

3.3.2. Mikrokanonische Verteilung

Kommen wir nun zu zeitlichen Entwicklung des Systems. Aus den Aufangsbedingungen po(¢)
erhélt man durch die Liouville-Gleichung % = —{p, H} die zeitliche Entwicklung der statisti-
schen Dichte p(¢,t). Intuitiv wiirde man ein stationires Langzeitverhalten

p(¢:1) = pmk(¢)  fir t— o0 (3.3)

erwarten, wobei der Index ,mk* von py traditionell fiir mikrokanonisch steht. Da die Zeit-
abhéngigkeit verschwindet, folgt {pmk, H} = 0, also ist die pyx eine Erhaltungsgrofe. Neben
der Gesamtenergie H erwarten wir aber keine unabhingige Erhaltungsgrofe, sodass pyi(¢) eine
Funktion von H(¢) sein muss, es gilt also

pk(0) = f(H(9)) -

Wegen der Gasamtenergieerhaltung ist auberdem die Wahrscheinlichkeitsverteilung p E(E) der
Energien E zeitunabhéngig, sodass

pi(E) = / o (@) 6(E — H(9)) = f(B)o(E)
F(H(s))

folgt. Die mikrokanonische Verteilung p,x(¢) kann dann durch

punk($) = F(E) peprg) = (B
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ausgedriickt werden. Mit der Definitionsgleichung 1j der Energieverteilung pg(E) und ihrer
Darstellung (3.2]) durch Theta-Funktionen erhdlt man daraus

puk(6) = &5+ O(E ~ H(8)) - O(H(6) - B+ 6I) (3.4
_ { G ¢ H(¢)€[E—OE E]
- 0 : sonst

Dabei ist Q = L die Normierungskonstante des Terms. Die beiden Gleichung und bil-
den nun ein mathematische Formulierung des ersten Fundamentalpostulats fiir irreduzible Sys-
teme, welches die erste Erfahrungstatsache von Seite [32] wiederspiegelt. Der gemischte Zustand
pmk (@) wird als mikrokanonische Verteilung, Dichte, Ensemble, Schar oder Gesamtheit
bezeichnet.

Es sei an dieser Stelle aber darauf hingewiesen, dass die obige Argumentation eher heuris-
tisch ist, und keine strenge mathematischer Herleitung des Fundamentalpostulats darstellt. Fiir
reduzible isolierte Systeme ist die Gleichung zudem im Allgemeinen falsch, siehe dazu den
folgenden Diskussionsabschnitt

Ublicherweise hat man im Allgemeinen Zusatzinformationen iiber weitere innere Variablen.
Eine Eigenheit des Zustandsraums I' ist es nun, dass sich im hochdimensionalen Fall nahezu
nichts an der Energieverteilung dndert, sodass p E(E) praktisch eindeutig ist, wahrend es
die Anfangsbedingungen po(¢) keineswegs sind. Eine wichtige Folgerung ist daher:

Der Langzeitlimes, der in Gleichung (3.3]) zur mikrokanonischen Gesamtheit

— pmk (@) fiihrt, ist eindeutig und unabhéngig von den Anfangsbedingungen.

3.3.3. Diskussion der Ergebnisse, erster Teil

Im Zustandsraum I' kdnnen wir eine Energieschale der Breite 6 E durch
Lsp(E)={¢ el : H(¢) € [E~IE E]}

definieren, deren Schalendicke durch

OE

IVH ()]

gegeben ist, und daher im Allgemeinen nicht konstant ist. Lasst man die Energiebreite d ' durch
dE — 0 verschwindend werden, so geht die Energieschale I'sp(FE) in eine Energiefliche I'y(E)
iiber. Fiir 0 — oo geht die Energieschale umgekehrt in eine Energiekugel T'o(F) iiber,
welche im Allgemeinen beschrénkt ist, und mit steigender Energie £ vom Volumen wachst. Fiir
E < Ey ist die I'sg(F) leer, da H(¢) nach den Vorraussetzungen des zweiten Kapitels einen
Mindestenergiezustand besitzt, der durch Ey gekennzeichnet wird.

Nun beschreibt H(¢) = oo nach Kapitel 2 den gesamten prinzipiell unerreichbaren Pha-
senraumbereich. Fiir irreduzible isolierte System ist I'sp(E) folglich stets zusammenhéngend
bzw. bildet eine Ergodizitatskomponente. Dies wurde in der Energieverteilung bereits
ausgenutzt, da man sonst auf jeder Komponente eine andere Normierungskonstante C' erhélt.
Wir gelangen zu folgenden Feststellungen:

e Gleichung ([3.4)) ist fiir reduzible isolierte System im Allgemeinen falsch. Insbesondere ist
pmk(®) dann nicht unabhéngig von den Anfangsbedingungen.
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e Die Energieschale besitzt die Topologie einer Kugelschale, d.h. die ist beschrénkt, zusam-
menhédngend und hat ein Aufieres sowie Inneres. Anders ausgedriickt handelt es sich um
eine Kugelschale mit deformierter Form und variabler Dicke.

e Die ppi(¢)-Gleichung (3.4]) ldsst sich anschaulich interpretieren: Das System ist zu jedem
Zeitpunkt in einem reinen Zustand ¢(t) der Energieschale, aber man weif nicht in welchem,
da jeder dieselbe Wahrscheinlichkeit hat.

e Im Zusammenhang mit der Informationstheorie stelle den ,yorurteilsfreiesten ge-
mischten Zustand“ dar, der mit den gebenen Energieinformationen in Form der Energie-
schale I'sp(E) kompatibel ist. Ansonsten werden aber keine Kenntnisse und Annahmen
iiber das System verwendet, daher spricht man vom Prinzip der maximalen Unkennt-
nis.

Fassen wir noch einmal zusammen: Prinzipiell befindet sich das System jederzeit in einem
eindeutigen reinen Zustand, der sich gemaéfs einer tiblichen klassischen Dynamik deterministisch
entwickelt. Die praktisch vorhandene Unkenntnis {iber die genauen Anfangsbedingungen und
die Unkenntnis einer expliziten Losung der Dynamik l&sst nur wahrscheinlichkeitstheoretische
Aussagen zu.

Fiir eine makroskopische Observable A erhélt im Allgemeinen eine Gauss-Verteilung, wobei
die relative Abweichung von der Ordnung

AA (‘)( 1 >

(4) VN
ist. Mit anderen Worten kann man fiir Einzelsysteme doch sehr prézise Vorhersagen tétigen,
sodass man héufig von einer ,fast deterministischen Theorie“ spricht.

3.3.4. Mikroreversibilitat und thermodynamisches Gleichgewicht

Betrachten wir nun, inwiefern das System bzw. die Dynamik des Systems zeitlich umkehrbar
ist. Es ist aus der klassischen Mechanik bekannt, dass zu einer Losung

der Hamilton-Gleichung (ohne Magnetfeld) auch die zeitlich umgekehrte Funktion

¢(t) = (fl(_t)> s 7fN(_t)7 _ﬁl(_t)a M _ﬁN(_t))

eine Losung darstellt. Fiir ein exakt bekanntes, klassisches System kann man also (salopp gesagt)
nicht sagen, ob der Film des Vorgangs vorwérts oder riickwérts ablduft, denn man kann nur
Orte sehen und messen, keine Impulse. Im Allgemeinen kénnen aber die Wahrscheinlichkeiten
fir Vor- und Riickprozesse bzw. die Anfangs- und Endzustinde verschieden sein.

Im vorigen Abschnitt haben wir bereits erwéhnt, dass aus der Verteilung hervorgeht,
dass alle Anfangsbedingungen auf der Energieschale gleich wahrscheinlich sind. Der Satz von
Lioville liefert uns, dass die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir Anfangs- und Endzusténde der Pro-
zesse identisch ist. Es gilt also:

Mikroskopische Vor- und Riickwartsprozesse sind gleich

— wahrscheinlich, man sprich von Mikroreversibilitét.
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Eine dazu &quivalente Formulierung ist, dass die mikrokanonische Verteilung ppi(¢) die so-
genannten Bedingungen bzw. die Symmetrie des detaillierten Gleichgewichts bzw. der
detaillierten Bilanz

Pr(¢2]61) pmk (¢1) = Pr(¢1]¢2) prak (1)

fir alle ¢1,¢9 € T und 7 > 0 erfiillt. Hierbei ist die zeitlich umgekehrte Losung ¢ wie oben
definiert, und P;(¢p2|¢1) die sogenannte bedingte Wahrscheinlichkeit, im Zeitraum 7 von ¢; nach
2 iiberzugehenE] Es folgt also:

e Es sind keinerlei makroskopische, also gemittelte, Transportstrome moglich.

e Somit beschreibt pyk(¢) nach der Definition tatséchlich ein System im thermodynami-
schen Gleichgewicht.

e Die Mikroreversibilitit stellt eine mikroskopische Signatur des thermodynamischen Gleich-
gewichts dar.

e Ein Makrozustand im thermodynamischen Gleichgewicht entspricht einem gemischten Mi-
krozustand ppyk(¢), welcher widerum sehr vielen reinen Mikrozustédnden entspricht, ndm-
lich allen Punkten der Energieschale.

Bemerkung: Liegt ein Magnetfeld vor, so ist kein Beweis bekannt, dass alle makroskopischen
Transportstréme verschwinden.

3.3.5. Diskussion der Ergebnisse, zweiter Teil

Es ist nétig, noch einmal die Annahme fiir die Gleichung , dass keine von H unabhéngige
Erhaltungsgrofie existiert, genauer zu untersuchen. Obwohl diese Annahme zunéchst plausibel
scheint, ist sie jedoch problematisch, denn die Anfangzusténde pg(¢) konnen moglicherweise sehr
stark iiber die Energieschale verstreut liegen, beispielsweise fiir ununterscheidbare Teilchen. Das
Volumen

Dy(t) = {6 € Tz p(o,1) # 0}

des besetzten Phasenraums zur Zeit tg = 0 ist im Allgemeinen wesentlich kleiner als das von
I'sg(E), da Zusatzinformationen iiber Anfangsbedingungen vorliegen. Nach dem Satz von Liou-
ville ist das von p(¢,t) auf der Energieschale besetzte Volumen aber konstant, sodass I',(t)
nicht gegen I'sp(FE) konvergieren kann. Aber pyi(¢) entspricht gerade einer Gleichverteilung
iiber die ganze Energieschale, und Gleichung fordert genau diesen Grenziibergang. Hier
liegt offenbar ein Widerspruch vor!

Es ist daher nétig, ein verfeinertes Bild der Situation zu betrachten: Jeder anféngliche An-
fangsbedingungs-, Tropfen des Ausgangsvolumens I',(tg) wird zu einem immer ldngeren und
diinneren Faden auseinandergezogen, der die Energieschale I'sg(E) immer dichter und gleich-
mafiger durchzieht, ohne dabei sein Volumen &ndern zu miissen. Fiir eine derartige ,mischende
Dynamik® wird p(¢,t) zwar niemals wirklich stationér, sondern entwickelt vielmehr eine immer
komplizierter werdende Feinstruktur. Empirisch gelten dann folgenden Aussagen:

3Fiir einen detaillierten Beweis dieser Aussage siehe N. G. voN KAMPEN: ,,Stochastic Processes in Physics and
Chemistry“, Kapitel V.6.
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1. Jede realistische Observable A variiert kaum auf der Skala dieser durchwebenden Fein-
struktur. Diese prinzipielle Grobkdérnung des Phasenraum éndert den Erwartungs-
wert (A) der Observablen also kaum, aber der Grenziibergang bleibt erfiillt. Da die
Observable A zudem durch eine Funktion A : I' — R einer Projektion des hochdimensio-
nalen Phasenraums I' auf den eindimensionalen Raum R gleichkommt, verschwindet im
Allgemeinen jegliche vorhandene Feinstruktur.

2. In jedem realen System finden sich sowieso immer winzige zuféllige Storeinfliisse der Um-
gebung, die bereits gentigen, um die filigrane Feinstruktur tatsédchlich homogen zu ver-
schmieren, aber in jeder anderen praktischen Hinsicht zu vernachléssigen sind.

Auferdem gibt es durchaus Modellsysteme mit weiteren unabhéngigen Erhaltungsgréfen,
man betrachte beispielsweise die Hamilton-Funktion

N
H = Z Hn(fnaﬁn)

n=1

von N nicht miteinander wechselwirkenden Teilchen, wie beispielsweise bei einem idealen Gas,
oder sonstige ungekoppelte Teilchen in beliebigen Zustianden V,,(Z,,). In diesem Fall sind die H,
voneinander unabhéngig und es gilt { H, H,} = 0. Ein Gegenargument fiir die Betrachtung der-
artiger System ist aber: Solche Modellsysteme sind (vermutlich) sehr  kiinstlich®, d.h. untypisch
bzw. nicht generisch, vom Maf Null oder strukturell instabil gegeniiber beliebig kleinen, in der
Realitdt immer vorhandenen, Wechselwirkungen.

Echte Erhaltungsgrofen bzw. Bewegungskonstanten B(¢(t)) = B(¢(to)) = const. schréin-
ken die Trajektorien auf Hyperflichen ein, die jeweils durch die Anfangsbedingungen ¢(t)
bestimmt sind. Falls sie unabhéngig von H sind, so werden dadurch - je nach Verteilung der
Anfangsbedingungen po(¢) - Teile der Energieschale I'sp(F) prinzipiell unzugénglich.

Daneben gibt es auch noch ,unechte Erhaltungsgrofen”, die denselben Effekt nur fiir gewisse
Anfangsbedingungen bewirken. Diese sind aber ohne zugehorige Symmetrie, sie erfiillen nicht
die Relation {H, B} = 0. Selbst fiir generische Anfangsbedingungen kénnen derartige Anfangs-
bedingungen ein positives Maft haben, dies liefert das sogenannte KAM-Theorem. In diesem
Fall ergibt sich selbst nach der oben beschriebenen Grobkérnung des Systems keine gleichméfsi-
ge Langzeitverteilung iiber die Energieschale, und die Dynamik ist insbesondere nicht mischend.
Aber auch fiir diese Problemfille gibt es gute Gegenargumente, die aber leider nur Vermutungen
sind:

e Im thermodynamischen Limes strebt das Mafs derartiger Anfangsbedingungen gegen Null.

e Die oben erlauterten Projektionseffekte ergeben fiir eine auf die Hyperflichen einge-
schrénkte Mittelung doch wieder denselben Erwartungswert (A).

e Ebenfalls wie oben ist die Invarianz der Hyperflichen instabil gegeniiber kleinster Storun-
gen.

Wir kommen also zu folgendem Fazit: Die Gleichungen und sind zwar genau ge-
nommen nicht streng richtig bzw. streng herleitbar, aber es bestehen kaum Zweifel daran, dass
sie fiir realistische Modelle effektiv zutreffend sind, und sinnvolle Ergebnisse liefern. Mit anderen
Worten erhélt man fiir jede realistische Observable A mit ihnen das korrekte Langzeitverhal-
ten des Erwartungswerts (A), aber die eigentlich zugrundeliegenden Details sind &ufserst
subtil und ungek]értﬁ

4Diese Details finden sich in der Literatur unter dem Stichwort des Hamiltonschen deterministischen Chaos.
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3.3.6. Ergodenhypothese

In irreduziblen isolierten System im thermodynamischen Gleichgewicht gilt fiir nicht explizit
zeitabhéngige Observablen A die sogenannte Ergodenhypothese, die

Zeitmittel A =Scharmittel (A)

mit dem zeitlichen Mittelwert
_ 1 [totT
A:= lim — AVt (d0)) dt (3.5)

T—00 T to

und dem Scharmittel
(4) = [A(¢)-©(E —H(¢))-©(H(¢) — E+E) do
‘ [O(E—H(¢)) -O(H(¢) — E+6E)do

fir alle o9 € T'sp(E) und §E — 0 lautet. Die Existenz des Zeitmittels garantiert dabei der
folgende Satz:

Satz 2 (Birkhoffs erstes Theorem): Sei V. C T invariant unter PhasenflufS, d.h. es ist
Yeto (V) =V fiir alle t, was z.B. fir die Energieschale U'sp(E) erfiillt ist. Auferdem sei A(¢)
auf V eine L'-integrable Funktion. Dann existiert das Zeitmittel A fiir fast alle ¢ € V.

Ein zentraler Punkt hierbei ist, dass das Zeitmittel A vom Anfangszustand ¢o unabhingig ist.
Analog zur ersten Diskussion sind Irreduzibilitét unabdingbare Forderungen, da sonst einfache
Gegenbeispiele zur Ergodenhypothese existierenE]

Bisher gibt es aber keinen strengen Beweis fiir ein allgemeines Modellsystem aufgrund subtiler
Probleme analog zu zweiten Diskussion. Man vermutet jedoch, dass die beiden Gleichungen
und nicht aus der Ergodenhypothese abzuleiten sind. Umgekehrt existieren aber
auch keine Zweifel daran, dass beide Betrachtungen fiir realistische Modelle und Observablen
A effektiv zutreffend und eng miteinander verwandt sind, sodass wir die Ergodenhypothese als
Teil des Fundamentalpostulats betrachten.

Beispiel: Es sei A(¢) := 0.(¢ — ¢) fiir ein beliebiges festes ¢ € T'sp(E) eine Observable, wobei
hier 8. die sogenannte Pra-Delta-Funktion ist, die einen kastenférmigen Graphen mit Fliachen-
inhalt Eins und Breite € aufweist. Die Zeitentwicklung ergibt folglich an jeder Stelle ¢ eine
grobgekérnte mikrokanonische Dichte. Léasst man die Korngréfe e — 0 gehen, so divergiert das
erforderliche T in der Gleichung des Zeitmittels, sodass pmk(¢) keine realistische Observable
mehr ist.

Die Konvergenz des Zeitmittels héngt also von der Observable A ab. Vorraussagen
iiber das Konvergenzverhalten sind schwierig, in der Praxis wartet man die Konvergenz einfach
ab. Fiir reale System kommt zusétzlich wieder eine Trennung der Zeitskalen hinzu.

Die Subtilitét der Ergodenhypothesen wird aber auch von einer streng mathematischen Tat-
sache unterstrichen: Der Satz von Markus und Meyer besagt, dass im Raum aller analytischen
Hamiltonfunktionen mit natiirlicher Metrik und mindestens zwei Freiheitsgraden die nicht-
ergodischen Funktionen dicht liegen. Andererseits vermutet man aber auch, dass sie dort vom
Mafs Null sind.

Wir gelangen mittels der Ergodenhypothese also zu der Folgerung, dass die mikrokanonische
Verteilung ppi(¢) auch Aussagen iiber einzelne System in einem reinen Zustand ¢(t) erlaubt,
wobei die Unsicherheit nach hinreichender Zeitmittelung beliebig klein wird, und umgekehrt.

5Zur Ubung kann gezeigt werden: Ist A unabhiingig von ¢o, dann folgt die Ergodenhypothese.
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Beispiel: Dies ist bei Druckmessungen, Schwankungen und zeitliche Korrelationen niitzlich.
Insbesondere sind damit auch systematische Transportstrome in einzelnen Systemen im reinen
Zustand ¢(t) unmdglich.

Die Zeitmittelung ist aber keine notwendige Vorraussetzung fiir die Anwendbarkeit der mi-
krokanonischen Dichte ppx (), Aussagen iiber instantane Messungen sind sehr wohl moglich,
allerdings nur von probabilistischer Natur.

3.3.7. Ubertragung auf Quantensysteme

Die vorigen Ausfiithrungen beschrankten sich auf eine rein klassische Betrachtung. Wir versuchen
nun, zu einem entsprechenden Analogon in der Quantenmechanik zu gelangen. Dazu betrachten
wir wieder ein irreduzibles isoliertes System, dass von dem Hamilton-Operator H = H (Z) und
dem Hilbertraum H modelliert wird. Auferdem befinde sich das System in einem gemischten Zu-
stand, der durch den statistischen Operator p(t) beschrieben sei. Mittels derselben heuristischen
Argumentation wie in Kapitel tiber die Anfangsbedingungen und tiber die mikroka-
nonische Verteilung, erhalten wir das Fundamentalpostulat 1 bzw. die erste Erfahrungstatsache
durch

p(t) = pmk fir t— oo (3.6)

mit der durch

Pink = %@(E —H)-O(H — E +4E)

gegebenen mikrokanonischen Verteilung in darstellungsfreier Form. Durch Verwendung des voll-
standigen Orthonormalsystems von Energieeigenzustanden |n) bringen wir diese in die Energie-
darstellung

pmk—QZ ) - ©(Ey — E +5E)]n) (n]

_{ LS. Py ¢ E,€[E—JE,E
B 0

sonst

Der gemischte Zustand ppy tragt wieder die Namen mikrokanonische Dichtematrix, Ge-
samtheit, Schar, Ensemble oder Dichteoperator, dhnlich dem klassischen Fall.

Die Interpretation dieses quantenmechanischen mikrokanonischen Zustands ist vollig analog
dem Klassischen: Das System befindet sich in einem reinen Energiezustand |n) mit der Energie
E, € [E — §E,E], aber man weift nicht in welchem, da nach dem Prinzip der maximalen
Unkenntnis jeder denkbare Zustand die gleiche Wahrscheinlichkeit hat. Damit ergeben sich die
gleichen Folgerungen, wie schon im Mikroreversibilitats-Abschnitt

e pLi beschreibt ein System im thermodynamischen Gleichgewicht.

e Die erste Erfahrungstatsache bzw. das erste Fundamentalpostulat folgt aus dem Grenz-
tibergang (13.6]).

e Ein Gleichgewichts-Makrozustand zu den duferen Parametern (F,Z) ist durch den ge-
mischten Zustand ppi vollstédndig charakterisiert. Die dazu kompatiblen Makrozustéinde
bilden die Menge aller zugénglichen Zusténde.
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Fiir einen quantenmechanischen statistischen Operator lautet die allgemeine Normierungsbe-
dingung Sp(pmk) = 1. Mit dieser ergibt sich fiir die Normierungskonstante C' = é

Q=Sp[O(F - H)-O(H - E +E)] (darstellungsfrei)
= Z ©O(FE—-E,) O(E,—E+J0E) (Energiedarstellung)

= Anzahl zugénglicher Zusténde .

Wegen dieser Eigenschaft wird € auch als mikrokanonische Zustandssumme bezeichnet,
da sie die Anzahl der zugdnglichen Zusténde angibt. Fiir den Erwartungswert einer beliebigen
Observablen A(t) im thermodynamischen Gleichgewicht gilt dann

(A1) = S (prwcd(1)) = 3 nlA(pm) OE = Fnl OEnZELOE). (3.7

n

Die Ergodenhypothese in analoger Formulierung fiir den quantenmechanischen Fall gilt wie im
vorigen Abschnitt nur fiir ein nicht explizit zeitabhingiges A.

3.3.8. Zugingliche Zustinde und das Integrationsmal}

Kehren wir nun zu klassischen Systemen zuriick, wo jeder Zustand ¢ € I'sp(FE) ein zugénglicher
Zustand ist. Die Konstante €2 quantifiziert dann in Gleichung in gewisser Hinsicht die
,Anzahl“ der zugénglichen Zustédnde durch die Normierung von ppi(¢). Wegen der praktischen
Interpretation der quantenmechanischen Zustandssumme {2 mochte man zu einem entsprechen-
den klassischen Analogon gelangen, d.h. es sollen die folgenden Bedingungen erfiillt sein:

1. © muss dimensionslos sein.

2. Vollig ununterscheidbare Zustande diirfen nicht doppelt gezidhlt werden. Hierfiir wahlt
man den Ansatz

Q- /@(E _H(¢))-©(H(¢) - E + 6E) dT , (3.8)

wobei dI' = ¢ - d¢ das Integrationsmaf ist, auf das im Weiteren néher eingegangen wird.

Der konstante Faktor ¢ des Integrationsmafies ist also so zu wihlen, dass beide Bedingungen
erfiillt sind. Man beachte dazu, dass das eigentliche Integrationsmaf d¢ von der Form

f
d¢ = | [ da dp:

=1

ist, und folglich die Dimension [Js]/ = [Wirkung]/ hat. Die einzige bekannte Naturkonstante
mit der Dimension einer Wirkung ist das Plancksche Wirkungsquantum h bzw. h. Wir kénnen
die Dimension von d¢ also durch einen Vorfaktor A~/ kompensieren, womit die erste Bedingung
erfillt wére.

Nach dem Wiederholungskapitel iiber die Quantenmechanik gilt nun weiter, dass fiir unun-
terscheidbare Teilchen die Zustédnde ¢ und ¢(n <> m) denselben Zustand reprisentieren. Die
Mehrfachzéhlungen ununterscheidbarer Zusténde lassen sich somit durch einen kombinatori-
schen Vorfaktor beseitigen, sodass die Wahl bzw. Definition von ¢ dann

1
c:

= 1L N (39)
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lautet, wobei Ny, der Teilchenzahl der jeweiligen Sorten ununterscheidbarer Teilchen entspricht
und f die Anzahl der Freiheitsgrade angibt.

Es sei widerum darauf hingewiesen, dass die obigen Ausfithrungen keine mathematisch ex-
akte Herleitung darstellen, sondern eher eine heuristische Motivation der Definition der Nor-
mierungskonstante formulieren. Beispielsweise wéren alle Bedingungen auch noch erfillt,
wenn man ein Vielfaches des Planckschen Wirkungsquantums A nehmen wiirde, beispielsweise
die Konstante h = %

Das wichtigste Argument fiir die obige Definition findet sich darin, dass man so - und zwar
nur so - eine direkte Ubereinstimmung mit dem quantenmechanischen Analogon des vorigen
Kapitels im klassischen Grenzfall findet. Dies ist sicherlich ein guter Grund, die Konstante
gerade so zu wihlen, wie das in getan wurde.

Die anschauliche Interpretation der klassischen Zustandssumme ist, dass man () als
das effektive Volumen der Energieschale I'sp(E) betrachten kann, genauer gesagt als das
Volumen des effektiv zuginglichen Phasenraumbereichs in Einheiten von hf, sodass man Q
gewissermafen wieder als die effektive Anzahl der zuginglichen Zustdnde auffassen kann. Aus
diesem Grund wir auch das klassische 2 als mikrokanonische Zustandssumme bezeichnet.

Den Erwartungswert einer beliebigen klassischen Observable A(t) im thermodynamischen
Gleichgewicht kann man mittels der mikrokanonischen Gesamtheit durch

(A(t)) = / A(6,£)prui(6) dT (3.10)

_ JAl¢.t) - ©(E~H(¢)) - ©(H(¢) - E +E) do
JO(E - H(¢)) - O(H(¢) — E +0E) do

angeben. Man beachte, dass fiir diese Definition die Wahl der Konstante ¢ {iberhaupt keine
Rolle spielt. Aukerdem ergibt sich mit den obigen Ausfiihrungen eine Modifikation des Uberset-
zungsschliissels der klassischen Mechanik zur Quantenmechanik (vgl. letzten Teil des zweiten
Abschnitts auf Seite , namlich dass

/...dl“:/...cdgﬁ — Sp(...)

in Beziehung zueinander stehen. Aus der klassischen Mechanik ist bekannt, dass beliebige Pha-

senraumvolumina invariant unter kanonischen Transformationen sind, folglich sind Erwar-
tungswert (A(¢)) und Zustandssumme (2 unabhéngig von der Wahl der kanonischen Koordina-
ten ¢ = (¢, p). Unter diesem Aspekt sind die Gleichung der mikrokanonischen Gesamtheit,
der klassischen Zustandssumme und des Erwartungswerts darstellungsfrei. Um nun
zu einer Art ,Energiedarstellung im klassisch-mechanischen System® zu gelangen, definiert man
die Funktion

P(E) = /@(E—H(qﬁ))dr. (3.11)

Diese beschreibt das Volumen der Energiekugel I'no (E) = {¢ € I' : H(¢) < E} bzw. die effektive
Anzahl der zugénglichen Zusténde mit H(¢) < E. Die Existenz des Integrals wird dabei durch
die vorausgesetzte Existenz eines Mindestenergiezustands Fy gewéhrleistet. Mit der Gleichung
fiir die Energieverteilung pgz(E) folgt weiter

w(E) :=0'(E) = /6(E — H(¢))dr .
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Dies beschreibt den effektiven Flacheninhalt der Energiefliche I'g(E) bzw. die Oberfliche der
Energiekugel von ®(F), und aukerdem lésst sich so

B(E) = / ) w(E') dE’

—0o0

darstellen. Damit wird die Energiedarstellung der Zustandssumme aus Gleichung (3.8)) zu

Q= (E) - O(E - 0E) = /E]:EW(E') dE’ (3.12)

und fiir den Erwartungswert aus (3.10) gilt

E / _
(A(t)) =[E_6EAEf(t)w(QE) dE'  mit  Ag(t) ::/A(¢,t)(w dar

Eine sinnvolle Energiedarstellung der mikrokanonischen Verteilung ppk(¢) aus Gleichung (3.4)
selbst scheint aber nicht moglich zu sein.

3.3.9. Diskussion der Ergebnisse, dritter Teil

Nach den bisherigen Feststellungen und Rechnungen erfiillt die mikrokanonische Gesamtheit
pmk(¢) zwei ganz verschiedene Aufgaben:

1. Die Berechnung von Erwartungswerten (A) im thermodynamischen Gleichgewicht.
2. Die Z&ahlung der zugénglichen Zustdnden durch die Normierungskonstante €.

Ohne eine detailliertere Begriindung - diese erfolgt spéter - erscheinen zudem folgende Aussagen
plausibel:

e Fiir reale Modell-Systeme und quantenmechanische Observablen A #ndern sich die Spur-
summanden (n|A|n) aus der Erwartungswertgleichung innerhalb kleiner Energiein-
tervalle [E — 6F, E] kaum. Folglich spielen die Details der Energieverteilung pp(E) fiir
die Berechnung von Erwartungswerten im thermodynamischen Gleichgewicht (also Eigen-
schaft 1) keine Rolle, solange die Breite 6 E' makroskopisch klein bleibtﬁ Insbesondere
stellt der Ubergang § E — 0 kein Problem dar, analoges gilt auch fiir die iibrigen dufkeren
Parameter, die in & zusammengefasst sind.

e Fiir die Zahlung der zuganglichen Zustédnde (Eigenschaft 2) sind dagegen beide Ausgangs-
Annahmen von Seite [35] unverzichtbar. Ferner wird die Zustandssumme  unabhéngig
von der Energiebreite d E, solange nur 6 £ mikroskopisch grofs bleibt - auch §E = oo ist
erlaubt. Wegen der Fundamentalvorraussetzung ,,makroskopisch klein >> mikroskopisch
grofs* lassen sich deshalb passende § F fiir beide Eigenschaften finden.

e Die erste Eigenschaft ist von der Wahl der Integrationsmafs-Konstante ¢ unabhéngig, fiir
die zweite Eigenschaft aber ist nur die obige Wahl aus Gleichung (3.9) zuléssig.

5Vgl. dazu auch die erste Annahme iiber die Gleichverteilung der Energiezustinde in Abschnitt iiber die
Ausgangsbedingungen, sowie das Fazit der zweiten Diskussion auf Seite [0}
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Von jetzt ab nehmen wir daher an, dass die Energiebreite § E zum einen mikroskopisch grofs
ist, zum anderen aber auch makroskopisch klein ist, sodass beide der obigen Eigenschaften
vom genauen Wert von 0 F unabhéngig sind. Damit ergeben sich dann folgende Abhéngigkeiten
von den duferen Parametern:

Klassisch: H = H(¢,Z) = pmk = puk(0, E,Z), Q=Q(F,2)
Quantenmechanisch: H = H(Z) = E, = E, (&), |n)=|n(&),
Prﬁk :pl;lk(Ewi.) P Q= Q(Eai.)

Somit wird auch der Erwartungswert (A) bzw. (A) im thermodynamischen Gleichgewicht voll-
standig durch (E, z) festgelegt.

3.4. Das zweite Fundamentalpostulat der statistischen Mechanik

Nach der ausfiihrlichen Betrachtung des ersten Fundamentalpostulats wollen wir dies nun auch
fiir die zweite Erfahrungstatsache tun, nach der jeder makroskopische Prozess irreversibel ist.

3.4.1. Mikroskopische Basis der Irreversibilitat

Wir betrachten ein isoliertes System, dass durch die duferen Parameter (E,Z) und zusétzliche
innere Zwangsbedingungen bzw. Hemmungen charakterisiert sei. Die zugehorige Zustandssum-
me

= Q(F, Z;innere Zwangsbedingungen)

quantifiziert die Anzahl der zugénglichen Mikrozustidnde, d.h. die Menge der mit (F,Z) und
den Zwangsbedingungen kompatiblen Zustédnden. Mit den bisherigen Definitionen kénnen nun
die zweite Erfahrungstatsache ein wenig umformulieren:

Fundamentalpostulat 2: Durch Beseitigung von Hemmungen nimmt die Anzahl zugdnglicher
Zustdnde immer zu, d.h. fir die Zustandssumme gilt

Q(FE, z;innere Zwangsbedingungen) < Q(E, ) .

Diese Formulierung macht somit eine Aussage iiber reale Prozesse, Vorginge und Zustands-
dnderungen einer statistischen Gesamtheit unabhéngiger Systeme. Dabei ist das thermodyna-
mische Gleichgewicht im Anfangs- und Endzustand stets vorausgesetzt, allerdings nicht fiir die
Zwischenzustéande, beispielsweise bei der sequentiellen Beseitung mehrerer Hemmungen. Somit
erhélt man eine Aussage {iber Prozesse, die fern vom thermodynamischen Gleichgewicht ablau-
fen. Aufserdem macht das zweite Fundamentalpostulat eine Aussage iiber die Ablaufrichtung
von Prozessen:

Von dem zur ungehemmten Zustandssumme Q(F,Z) gehorenden
Referenz-Gleichgewichts-Zustand aus betrachtet, ist der Vergleich mit

== allen anderen denkbaren Gleichgewichtszustdnden mit zusétzlichen
Zwangsbedingungen rein virtuell, denn reale Zustandsdnderungen sind
nur in umgekehrter Richtung méglich.

Es sei darauf hingewiesen, dass an dieser Stelle nur davon ausgegangen wird, dass das System
isoliert ist, aber nicht notwendig auch irreduzibel sein muss, z.B. wenn die Hemmung einer iso-
lierenden Trennwand entspricht. Die Zustandssumme §2 des zweiten Fundamentalpostulats ent-
spricht dann dem Produkt der zu den irreduziblen Teilsystemen gehdérenden Zustandssummen
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3.4. Das zweite Fundamentalpostulat der statistischen Mechanik

Q. Aulserdem sei bemerkt, dass der kombinatorische Faktor der Integrationsmaf-Konstante
¢ unverzichtbar ist, da sich sonst einfache Gegenbeispiele konstruieren lassen, wie etwa das
Gibbsche Paradoxon[’]

Die duferen Parameter und die inneren Zustandsvariablen, also die makroskopischen Freiheits-
grade der mikroskopischen Dynamik, kénnen ihre Rollen tauschen, wobei sich die Hamilton-
Funktion H bzw. der -Operator H oder der Zustandsraum T’ bzw. K abrupt dndern. Auf-
grund der entstehenden mathematischen Probleme ist bereits die Beschreibung des Losens ei-
ner makroskopischen Hemmung keineswegs trivial, sondern recht schwierig zu behandeln. Zu-
sétzlich kommt es bei sequentieller Beseitigung mehrere Hemmungen zu andauernden Nicht-
Gleichgewichts-Zustadnden und -Prozessen. Da unter gewissen Umstdnden Beseitigung
und Einbau einer Hemmung effektiv miteinander vertauschbar sind, fithrt dies in beiden Féllen
zu Problemen.

Weitere Probleme ergeben sich bei der Betrachtung der Energieschale I'sg(E) im Langzeitli-
mes ¢t — 00. So bleibt die Anzahl der zugénglichen Zusténde bei geniigend langsamer Anderung
eines auferen Parameters in beliebig guter Naherung konstant, was man sowohl klassisch wie
auch quantenmechanisch exakt zeigen kann. Es kann allerdings passieren, dass die urspriingli-
che Energieschale am Ende dieses Prozesses im Klassischen keine giiltige Energieschale mehr
darstellt, bzw. die Energieeigenwerte am Ende nicht mehr nach oben hin beschrénkt sind.

Analog konvergiert eine mikrokanonische Anfangsbedingung fiir allgemeine Prozesse nach
Beseitigung aller Hemmungen im Langzeitlimes ¢ — oo nicht mehr gegen die mikrokanonische
Verteilung ppk. Auswege, um diese Problemfille zu umgehen, wurden in der dritten Diskussion

B:3:9 auf Seite [45] genannt.

Fassen wir alle diese Erkenntnisse und Problemfélle zusammen, so ergibt sich das Fazit:

Es gibt kaum Zweifel, dass das zweite Fundamentalpos-
= tulat fir realistische Modelle ,effektiv zutreffend” ist, ein
strenger mathematischer Beweis existiert bisher aber nicht.

Nach Abschnitt auf Seite erfordert jeder reale Prozess die Beseitigung von Hem-
mungen bzw. Zwangsbedingungen. Nach dem zweiten Fundamentalpostulat wéchst dabei die
Zustandssumme 2. Durch nachfolgende Prozesse kann man somit nie wieder in den Ausgangs-
zustand zuriickkehren.

Die mathematische Formulierung der wachsende Zustandssumme 2 liefert allerdings eine
tiefere Aussage, als es die zweite Erfahrungtatsache tut. Nach dieser wére es theoretische denk-
bar, dass ein sehr komplizierter Riickweg zum Ausgangszustand existieren konnte, der diesen
vollstandig wiederherstellt. In der Formulierung der wachsenden Zustandssumme {2 ist dies aber
unmoglich, denn alle irreversiblen Prozesse eine echte Zunahme von €2 verursachen. Somit liefert
die Zustandssumme eine prozesswegunabhingige Ordnungsstruktur im Zustandsraum,
woraus wir spater den zweiten Hauptsatz der Thermodynamik folgern werden.

In Abschnitt [3:2:4) wurden die sogenannten reversiblen Prozesse definiert, wenn eine beliebig
gute Riickkehr zum Grundzustand moglich ist. Mit der Zustandssumme kénnen wir dies
genauer als

Q(E, T;innere Zwangsbedingungen) = Q(E,Z) <= Reversibler Prozess

"Beim Gibbschen Paradoxon betrachtet man ein ideales einatomiges Gas in einem Volumen. Durch Einschieben
einer Zwischenwand wird dieses System in zwei gleichgrofse Untersysteme geteilt. In jeder Kammer ist dann der
Druck und die Temperatur gleich grof, und die Entropie der Einzelkammern entspricht genau der Hélfte der
Entropie des Ausgangssystems. Wir der kombinatorische Faktor % weggelassen, so lasst sich ein Widerspruch
herleiten.
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formulieren. Fiir alle denkbaren Prozesse ist die Zustandssumme also monoton wachsend, wobei
nur fiir reversible Prozesse die strenge Monotonie nicht gilt.

3.4.2. Das Problem der Irreversibilitat

Betrachten wir die Dynamik des Systems auf den zwei Grofienskalen des Makroskopischen und
Mikroskopischen, so gelangen wir offenbar zu einem Widerspruch. In der mikroskopischen Dy-
namik gelten zwei wichtige Aussagen:

e Es liegt eine Zeitumkehrinvarianz vor, wie wir schon im Abschnitt iiber die Mikrore-
versibilitdt gesehen haben.

e Es gilt das sogenannte Poincaré-Wiederkehr-Theorem, wonach ein System nach hin-
reichend langer Zeit beliebig nahe an den Anfangszustand zuriickkehrt.

Fiir die makroskopische Dynamik hat man dagegen die folgenden, offenbar im Gegensatz zum
vorigen stehenden, Aussagen:

e Reale Prozesse sind erfahrungsgeméf immer irreversibel, sodass eine formal ausgezeichnete
Zeitrichtung existiert.

e Eine selbststéandige Wiederkehr in den Anfangszustand ist absurd.

Die Auflésung dieses offenbaren Widerspruchs lautet: Fiir sehr grofse - aber natiirlich endliche -
Teilchenzahlen ist der Riickwértsprozess bzw. die Poincaré-Wiederkehr in den Ausgangszustand
prinzipiell nicht unmdoglich, nur extrem unwahrscheinlich. Eine Umsetzung dieses intuitiven Ar-
guments in eine strenge mathematische Herleitung der makroskopischen Irreversibilitit aus
der mikroskopischen Irreversibilitat lduft auf einen Beweis der zweiten Fundamentalpostulats
hinaus. Dieses ist, wie schon erwéhnt, ein bisher ungel6stes Problem.

Bemerkung: Im thermodynamischen Gleichgewicht bzw. im idealisierten Grenzfall reversibler
Prozessen haben Vor- und Riickwiérsprozesse in der Tat dieselbe Wahrscheinlichkeit, vgl. dazu
den Prozesse-Abschnitt auf Seite

3.4.3. Das H-Theorem als Superpostulat

Man kann die Thermodynamik auch vom Standpunkt der sogenannten Shannonschen Infor-
mationsentropie aufziehen.[ﬂ Die Entropie S ist dabei durch das Funktional

. | =k [p(¢)Inp(¢)dl’ : Kklassisch
Slel = —k(Inp) = { —kSp(plnp) : quantenmechanisch (3.13)

fiir eine Konstante k& > 0 definiert. Man beachte, dass der Grenzwert €Ilne — 0 fiir ¢ — 0 geht,
sodass man nur fiir p > 0 Beitrdge zur Entropie S bekommt.

Auferdem beschrankt man sich auf statistische Gesamtheiten p, welche im klassischen Fall
aukerhalb der Energieschale I'sp(E) verschwinden und die Verteilungsnormierung [ p(¢)dl' =1
erfiillen, analog im quantenmechanischen Fall. Es léasst sich zeigen, dass unter diesen Nebenbe-
dingungen die Entropie S[p| genau ein Maximum hat, und zwar im Zustand des thermodyna-
mischen Gleichgewichts, d.h. fiir p = pyx.

Unter diesen Vorraussetzungen lautet das Superpostulat fiir die Informationentropie dann:

8Diese wurde in den Ubungen eingefiihrt und behandelt.
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3.4. Das zweite Fundamentalpostulat der statistischen Mechanik

Superpostulat: Die zeitliche Entwicklung des Zustands p(t) ist gerade so, dass fiir die zeitliche
Entwicklung der Entropie

d
—Sp(t)] >0
o) 2
gilt. Die Gleichheit gilt nur dann, wenn p(t) das Entropie-Funktional S mazximiert (d.h. p = pmx
das thermodynamische Gleichgewicht darstellt)ﬂ

Mit anderen Worten steigt die Entropie fortwahrend an, bis schliefslich der Zustand groéfster
Unordnung - das thermodynamische Gleichgewicht pnyi - erreicht ist, somit folgt das erste
Fundamentalpostulat. Zudem gilt fiir die Shannonsche Informationsentropie des Gleichgewichts
S[pmk] = kIn Q. Wenn man nun noch verwendet, dass jeder reale Prozess die Beseitigung min-
destens einer Hemmung erfordert, was eine Anderung von p(t) und damit einen Anstieg der
Entropie S impliziert, so folgt eine Zunahme von ) und es ergibt sich gerade das zweite Fun-
damentalpostulat. Also:

Das Superpostulat impliziert beide Fundamental-
postulate bzw. die beiden Erfahrungstatsachen.

Widerum aber erhélt man ein Problem, denn nach dem Satz von Liouville gilt eigentlich fiir
die Dynamik, die durch den Phasenfluft v, 4, (¢o) beschrieben wird, im Klassischen

p(Vto(0),1) = p(do,to)  und  dy(do) = debo

und damit folgt fiir eine beliebige Funktion f

[ #oton ) don = [ 1(plrao(60):0)) dreag(on) = [ £(p(6.0))do

bzw. in der entsprechenden quantenmechanischen Formulierung mit dem unitéren Zeitentwick-
lungsoperator Uy 4,

1) = Ul f (0t Oie = Sp(F(p(1)) =S (f(p(t))) -

Setzt man nun die Funktion f(z) = xlnz, so folgt in beiden Féllen fiir die zeitliche Anderung
der Entropie

d ..
ﬁS[p(t)] =0 fiir alle p(t) .

Die Ursache fiir dieses Problem ist dhnlich wie in der zweiten Diskussion [3.3.5|auf eine filigrane
Feinstruktur des Raumes zuriickzufiihren, sodass es zur Rettung des Postulats &hnliche
Gegenargumente gibtm Weitere Details zu diesem Problem werden hier nicht gegeben, es lasst
sich leicht erahnen, dass ein strenger Beweis mindestens so kompliziert ist, wie derjenige fiir die
beiden Fundamentalpostulate zusammen.

9Ohne k entspricht % gerade der H-Funktion und das Superpostulat dem H-Theorem aus den Ubungen. Die
H-Funktion ist nach Boltzmann durch das Funktional

Hlp) = é“(t) In (M) >0

p;

definiert, wiihrend das zugehorige H-Theorem 4 H(t) < 0 liefert.
10Fs sei auf die ,,grob gekdrnte Dynamik einer Mastergleichung in den Ubungen verwiesen.
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Bemerkung: Eine Grobkérnung des Zustandsraumes ist stets nur eine Approximation. Da-
bei wird die eigentlich giiltige Reversibilitadt der mikroskopischen Dynamik kiinstlich gebrochen,
um das Problem der makroskopischen Irreversibilitat zu umgehen. Eine wirkliche Lésung des
Problems stellt dies allerdings nicht dar.

3.5. Erster Hauptsatz der Thermodynamik

Wir wollen nun aus den vorigen Betrachtungen den ersten Hauptsatz der Thermodynamik for-
mulieren. Betrachte dazu ein beliebiges thermodynamisches System, wobei hier die Energie
eine Zustandsvariable sei - sowohl fiir jedes Einzelsystem, wobei sie auch eine innere Varia-
ble nach Mittelung iiber ein statistisches Ensemble unabhéngiger System sein kann (vgl. den
Abschnitt tiber Zusténde).

Wie ganz zu Anfang erwéhnt, konnen mehrere Systeme nur dann miteinander wechselwirken,
wenn sie auch Energie austauschen konnen (vgl. Seite. Dies geschieht durch Transportstrome
auf zwei verschiedene Arten:

1. Mechanische Arbeitsleistung via der makroskopischen Freiheitsgrade.
2. Wiarmetransfer via der mikroskopischen Freiheitsgrade.

Durch diese eher unscheinbare Unterteilung in makroskopischen und mikroskopischen Energie-
transfer erhdlt man schliefslich den ersten Hauptsatz:

Erster Hauptsatz der Thermodynamik: Die differentielle Energiebilanz lisst sich durch
dE =0Q +0A (3.14)
formulieren.

Dabei ist §Q) die dem System zugefiithrte Warme (per Warmeleitung, Strahlung oder Konvek-
tion) und 0 A die am System verrichtete Arbeit (in Form von mechanischer, elektromagnetischer,
etc. Arbeit). Diese Gleichung (3.14) des ersten Hauptsatzes der Thermodynamik ist allgemein
giiltig, d.h. fir

e Beliebige Systeme (isoliert, abgeschlossen, offen),
e Beliebige Zustédnde (reine, gemischte, im Gleichgewicht oder nicht),
e Beliebige Zustandsinderungen bzw. Vorgénge (reversiblen und irreversible Prozesse).

Im Spezialfall isolierter Systeme ist insbesondere dQ) = dA = 0, sodass auch die differentielle
Energiebilanz dE = 0 ist. Fiir abgeschlossene bzw. adiabatische Systeme verschwindet nur der
Wirmeaustausch 6Q) = 0, sodass Energie nur durch &ufiere Arbeit ausgetauscht wird, es gilt
also dE = §A.

Durch Integration der Gleichung des ersten Hauptsatzes erhélt man die Warme @
und die Arbeit A.

Im Gegensatz zu F = @ + A sind die Warme @ und Arbeit A keine Zustandsvariablen.
Zustandsvariablen sind unabhéngig vom Weg, auf dem der Zustand erreicht wurde, Wéarme und
Arbeit aber lassen sich ineinander umwandeln, ohne den Systemzustand - also die Energie E -
zu dndern, indem man §¢) = —§ A wihlt. Man sagt, dass Arbeit A und Warme @ in der Energie
E aufgehen®, es lasst sich nachtriglich nicht mehr sagen, woher die Energie urspriinglich kam.
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Bemerkung: Formal sind 6() und 0 A keine totalen Differentiale, weshalb auch in der Notation
ein J statt einem d verwendet wird. Die beiden Gréfien bezeichnen lediglich verschiedene Arten
des Energietransfers. Ihre Integrale sind zudem vom Integrationsweg, also der Prozessfiihrung,
abhéngig, sodass die Warme @) und Arbeit A nur beziiglich eines bestimmten Integrationsweges
wohldefiniert sind.

3.6. Schwache Kopplung

Man betrachte nun ein Gesamtsystem, welches ohne Beschrankung der Allgemeinheit isoliert von
der Umgebung sei. Die realen oder virtuellen Teilsysteme seien beliebig miteinander gekoppelt.
Man spricht von einer schwachen Kopplung, wenn die Wechselwirkungsenergie gegeniiber
dem verbleibenden Energiegehalt jeden Teilsystems vernachléssigbar klein ist. Dies hat mehrere
Konsequenzen und Griinde:

e Fiir gewisse Zwecke ist dann die Kopplung der Teilsysteme vernachléssigbar. Die schwa-
che Kopplung ist im Allgemeinen nur fiir Systeme im thermodynamischen Gleichgewicht
moglich, d.h. wenn keine Transportstrome vorliegen.

e Die Vorraussetzung einer schwachen Kopplung ist an vielen Stellen der statistischen Me-
chanik unverzichtbar, auch wenn sie nicht immer explizit erwidhnt wird.

e In diesem Zusammenhang sei noch einmal darauf hingewiesen, dass alle betrachteten
Trennwinde stets von idealer Natur sind, d.h. aufer einer Unterbindung der Wechsel-
wirkung zwischen den Teilsystemen keinen Einflufs auf diese nehmen. Reale Wénde mit
einer endlichen Dicke waren dagegen wieder eigene makroskopische Teilsysteme.

e Man kann durch lokale Energiedichten auch externe Felder berticksichtigen.

Man geht zwangsléufig davon aus, dass die schwache Kopplung in den meisten Fallen sehr gut
erfiillt ist. Der Grund dafiir liegt darin, dass die Wechselwirkungsenergie grofstenteils von den
Grenz- bzw. Oberflichenteilchen herriihrt. Die gesamte Teilchenzahl N in einem Teilsystem
(dies ist ein dreidimensionales Volumen) ist meist jedoch erheblich grofer als die Oberflachen-
Teilchenzahl (diese formen eine zweidimensionale Fliche), die sich bei Systemskalierung propor-
tional N%/3 &ndert.

Die Oberflachen spielen deshalb die entscheidende Rolle, da die zwischenmolekularen Kréfte
nur von sehr kurzer effektiver Reichweite sind, und sie sich im Volumen gegenseitig abschirmen.
Selbst eine grofse Kraft zwischen Teilsystemen multipliziert mit einem winzigen Weg hat nur
eine kleine Energie. Daher miissen fiir ein kleines Teilsystem, d.h. N nicht sehr grofs, auch die
Wechselwirkungskrafte selbst schon klein sein.

Trotzdem ist die Annahme der schwachen Kopplung nicht immer giiltig, wie man bei den
folgenden, wichtigen Ausnahmen sieht:

1. Diinne Filme haben signifikante Oberflacheneffekte. Ist man allgemein an den Eigenschaf-
ten einer Grenzflache selbst interessiert, so kann man ihre Wechselwirkung bzw. Kopplung
nicht vernachléssigen.

2. Bei den Gravitationskraften eines thermodynamischen Systems im astronomischen Maf-
stab entstehen Probleme, da diese Wechselwirkung zum einen langreichweitig, zum ande-
ren nicht abschirmbar ist. Normalerweise sind Gravitationskrafte aber vernachlissigbar,
externe Gravitationsfelder stellen sowieso kein Problem dar.
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3. Nicht abgeschirme elekrische Ladungskrafte und Dipol-Dipol-Wechselwirkungen, sowohl
elektrischer, wie auch magnetischer Natur.

4. Bei Phaseniibergidngen nahe am kritischen Punkt, da diese labil gegeniiber kleinsten Sto6-
rungen sind.

Es bleibt natiirlich die Frage, inwiefern die oben genannten Problemfille die Theorie beeinflus-
sen, und ob sie tiberhaupt ins Gewicht fallen. Im Detail gilt fiir die obigen Szenarien:

1. Hier ist die notwendige Modifikation der Theorie machbar, wird allerdings im Rahmen der
Vorlesung nicht behandelt.

2. Gravitationskréfte stellen in der Tat ein grofes Problem der aktuellen Forschung in Form
der ,nicht-extensiven Thermodynamik® dar.

3. In realen System sind diese elektromagnetischen Effekte aufgrund von Abschirmung
kaum problematisch. Allgemein stellt auch dieser Fall strenggenommen ein offenes Problem
dar, in der Praxis allerdings nicht.

4. Zur Losung bei Phaseniibergéingen vertauscht man gewissermafen die Grenzprozesse: Zu-
erst lasst man das System zum kritischen Punkt iibergehen, und dann die Teilchenzahl N
gegen unendlich laufen. Dieser Fall stellt also kein echtes Problem dar.

3.6.1. Extensive und intensive Zustandsvariablen

Unterteilt man ein gegebenes thermodynamisches System durch reale oder virtuelle Trennwande
in makroskopische Teilsysteme, so gilt sicherlich

Gesamtvolumen V = Z Teilvolumen V; .

(2

Analoges kann man sich auch fiir die Teilchenzahl Ny jeder Sorte k, die Ladung, elektrische und
magnetische Dipolmomente, usw. iiberlegen. Bei schwacher Kopplung - aber auch nur dann -
gilt auch fiir die Energie

Gesamtenergie F = Z Teilenergie F; .

7

Solche Zustandsvariablen, die sich bei einer Zerlegung des Systems additiv verhalten, nennt man
extensive Zustandsvariablen. Thr Gegenstiick sind die intensiven Zustandsvariablen, die
sich als Quotienten extensiver Variablen ergeben, und folglich invariant unter einer Skalierung
des Systems bleiben.

3.6.2. Homogene Systeme

Liegen in einem System keine inneren Zwangsbedingungen vor, so nennen wir es einfaches Sys-
tem. Bei zusétzlicher Abwesenheit von dufseren Feldern heiftt es homogenes System. Diese
lassen sich bei einer schwachen Kopplung in makrokopisch sehr kleine, identische Systeme unter-
teilen. Wegen der Eindeutigkeit des Gesamtzustands folgt im thermodynamischen Gleichgewicht
dann, dass die einzelnen Teilsystem-Zustande identisch sind.
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Durch die Extensitivitdt von Energie und Volumen aus dem vorigen Abschnitt ergibt sich
folglich fiir ihren Quotienten

E

E V'
Dasselbe folgt auch fiir beliebige, nicht notwendig identische oder kleine Teilsysteme. Die Gesam-
tenergie F = ). F; ist somit unabhéngig von der makroskopischen Form des Systems, solange
das Gesamtvolumen V' = ). V; fest ist. Bei einer realen oder gedanklich Hochskalierung des
Systems, beispielsweise im thermodynamischen Limes, ist es daher sinnvoll, die Energie pro
Volumen, d.h. des Quotienten % konstant zu halten.

Analoge Eigenschaften findet man auch fiir beliebige andere extensive Variablen:
e Extensive Zustandsvariablen sind stets proportional zur Systemgrofie.
e Intensive Zustandsvariablen dagegen sind unabhéngig von der Systemgrofse.
e Beide Groflen sind unabhéngig von der genauen Gestalt des Systems.

Folglich gibt es nur vergleichsweise wenige unabhéngige Zustandsvariablen, wie beispielsweise
die duferen Parameter (E, ).

Beliebige Systeme, ob nun mit oder ohne dufsere Felder oder innere Zwangsbedingungen, sind
in der Regel sehr gut durch zumindest stiickweise homogene makroskopische Systeme appro-
ximierbar. Somit erhélt man zumindest lokal analoge Figenschaften, aber auch ,approximativ
globale®.

3.6.3. Fluktuationen innerer Variablen

Wir haben bereits an mehreren Stellen auf Fluktuationen innerhalb des Systems hingewiesen,
diese aber noch nicht genauer behandelt. Man betrachte ein (approximativ) homogenes System
im thermodynamischen Gleichgewicht. Wegen der vorausgesetzten schwachen Kopplung sind
die Zufallsfluktuationen innerer Variablen um ihre Mittelwerte via Transportstréme durch
die (realen oder virtuellen) Teilsystemgrenzen, praktisch unabhéngig voneinander.

Wir betrachten eine Kette von quaderférmigen Teilsystemen, die wir der Reihe nach mit der
Energie Fi,..., E, durchnummerieren, und an jeder der vier Grenzflichen eines Teilsystems
einen Transportstrom annehmen.

Die Fluktuation AF; < E;, welche durch die Grenzfliche zwischen den Teilsystemen F; 1
und F; hindurchfliefst, ist an der ndchsten Grenze zwischen F; und F;,; fiir beliebig feine
Unterteilungen in (approximativ) identische Teilsysteme praktisch unspiirbar, sofern bei der
Unterteilung nicht die Gréfengrenze zum mikroskopischen Bereich unterschritten wird, d.h. die
Anzahl der Teilsysteme in der Grofenordnung N der Teilchenzahl liegt. Fiir die Gesamtenergie
bei dieser Unterteilung gilt dann

E=) E=0(N E),

und da fiir unabhingige Zufallsvariablen die Varianz AE? additiv ist (vgl. Seite , folgt

AE* =Y AE}=O(N-AE}) und AL _ O(NY)

E;
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3. Grundlegende Konzepte

und somit % = O(ﬁ) Fiir den Quotienten zweier beliebiger extensiver innerer Zustandsva-
riablen A und B folgt analog

scorey =5 (1+0(55))

Fiir jede beliebige intensive, innere Zustandvariable X folgt damit dann natiirlich

AX o 1
X T \yn)
Der gleiche Faktor taucht also bei allen inneren Zustandsvariablen auf. Wir konnen daher fiir

beliebige Gesamtsysteme aus k < N solcher (approximativ) homogenenen Teilsysteme folgern:

Relative Fluktuationen einer beliebigen inneren Zu-

e standsvariable liegen in der Grofienordnung O(ﬁ)
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4. Mikrokanonischer Formalismus

Nach den heuristisch motivierten Herleitungen des letzten Kapitels, soll nun der mikrokanoni-
sche Formalismus eingefiihrt werden, der eine prézisere mathematische Formulierung der statis-
tischen Mechanik liefert.

4.1. Entropie

Man betrachte ein irreduzibles isoliertes System im thermodynamischen Gleichgewicht mit den
duferen Parametern (E, ). Die Anzahl der zugénglichen Zustdnde bzw. das zugéngliche Pha-
senraumvolumen wird durch die mikrokanonische Zustandssumme

O(E. 7) = [O(E—-H(¢,%))-O(H(¢,Z) — E+0E)dl' : Kklassisch
e Sp [©0(E — H(%)) -©(H(Z) — E+6E)] : quantenmechanisch
beschrieben. Wie schon erwéhnt, ist fiir reduzible isolierte Systeme die Gesamtzustandssumme
) das Produkt der zu den einzelnen Teilsystemen gehorenden €2, die widerum von der obigen

Form sind. Eine zur Zustandssumme &dquivalente Grofse ist die Entropie, die aber in vielen
Bereichen zweckmafiger ist. Die Boltzmann-Entropie ist durch

S(B,i)=knQ(E,z) mit k:=1380-10"%% (4.1)

definiert, sie ist dquivalent zur Shannonschen Informationsentropie des vorigen Kapitels. Die
Entropie wird im weiteren Verlauf zu einer der wichtigsten Grofen der Thermodynamik werden.

Bemerkung: o Die Wahl der Konstante k > 0 ist eine reine Konvention bzw. eine Frage
der verwendeten Mafseinheit.

e In Ubereinstimmung mit der Shannonschen Informationsentropie aus von Seite
folgt die Entropie nach Gibbs

S(E, &) = —k({ln pnx(E, T)) (4.2)
aus dem mikrokanonischen Ensemble py.

e Genau wie die Begriffe ,Makrozustand“ oder ,thermodynamisches Gleichgewicht“ ist auch
die Entropie fiir ein statistisches Ensemble unabhéangiger Systeme definiert, fiir Einzelsys-
teme dagegen durch die Ergodenhypothese und Grobkérnung (vgl. auf Seite .

e Mikroskopisch ist die Entropie S anschaulich beschrieben, makroskopisch aber nur indirekt
durch den ersten Hauptsatz fiir reversible Prozesse messbar, dazu spédter mehr.

e Im Gegensatz zu den gewohnlichen bzw. mechanischen Zustandsvariablen nennt man die
Entropie S zuweilen auch thermodynamische Zustandsvariable oder thermodyna-
misches Potential.
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4. Mikrokanonischer Formalismus

4.2. Beispiel: Das klassische ideale Gas

Wir wollen den neuen Entropiebegriff anhand des klassischen idealen Gases veranschaulichen.
Dazu betrachte man ein zusammenhéngendes Volumen V mit N ununterscheidbaren gleichen
Teilchen. Diese dufieren Parameter fassen wir wie gehabt unter dem Symbol z = {V, N} zusam-
men, wahrend die Hamilton-Funktion in kartesischen Koordinanten

N N
=2 g t 2LV
i=1 i=1
lautet. Im Fall des idealen Gases geht man von punktférmigen Teilchen ohne gegenseitige Wech-

selwirkung aus, lediglich die volumenbegrenzende ideale Wand wechselwirkt mit den Teilchen
in Form des Potentials

W (&) = {

0 : eV

oo : sonst
Damit ist die Grundzustandsenergie Fy durch

Ey = H(p,x
0 glel{}(éf))

gegeben, sodass insbesondere £ = FE — Ej gilt. Die Zustandssumme ist nach Gleichung (3.12)
auf Seite [45] durch

QE,z)=®(E,7) - ®FE—-6E,7) mit &FE,7)= /@(E—H(gb,g:«))dr

bestimmt, wobei fiir das Integrationsmafs im vorliegenden Fall

N

1 1 o o

iU = cdp = sax—mdo = o [ [ didp;
=1

gilt. Die Funktion ®(E, Z) ist somit durch die Gleichung

d(E,z) = MH/ /H@ <2mE Z ) dp; (4.3)

VN 3N-dim. Kugel mit Radius vV2mE

definiert. Verwendet man nun weiter, dass das Volumen einer d-dimensionalen Kugel vom Radius
r durch

_ men)e
MO e

gegeben ist (vgl. Ubungen), so lisst sich ®(F, %) mit & = {V, N} durch

VN(QWmE)%

(B V.IN) = WNNUT(EY 11)

O(E) (4.4)

ausdriicken. Der angehédngte O(FE)-Term sorgt dafiir, dass der Ausdruck fiir negative E ver-
schwindet, da zum einen die Grundzustandsenergie Ey := minger H(¢,Z) = 0 ist und deshalb
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4.2. Beispiel: Das klassische ideale Gas

andererseits durch den Wurzelterm sonst komplexe Werte fiir ®(FE,V, N) entstehen konnten.
Unterdriickt man zur Verkiirzung der Terme die Abhéngigkeit von den &uferen Parametern
Z ={V,N}, so gilt fiir die Zustandssumme

QE) = ®(E) — ®(E — 0F) = ®(E) E_(SE)Q

E

1—®(E—6E)<

Der letzte Term in den eckigen Klammern lasst sich fiir 0 < § F < E abschétzen. Dazu betrachte
man zuerst die grobe Abschitzung 1 4+ x < e, die fiir alle x € R erfiillt ist. Damit folgt

0<

3N

3N
— oge(E—aE)<E_E‘5E)2 <o B

ol

was gegeniiber dem Term ©(E) = 1 vernachléssigbar ist, falls

E E-—Ej
oF > No N
gilt. Unter realistischen Bedingungen ist dies immer erfiillt, und auch fir 6 F > E ergibt sich
ganz trivial dieselbe Folgerung.
In guter Niherung gilt also fiir die Zustandssumme Q(E,V, N) = ®(E,V, N), womit insbe-

sondere {2 und S unabhéngig von der Energiebreite § E' sind. Mit der Stirling-Formel
N!'=T(N +1) = V2rN - NNe NOU/N)
wird der unschone Vorfaktor-Teil N! - F(% + 1) aus Gleichung 1j zu

= mittlere Energie pro Teilchen

3N
R
N!-T <3é\7 + 1) = V21N QW%NN <3é\7) e_TN(l + O(1/N)) .
und es folgt fiir die Zustandssumme
%
5

Q(E,V,N) = (;)N <Z§;§£> eév\/é_lﬂN(l —O(1/N)) .

Wie in Gleichung (4.1) formuliert, kénnen wir mit der Zustandssumme Q(E, V, N) nun auch die
Entropie S ausdriicken. Einsetzen des obigen Terms fiihrt schliefslich zu der Gleichung

3
V (Adrm E\2 s 1 1
In|—=|(—— 2 -1 — | In —

— 1 fir N - o0
vV 3 4mm E 5

=kN [ln N + 5 In (WN) + 2] (4.5)
Bemerkung: Bei dem betrachteten klassischen idealen Gas handelt es sich um ein homoge-
nes System mit schwacher (bzw. in diesem Fall sogar verschwindender) Kopplung. Die genaue
Gestalt des Systems geht nur durch das Volumen V ein. Die Quotienten % bzw. % geben das
durchschnittliche Volumen pro Teilchen bzw. die durchschnittliche Energie pro Teilchen an, sie
sind also beide intensiv und ortsunabhéngig. Die Entropie S selbst dagegen ist extensiv.

Man beachte noch, dass die Anwendung der Logarithmengesetze im letzten Umformungs-
schritt zwar von der mathematischen Symbolik her korrekt, physikalisch aber nicht ganz richtig
sind, da die einzelnen Summanden nun Logarithmen von Werten sind, die noch Einheiten tragen.
Das soll uns praktisch aber nicht weiter stéren.

S(E,V,N) = kInQ(E,V,N) = kN
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4. Mikrokanonischer Formalismus

4.3. Allgemeine Eigenschaften von Zustandssumme und Entropie

Im Folgenden betrachten wir nun den klassischen Fall im Detail, die &ufieren Parameter &
werden weiterhin in der Notation unterdriickt. Es sei H(¢) fiir den Zustandsvektor ¢ = (¢,p) =

(Z1,...,ZN,D1,--.,PnN) eine beliebige Hamilton-Funktion der Form
Di — q 1A($z))
H(@)=T+V mit V=V(G, Z g
i=1

wobei ¢¢! elektrische Ladungen und _’( 7;) ein (zeitunabhéngiges) Vektorpotential seien, das
durch die Rotation rot A(Z) = V x A(Z) = B(Z) mit dem Magnetfeld zusammenhingt. Damit

folgt

/@ (E-T(¢ 7)) cd - /5 )) dE (4.6)

// (E-V(q /@E E— T(qp))cdpdqu

o7 (E-E)

wobei wir zur Abkiirzung die Funktion

N
Op(E):=c- /@ (E - Z (pi - %Z;A(xl)) > dp

=1

definieren. Ist die Energie E < 0, so ergibt sich auch ®7(E) = 0. Fiir E > 0 betrachten wir
dagegen die Variablentransformation

D 5 - - : . 7 — LA(T;)
p=y(@) =, YnN) mit Ui == M

2Em;
mit der Jacobi-Determinante | ‘ = det ( ) (H 2Em2) dann folgt mit der Analysis
II-Transformationsformel
:c-/ 9 g O(E — Ej?) dj = Hm - K3n(1) = yE“O(E)
a7
3
mit = C((27T)N [T i) a3
L3 +1) ’ 2

Insbesondere ist ®7(E) vom Vektorpotential A bzw. von § unabhiingig. In klassischen Gleich-
gewichts-Systemen kann man ein externes (statisches) Vektorpotential geméf dem Bohr-van-
Leerwen-Theorem wegtransformieren, sodass es keinerlei Effekt mehr hat. Aquivalent dazu
ist, dass es sich beim sogenannten Diamagnetismuﬁ{ﬂ im thermodynamischen Gleichgewicht nur
um ein rein quantenmechanisches Phanomen handelt.

1Zur Erinnerung: Diamagnetisch nennt man Materialien, die die Tendenz haben, aus einem Magnetfeld heraus-
zuwandern. Wenn ein &ufseres magnetisches Feld H auf Materie einwirkt, kann man sich modellhaft vorstellen,
dass in jedem Atom oder Molekiil ein Kreisstrom induziert wird, oder dass ein Elektron auf seiner , Kreisbahn*
um den Atomkern und durch ,Rotation um sich selbst* ein Magnetfeld erzeugt, das dann ausgerichtet wird.
Das induzierte Feld H als Summe der Momente aller Atome aus der Probe, das nach der Lenz’schen Regel
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4.3. Allgemeine Eigenschaften von Zustandssumme und Entropie

Setzt man nun das obige ®7(F) in die Gleichung (4.6]) ein, so gelangt man schlieflich zu
d(E) :7-/(15— O(E — E)®},(E) dE

mit /@E V(3))dq .

Aus diesen Gleichungen sind jedoch nur wenige allgemeine Folgerungen méoglich. Mit der Form
H(¢) =T + V der Hamilton-Funktion und der Forderung einer Grundzustandsenergie Ey gilt

Ey = H |4
0 = mmin (¢) = min (@) -
Fir E < Ej ist dann @y (F) = ®(E) = 0, wiahrend umgekehrt fiir £ > Ey sowohl @y (E) > 0
und ®(F) > 0 ist. Die bisher unbestimmten Integralgrenzen innerhalb der Funktion ®(E) lassen
sich damit zu

E

O(E)=v / (E — E)*®\,(E) dE
Ey

konkretisieren, was somit in gewisser Weise wiederspiegelt, dass die Funktion ®(E) das Volumen

der Energiekugel ausdriickt, die bei der Grundzustandsenergie Fy anfingt. Differenziert man

diesen Ausdruck nun nach der Energie F, so erhidlt man weiter die Funktion

E ~ ~ ~
w(E) :=d'(E)="- /E oE — E) 19, (E) dE

die anschaulich den Fldcheninhalt der dufteren Oberﬂéiche der Energiekugel beschreibt. Liegt
E e [Eo, E], so ist auch die Ableitung ®{,(E) > 0 und aus E - <1 folgt dann die Abschétzung

(0%

w(E) = @/(B) > " 0(E) (A7)

Fiir quantenmechanische Betrachtungen setzt man die Zustandssumme in der Energiedarstel-
lung wieder Q(E) := ®(E) — ®(E — JF), wobei die ®(FE)-Funktion quantenmechanisch durch

O(E) :=Sp (0(E — H)) =) _O(E - Ey) (4.8)

dem &duferen Feld H entgegengesetzt ist, schwicht dann dieses dufere Feld (dhnlich wie ein elektrisches Feld
in einem Dielektrikum). Es wird auch deutlich, dass die Probe dorthin strebt, wo das magnetische Feld am
schwichsten ist, in einem inhomogenen Feld also vom Magneten weg.

Natiirlich entspricht die oben genannte modellhafte Vorstellung einer , Kreisbahn* des Elektrons oder eines
Kreisstroms nicht der Wirklichkeit. Die tatséchlichen Vorgénge lassen sich nur quantenmechanisch erkléren,
der Spin des Elektrons besitzt einen magnetischen Dipol und erzeugt so ein Feld, das aber aufgrund des
Pauli-Prinzips und der thermischen Bewegungen makroskopisch nicht in Erscheinung tritt. Erst durch das
duflere Feld werden auf atomarer Ebene magnetische Momente induziert.

Aufgrund dieser Uberlegungen wird klar, dass nahezu jedes Material diamagnetisch ist. Weil die Effekte aber
sehr schwach sind, insbesondere schwécher als der Paramagnetismus und um Groéfienordnungen schwécher
als der Ferromagnetismus, treten diamagnetische Effekte nur bei solchen Materialien messbar auf, die weder
para- noch ferromagnetisch sind, und man bezeichnet auch nur solche Stoffe als diamagnetisch.

Diamagnetische Materialien besitzen eine magnetische Suszeptibilitat kleiner als 0 bzw. dementsprechend
eine relative Permeabilitdt kleiner als 1.
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4. Mikrokanonischer Formalismus

gegeben ist. Es handelt sich also um eine Treppenfunktion, deren Stufen jedoch so dicht liegen,
dass ®(F) aus physikalischer Sicht effektiv als beliebig differenzierbar angenommen werden
kann Fiir einen Hamilton-Operator der Form H=T+V gilt dann wieder die Abschitzung
, allerdings gibt es hierfiir weder einen Beweis, noch sind Gegenbeispiele bekannt.

Sowohl im klassischen, wie auch im quantenmechanischen Fall, ist die Abschétzung aus Glei-
chung dquivalent dazu, dass fiir alle AE > 0 aus

4 B > a% In(E — Ey) = In

O(E+ AE) - E+ AE — Ep\“
dE

P(E) E—Ey

die Abschitzung

3N

AE \ %
) fiir alle AE >0 (4.9)

E— Ep

®(E + AE) > ®(E) (1 +

folgt. Analog findet man eine dhnliche Abschatzung fiir w(FE), denn fiir die Ableitungen gilt

o —
E — Ep

W(B) = o (E) > Lo/my >0

und damit erhélt man dann genau wie oben

(4.10)

N1
AE 2
E— E()) '

w(E + AE) > w(E) (1 +

Aus der Abschitzung (4.9) folgt nun ®(E) > ®(E — §E), falls 6E > EYVEO ist. Diese Forde-
rung ist unter realistischen Bedingungen stets erfiillt, und mit Q(E) = ®(F) — ®(F — JE) gilt
dann folglich

QO(E) = 0(B) . (4.11)

Insbesondere sind dann die Zustandssumme €2 und die Entropie S von der Energiebreite JF
unabhéngig. Aus praktischer Sicht ist somit die gesamte klassische Energiekugel in einer diinnen
Energieschale enthalten. Fiir alle E > Fy ist ®(E) > 0 und mit der Abschétzung dann
auch ®'(E) > 0.

Wenn wir nun die Abhéngigkeit der dufseren Parameter & wieder in die Notation miteinbezie-
higen, so folgt aus Q(E,z) = S(E, ) dann fiir alle Energien E > Ej {iber dem Grundzustand

(B, 7)

S(E,z) k@/(E,g:«)
OF a

— / o~
=®(E,z)>0 und 5E 5(E,7)

>0. (4.12)

Betrachtet man das Verhalten im Grenzprozess E — Ey, so geht klassisch auch ®(FE) — 0,
quantenmechanisch dagegen gilt

®(E) — go = go(¥) = Entartungsgrad der Grundzustandsenergie .
Fiir die Entropie bedeutet dies bei £ — FEy dann folglich

—00 : klassisch

S(E,7) - { klngo(Z) : quantenmechanisch (4.13)
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4.4, Temperatur

Man definiert nun weiter eine Energiewahrscheinlichkeitsdichte im klassischen Fall, bzw.
eine Energiezustandsdichte in der Quantenmechanik durch
. . E . .
pe(E) = <(5(E — H)> = SEE;G(E — FE)-©O(F — E+JE)
_ { [ &6(E—H(¢))-O(E—H($))-©(H(¢) — E+5E) : Kkl
Sp [&0-(E — H(¢)) -©(E — H(¢)) - ©(H(¢) — E+6E)] : qm.
Die klassische Gleichung stimmt dabei mit der bereits in Abschnitt auf Seite [35| postulier-
ten Gleichung iiberein, im quantenmechanischen meint . wieder die Pri-Delta-Funktion, mit
makroskopisch winziger, aber mikroskopisch grofer Peak-Breite. Die Form der Funktion wg(FE)
kann durch die w(E)-Abschétzung (4.10)) approximiert werden. Der Kurvenverlauf zeigt dabei
ein extrem scharfes Maximum bei E und ist ein beliebig kleinen Umgebung davon nur noch
unwesentlich verschieden von Null.

4.4. Temperatur

Kommen wir nun zum Begriff der Temperatur eines irreduziblen isolierten Systems im ther-
modynamischen Gleichgewicht, die durch

AL (4.14)

(52)
oF )z
definiert ist. Dies ist die Standardschreibweise fiir den Term

s = (240

Genau wie die Entropie S ist auch die Temperatur T' eine thermodynamische Zustandsva-
riable bzw. -Funktion, und somit nur fiir Energie £ > Ey oberhalb der Grundzustandsenergie
sowie in irreduziblen Systemen im thermodynamischen Gleichgewicht definiert - sowohl klas-
sisch, wie auch quantenmechanisch. Mit Q(FE) = ®(F) und den Abschétzungen der partiellen
Ableitungen in Gleichung folgt

O(E) _ QE)

——=>0 firalle E>Ej . (4.15)

= 9B T wE)

Im Klassischen ldsst sich dies folgendermafsen interpretieren: Das Produkt der ,Oberflache®
w(E) mit kT ergibt das gesamte Volumen ®(FE), also die Energieschale Q(FE), d.h. das Produkt
kT lasst sich als die effektive Dicke der Energieschale interpretieren. Ferner gilt

1 ~ .. -
ﬁ—pE(E)>O fir F—FE,

d.h. die Temperatur ist stets endlich, genauer 0 < T < co. Somit entspricht k7" also dem Inversen
einer Energiewahrscheinlichkeit oder Zustandsdichte und hat die Dimension einer Energie. Des-
halb heifst k7" auch thermische Energie. Aus der w(FE)-Abschitzung (4.10) und £7-Gleichung

(.15)) folgt

T—0<«— F— Ey,

die Temperatur 1" verschwindet also bei Anndherung an die Grundzustandsenergie Fy. Zusam-
men mit der Definition der Temperatur (4.14) bildet dies die Basis des dritten Hauptsatzes der
Thermodynamik, auf den wir spéter genauer eingehen.
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4.5. Energie als Zustandsfunktion

Fiir alle &uferen Parameter Z ist die Entropie S(FE, &) eine streng monoton wachsende Funktion
der Energie F, und muss daher eindeutig zur Energie hin auslésbar sein. Mit anderen Worten
kénnen wir durch die Entropie mit einer wohldefinierten Umkehrfunktion

E(S, )

die Energie als Zustandsfunktion darstellen. Hierbei gilt es aber zwischen einer Zustands-
funktion der obigen Form und einer Zustandsvariable zu unterscheiden. Es folgt also durch
Einsetzen wieder

E(S(E,%),2) = F,

und leitet man beide Seiten dieser Gleichheit ab, so erhélt man mit der Definition der Tempe-

ratur in Gleichung (4.14)

(g§>i (gg)ﬁ =1 «— (gg)j =T =T(5,2) =T(E(S,),%) >0.

Differenziert man stattdessen E (S (E,z), ic) = F nach dem i-ten duferen Parameter z;, so folgt

8£ oS N OF 0 e oF _ oS
aS 7 8331 E,z; 8xz S, T; B axz S,%; ; aﬂfz E,z;

wobei mit z; = (x1,...,24,...,2,) die Menge der dukeren Parameter ohne x; gemeint ist. Es
sei nochmal daran erinnert, dass es sich hierbei um eine Kurzschreibweise fiir

OB(S, )
81‘1'

dS(E(S,2),T)

= —-T(E(S,%),%) B
N, e’ 1

T(S,z)
handelt, falls S und £ unabhéngig und E eine abhéngige Variable sind, als auch fiir

_OS(E, i
1,5 D

OE(S(E,z),%)
8.7}7; B

falls £ und & unabhéngig, aber die Entropie S eine abhéngige Variable ist.

4.6. Der erste Hauptsatz der Thermodynamik fiir reversible
Prozesse

Wir wollen den ersten Hauptsatz nun ausschliefflich fiir reversible Prozesse betrachten. In diesem
Spezialfall sind insbesondere die folgenden zwei Bedingungen erfillt:

1. Das System ist in jedem Moment im begleitenden thermodynamischen Gleichgewichts-
Zustand mit wohldefinierter Entropie S(E, z), Energie E(S, Z), Temperatur T, usw.

2. Die Verdnderungen am System seien adiabatisch, also beliebig langsam, sodass der Pro-
zess durch differentielle Anderungen von Energie F, Entropie S und den duferen Para-
metern ¥ vollstdndig beschreibbar ist.
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Die abhéngige Variable E(S, ) ist durch die unabhéngigen Variablen S und Z festgelegt,
sodass sich entlang eines beliebigen festen Prozess-Weges im Raum der Gleichgewichtszusténde
gemaf dem ersten Hauptsatz der Zusammenhang

OF OF
dE = <9S>x ds + Z <9$z‘>s,xi dz;

ergibt. Indem man der Kiirze halber die zugehorige innere Variable als

X; = <8E> :—T<8S> (4.16)
8$i S,T; 8$7‘ E.z;

definiert, kann man den ersten Hauptsatz fiir reversible Prozesse recht kompakt in seiner
Standardnotation

dE =TdS+ Y X;du (4.17)

7

formulieren. Dabei sind die X; innere Variablen, und die x; wie gehabt dufsere Variablen bzw. Pa-
rameter. Es leuchtet ein, dass in einem isolierten System im thermodynamischen Gleichgewicht
die mechanische Arbeitsleistung mit einer Anderung der Auferen Parameter gleichbedeutend
ist. Durch einen Vergleich mit dem allgemeinen ersten Hauptsatz dE = 0@ + 0 A folgt dann im
Spezialfall reversibler Prozesse

0Qrey =TdS — und  6Awy =Y Xidu; . (4.18)

Bemerkung: e Wir haben bereits erwiahnt, dass im Allgemeinen §() niemals ein totales
Differential darstellt, sprich das Integral () immer vom Integrationsweg - also der Pro-
zessfithrung - abhéngig ist. Fiir reversible Prozesse aber ist ‘S%ﬂﬂ ein totales Differential
mit wegunabhédngigem Integral iiber die Entropie S, man sagt, das T ein integrierender
Nenner sei.

e Analoges gilt auch fiir die Arbeit § A, sofern nur ein dz; # 0 ist.

e Durch (SQ% wird die Entropie S somit zu einer indirekt messbaren makroskopischen Gréfse.

4.6.1. Das chemische Potential

Bisher haben wir die Teilchenzahl bei unseren Betrachtungen immer konstant gehalten, dies
wollen wir nun dndern. Falls die dufseren Parameter x; gerade die Teilchenzahl Nj, angeben, d.h.
insbesondere dass sie eine extensive Grofie beschreiben, dann ist die zugehorige innere Variable
X, intensiv und wird als chemisches Potential

bezeichnet. Aus mikroskopischer Sicht ist die Teilchenzahl natiirlich eine ganzzahlige und dis-
krete Grofse, aber aus makroskopische Sicht sind die einzelnen Teilchen so winzig und dicht
gepackt, dass man in guter Ndherung von einer Differenzierbarkeit dieser Grofse ausgehen kann,
was die physikalische Wohldefiniertheit der obigen partiellen Ableitung liefert.
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4. Mikrokanonischer Formalismus

Zu einer alternativen Beschreibung des chemischen Potentials definiert man die sogenannte
Molzahl durch den Quotienten

Ny,

ng = Na

mit N4 ~ 6.0221367-10%% als Avogadro-Konstante. Mit dieser Grofe wir das chemische Potential

durch
- _(9E
Hi = Ong s

bestimmt. Welche physikalische Bedeutung aber hat diese neue Grofke?

Man fiige dem System eine infinitesimale makroskopische Stoffmenge dn; mittels eines be-
liebigen reversiblen Prozesses zu, bei dem dann folglich alle &ufieren Parameter ny und die
Entropie S am Ende denselben Wert haben, wie am Anfang. Dann gibt das chemische Potential
i bzw. [i den Energieaufwand pro Teilchen bzw. pro Stoffmenge dng an. Mit anderen
Worten ist das chemische Potential eine verallgemeinerte Kraft, die zum duferen Parameter der
Teilchenzahl gehort.

4.6.2. Arbeits- und Kraftkoordinaten

Dieser eben erwahnte , Kraftbegriff ist nicht auf die Zustandsgrofe der Teilchenzahl beschrénkt.
Falls die dufseren Parameter z; keine Teilchenzahlen aber extensiv sind, so nennt man x; die
Arbeitskoordinate und X; die Kraftkoordinate bzw. die dazu konjugierte Kraft. Fiir
intensive dufere Parameter x; gilt die umgekehrte Nomenklatur, insbesondere sind die Arbeits-
koordinaten dann extensive Gréfsen.

Aus hier stellt sich wieder die Frage nach der physikalischen Bedeutung der Definition: Dazu
betrachte man die Rechnung

a8 kI Q(E, 7)] @iy ka[ln@(E,:z)] _ k  09(E,%)
<01'Z)E73—31 N 61‘% N al'l N q)(E,fZ‘) 8:5‘1
LB S 5 O(E — H(¢,&)) dl 1 [ (~52 H(¢,))8(E — H(¢, 7)) dT
Y0NS d'(E, %) T [6(E - H(¢,%))dl ’
e
(4.15): +

dann kann gemaf der dritten Diskussion von Seite 45| der letzte Faktor kurz als Erwartungswert

J (5% H(6,%))0(E - H($, &) dT <_5H>
[6(E—H(¢,%))dl O\ Oy

geschrieben werden. Fiir quantenmechanische Systeme folgt dasselbe Ergebnis, indem man im
letzten Umformungsschritt die quantenmechanische Energiedarstellung von ®(F) mittels der
Spur aus Gleichung (4.8]) von Seite [59| verwendet. Damit erhalten wir dann schlieflich

XFT<@S) :<8H> |
al'i E,%; 8:@

was verglichen mit den Hamiltonschen Gleichungen den Kraftbegriff motiviert.
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4.7. Thermodynamische Potentiale und Zustandsgleichungen

Urspriinglich waren (E, %) die unabhéngigen und S, T', X; (bzw. ux) die abhéngigen Zustands-
variablen. Die Entropie S = S(F, %) spielt hierbei eine Sonderrolle, und wird auch thermody-
namisches Potential genannt, da 7" und X; daraus durch entsprechende Zustandsgleichungen
folgen, wie in der Definition der Temperatur, der Gleichung und der Definition des
chemischen Potentials - man spricht von der sogenannten Entropiedarstellung.

Wiéhlt man dagegen (S, Z) als den unabhéngigen Satz von Zustandsvariablen, dann ist analog
die Energie E(S, ) ein thermisches Potential, und die daraus folgenden Zustandsgleichungen
sind in Energiedarstellung formuliert. Im Einzelnen fiihrt dies auf die

E
T = <25> kalorische Zustandsgleichung,

OF
X; = < 3 ) thermische Zustandsgleichung (wenn z; keine Teilchenzahl ist),
xl 575:7;

E
Y = (8) chemische Zustandsgleichung.
ONk ) s N,

Um nun den Begriffapparat der vorangegangenen Abschnitte zu veranschaulichen, wollen wir
einige Beispiele diskutieren.

Beispiel: Man betrachte das homogene System eines klassischen idealen Gas, welches durch
die duferen Parameter & = {V, N'} beschrieben wird. Wie wir im Beispiel-Abschnitt[4.9 ab Seite
ausfiihrlich hergeleitet haben, ist die Entropie dieses Systems durch

vV 3 dmm B )

E,V,N)=kN |In— + 2In ([ 202} 4.2
S(E,V,N)=k [HN+2n<3n2N>+2]
-1

1 oS 0 [3 4mm E 3kN E 3
T (6E> KN R [21“ <3n2N)] =55 T N T (4.19)

z

beschrieben. Indem wir die Identitét (%):ﬁ = (g—g) verwenden, erhalten wir durch

die kalorische Zustandsgleichung eines idealen Gases. Diese Gleichung stellt also eine Beziehung
zwischen der durchschnittlichen kinetischen Energie pro Teilchen und der Temperatur des Gases
her. Mit analoger Vorgehensweise findet sich die chemische Zustandsgleichung

OFE oS S 5 5 TS
(o), = (ow), =7 (528) = =t

des klassischen idealen Gases, deren Interpretation in Abschnitt erfolgte.
Betrachten wir noch ein zweites Beispiel:

Beispiel: Die duferen Parameter x; parametrisieren die Systemgeometrie so, dass dx; einer
kleinen Volumenédnderung durch das Verschieben eines kleinen Fldchenelements AA am Ort 2
der Systemgrenze um eine Strecke ds senkrecht zur Oberfliche entspreche. Bei einem kubus-
férmigen System konnte dies beispielsweise durch Angabe der Seitenabstdnde zum Mittelpunkt
geschehen. Dieser Prozess verlaufe insbesondere reversibel, d.h. es gilt §QQ =T dS = 0.
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4. Mikrokanonischer Formalismus

Dann entspricht %—f der Kraft senkrecht zur Oberfliche AA, also —p(Z) - AA. Fiir die ther-
mische Zustandsgleichung folgt

8E> < OF > .
X’i — — — = —pl2) , 4.20
(ém o \ov@) g, = (4:20)

wobei p(Z) gerade dem Druck am Ort Z der Volumenénderung entspricht. Fiir homogene Systeme
ist die Energie EY unabhidngig von der genauen Gestalt, sodass folglich auch der Druck iiberall
gleich ist, es gilt also

oBN - _
aV S,V_ p‘

Andererseits aber kénnen wir aus der bereits bekannten Entropie eines klassischen idealen Gases

auch

OB\ _ (08 _ ThN

oV SN N oV BN N Vv
folgern, und kommen so auf die aus der Experimentalphysik bekannten thermischen Zustands-
gleichung

pV =kNT =nRT

eines klassischen idealen Gases, wobei R := Nak ~ 8.31 —— die Gaskonstante und n = N

Ny
die Molzahl ist.
Die abstrakte Definition der Temperatur aus Abschnitt[4.4]ist also in der Tat mit der tiblichen
absoluten Temperatur in Kelvin vertraglich, welche sich beispielsweise mit idealen Gasthermo-
metern messen lasst.

Bemerkung: e [st das System nicht homogen, so ist der Druck im Allgemeinen nicht iiber-
all gleich, sodass sich die obigen Rechnungen deutlich verkomplizieren. Derartige Félle
liegen z.B. bei Gasen oder Fliissigkeiten im Schwerefeld vor (fiir realistische Systeme aber
meist vernachldssigbar) oder Festkérpern unter externer Kraftwirkung.

e Druck kann auch negativ werden, beispielsweise fiir Festkérper unter Zugeinwirkung.

4.8. Maxwell-Verteilung, Aquipartition und Virialsatz

Betrachte nun ein klassischen System mit beliebigem H(¢), wobei wir wieder die Abhéngig-
keit von den dufleren Parametern Z in der Notation unterdriicken. Dabei betrachten wir den
Zustandsvektor ¢ € I" als ¢ = (q,p) = (¢1,- .., P2y), wihrend die Hamilton-Funktion durch

& - 2 A@)”
2’1’)%

+ V()

gegeben ist, wobei jeweils drei kartesische Freiheitsgrade zu einem Teilchen-Vektor p,, oder &,
zusammengehoren. Mit k7T = (—E; aus Gleichung ([4.15) folgt fiir den Erwartungswert einer

beliebigen Funktion f(¢) im Produkt mit T

. <af(¢>)> ) ] FEO(E - H(9)) - ©(H(9) — F +0E) dT
ol w(E) Q(E)
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4.8. Maxwell-Verteilung, Aquipartition und Virialsatz

Falls nun im Grenzprozess ¢; — +oo fiir alle Zustidnde ¢ € I' die Energie H(¢) ¢ [E — 0E, E]
liegt, so ergibt sich mittels partieller Integration unter Verwendung der Definition w(F) =
[6(E — H(¢)) dl fiir das vorige Integral

[ f(®)(—3 [ (E—H(¢)) -O(H(¢) — E+5E)]dl)
w(E

)
D5(E ~ H(9))dl'  w(B - oB) | F($) %52 8(E - 6E - H(9)) dT
oOH

J I

w(E) w(E) w(E —6E)

und genau wie bei X; = < 6:c¢> in Abschnitt 2| lasst sich dies dann als

OH($)\ w(E—6E) [, oH
(1752 (0 >

Opi w(E) 09;
<1
darstellen. Dabei ist der letzte Term nicht fiir E, sondern fiir £ —  F auszuwerden, aber fiir
makroskopisch kleine  E macht dies keinen signifikanten Unterschied. Da 0 F zugleich mikro-

skopisch grofs ist, folgt w(E —JF) < w(FE) geméf der Abschitzung (4.10]). Insgesamt ergibt sich
damit

(0756 ) =47 (5 ) o

wozu wir im Folgenden einige Beispiele betrachten werden.

Beispiel: Sei die Hamilton-Funktion H(¢) genau wie oben, ¢; := p; und die Funktion

nww=<“‘fﬁwvn=ﬁw>

definiert. Fiir die partiellen Ableitungen gilt dann mit den Hamiltonschen Gleichungen

Ofn _ nfn-1(¢) oH

und

od;  my 09;
sodass fn(¢) = (¢;)"™ folgt. Mit der obigen Gleichung ergibt sich aufserdem

= f1(¢) =4q,

(@) = n (@)

2 _ kT

s

Aus den Ubungen folgt, dass §; gaussverteilt mit dem Mittelwert A = 0 und der Varianz o
sein mussE| Damit erhalten wir die Maxwell-Verteilung

p(di) = M - exp mlql
’ 2rkT 2kT
2In den Ubungen wurde per Induktion bewiesen, dass fiir die zentrierten Momente der Gauss-Verteilung

ple) = Newp (220

gilt (X -MN")=0c"(n—1)(n—3)(n—5)---1ftirn €N.
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4. Mikrokanonischer Formalismus

sowie durch n = 1 das Aquipartitionsprinzip
1 .9 1

Man spricht dabei auch vom Gleichverteilungssatz fiir die mittlere kinetische Energie pro

Freiheitsgrad. Anschaulich erhélt die Temperatur T nun die folgende mikroskopische Bedeutung:

Die von der Temperatur bestimmte thermische Ener-
gie kT entspricht der mikroskopischen Energieskala.

Bemerkung: Ein konkretes Beispiel fiir das Aquipartitionsprinzip liefert die kalorische Zu-
standsgleichung des idealen Gases, die wir auf Seite @ explizit hergeleitet haben. Man
kann das obige Ergebnis auch noch ein wenig verallgemeinern:

1. Multipliziert man die Funktion f, noch mit 6(G— qo), dann folgen Maxwell-Verteilung und
Aquipartitionsprinzip an jedem festen Bezugspunkt Gy seperat, d.h. die Teilchengeschwin-
digkeit an jedem beliebigen Beobachtungsort ist stets maxwellverteilt und unabhingig
vom Potential V ().

2. FEine Verallgemeinerung auf eine gemeinsame Verteilung iiber mehrere Komponenten fiihrt
wieder auf die obige Maxwell-Verteilung mit einem f-dimensionalen Vektor § statt g;.
Insbesondere sind die Verteilungen fiir verschiedene Komponenten ¢; und ¢; unabhéngig
voneinander.

Folglich sind also alle ungeraden Momente gleich Null, d.h. weder Teilchen- noch Energiestrome
sind mdoglich - nicht einmal lokal. Damit sind auch im Magnetfeld jegliche makroskopische
Transportstrome ausgeschlossen (vgl. Abschnitt auf Seite @)

Betrachten wir noch ein zweites Beispiel:

Beispiel: Die Hamilton-Funktion H(¢) sei von der gleichen Form wie zuvor, allerdings betrach-
ten wir diesmal ein Potential

f
V(g) = Zv;(qi) :

wéhrend das Magnetfeld A = 0 verschwinden soll. Wir setzen diesmal ¢i == ¢; und f(¢) = g;.
Dann erhalten wir den sogenannten Virialsatz

(g;Vi(@)) = kT -6 .

Setzt man beispielsweise das Potential Vi(q;) = alq;|® fiir Konstanten a,b > 0, so gilt

b
qi kT
|qZ| = Vi =Wila) = Vilg:)) = B

(2
Dies ergibt gerade die mittlere potentielle Energie pro Freiheitsgrad. Fiir den harmonischen
Oszillator, fiir den b = 2 gilt, findet sich so

V! =ab

Vila)) = 54T = "2 (i2)

Es bleibt zu bemerken, dass die Félle b < 0 und/oder a < 0 nicht mit der eingangs geforderten
FEigenschaft, dass H(¢) ¢ [E — 0E, E| fiir ¢; — +oo liegen und eine Grundzustandsenergie
Ey := minger H(¢) = minger V(§) > —oo existieren soll, kompatibel sind.

Insbesondere sind alle diese Ausfiihrungen nicht auf Quantensysteme iibertragbar, da sich die
oben verwendete partielle Integration nicht auf die quantenmechaniche Spur libertragen ldsst
(vgl. den modifizierten Ubersetzungschliissel von Seite .
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4.9. Extremalitatseigenschaften

Man betrachte nun ein isoliertes System mit den duferen Parametern (F,z) und zusétzlichen
inneren Zwangsbedingungen bzw. Hemmungen. Wir haben bereits ausfiihrlich die Eigenschaft

Q(F, Z;innere Zwangsbedingungen) < Q(FE, %)

der Zustandssumme diskutiert. Mit der Definition der Entropie S(E,z) := kInQ(E, ) iiber-
tragt sich dies in Form der sogenannten Extremalitiatseigenschaft bzw. dem Variations-
prinzip fir S(E, ) analog auch auf die Entropie, d.h. es gilt

S(FE, z;innere Zwangsbedingungen) < S(FE, %) (4.22)

fiir Prozesse mit einem Anfangs- und Endzustand im thermodynamischen Gleichgewicht, wobei
dazwischen auch Zustédnde fern vom Gleichgewicht méglich sind. Ebenfalls wie bei der Zustands-
summe gilt

S(FE, z;innere Zwangsbedingunge) = S(E,Z) <= Reversibler Prozess .

Bemerkung: Der erste Hauptsatz der Thermodynamik fiir reversible Prozesse bezieht sich
auf die reversible Anderung dufierer Parameter bzw. Zwangsbedingungen, wahrend die obigen
beiden Gleichungen auf innere Zwangsbedingungen verweisen.

Ein Beispiel iiber die Mischung idealer Gase wurde in den Ubungen behandelt. Man kann
durch die Entropie die Extremalitatseigenschaft bzw. das Variationsprinzip auch fiir die
Energie E(S, %) formulieren, wo es dann

E(S, Z;innere Zwangsbedingungen) > E(S, &) (4.23)

lautet. Die Gleichheit ist auch hier wieder nur fiir reversible Prozesse gegeben, was sich mithilfe
eines Widerspruchs zeigen lasst. Dazu nehme man an, dass eine innere Zwangsbedingung mit

AE = E(S,%) — E(S, #; innere Zwangsbedingungen) > 0

existiere. Ausgehend vom gehemmten Zustand kann man dem System die obige Energiediffe-
renz AFE in Form von Wéarme reversibel zufithren. Wegen dS = (SQ% nimmt dabei dann die
Entropie zu, sodass man einen gehemmten Gleichgewichtszustand mit demselben Wert (E, )
wie im ungehemmten Gleichgewichtszustand erhélt, aber mit grofserer Entropie. Dies aber steht
im Widerspruch zur Extremalitéitseigenschaft der Entropie, welche direkt aus der Zu-
standssumme folgt.

4.10. Extensivitat der Entropie

Zum Abschluft des mikrokanonischen Formalismus wollen wir noch die Extensivitdt der
Entropie zeigen. Dazu betrachten wir ein isoliertes System im thermodynamischen Gleich-
gewicht, dessen Entropie durch S(F,Z) gegeben ist. Durch bereits vorhandene (oder mittels
reversibler Einschiebeprozesse zusétzlich hinzugefiigter) Trennwénde erhalten wir eine beliebige
Unterteilung des System in voneinander isolierte makroskopische Teilsysteme im thermodyna-
mischen Gleichgewicht. Jedes dieser Teilsysteme hat dann die Teilentropie
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Nun gilt bei derart unterteilten Systemen fiir die Zustandssumme = [], €;, und mit den ent-
sprechenden Logarithmengesetzen nach obiger Gleichung fiir die Gesamtentropie ), S;. Wegen
der Reversibilitdat der Unterteilung und der Annahme der schwachen Kopplung ist die Gesamt-
energie immer noch E und somit die Gesamtentropie immer noch S, sodass wir

S=>_5

erhalten. Nach der Definition einer extensiven Zustandsvariable ist somit die Entropie extensiv

und durch T := (g—g);l ist dann die Temperatur 7T intensiv.
Wir kénnen nun wie im Abschnitt iiber die Fluktuationen innerer Variablen auf Seite (3] die
Unterteilung in identische Teilsysteme bis an die Grenze zum mikroskopischen Bereich treiben,

sodass
=O(N)  bzw. Q=¢"W (4.24)

mit N als Teilchenzahl folgt. Betrachten wir abschlieffend noch ein Beispiel:

Beispiel: Fiir ein klassisches ideales Gas, welches nach wie vor homogen ist, gilt
E, FE J Vi VvV
—=— un — ==
N; N N; N

nach Unterteilung in identische Teilsysteme, d.h. die durchschnittliche Energie pro Teilchen und
das durchschnittliches Volumen pro Teilchen sind im Gesamtsystem und Teilsystem gleich. Aus
der uns bereits bekannten Entropie-Gleichung eines klassischen idealen Gases ergibt sich

dann
vV 3 dmm E 9 Vi 3 dmm E; b
5 =kN [ln+ ke <3h2N> +2} = Zi W [1HM+21H (gm) + 2]
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Nachdem wir im vorigen Kapitel ausfiihrlich die mikroskopischen Eigenschaften eines System
betrachtet haben, wollen wir nun allgemeine Folgerungen aus dem Begriff der Entropie S(E, )
bzw. der Energie E(S, z) ziehen.

5.1. Gleichgewichtsbedingungen

Man betrachte ein irreduzibles isoliertes Gesamtsystem im thermodynamischen Gleichgewicht,
dessen Teilsysteme globale Erhaltungsgrofen (wie Energie, Volumen, Teilchenzahl, etc.) unter-
einander austauschen kénnen und zudem schwach gekoppelt sind.

Das weitere Vorgehen soll hier am Beispiel eines homogenen Gesamtsystems mit nur einer
Teilchensorte und zwei Teilsystemen illustriert werden, wobei beide Teilsysteme durch die inne-
rer Variablen Energie F; und den Parametern ; = {V;, N;} fiir i = 1, 2 charakterisiert sind. Ein
allgemeinerer Fall verlauft dann ganz analog, wiirde aber nur durch zusétzliche Komplexitit
und den notigen Formalismus behindern.

Man betrachte also einen gehemmten Gleichgewichts-Zustand, wobei wir zwischen den beiden
Systemen durch AFE, AV und AN einen Austausch in Form von

Ei+AFE | E5 — AFE
Vi+ AV Vo — AV
N1+ AN | Ny — AN

symbolisieren, d.h. die Gesamtenergie F, das Gesamtvolumen V und die Gesamtteilchenzahl
N des Systems bleiben unveréndert, aber man hat zusétzliche Zwangsbedingungen, nach de-
ren Beseitigung sich der Ausgangszustand wiedereinstellt. Aufer fir AE = AV = AN =0
ist die Beseitigung der Hemmungen zudem nur auf irreversible Art moglich. In der Entropie-
Extremalitatseigenschaft

S(E,V, N;innere Zwangsbedingungen) < S(E,V, N)

des vorigen Kapitels galt die Gleichheit genau dann, wenn AE = AV = AN = 0 gilt. Durch
die Extensivitat der Entropie lasst sich

S(E,V, N;innere Zwangsbedingungen)
= Sl(El +AE, V1 + AV, N1 + AN) + SQ(EQ —AE, Vo — AV, Ny — AN)
=: f(AE,AV,AN)

definieren, wobei insbesondere S(E,V, N) = f(0,0,0) gilt. Folglich hat die so definierte Funktion
f(AE, AV, AN) ein eindeutiges absolutes Maximum bei AE = AV = AN = (. Damit erhalten
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wir durch eine mehrdimensionale Taylor-Entwicklung die Abschéatzung

051 05 051 052 051 0852
=|——--—=| AF — ——= |- AV — — —— | -AN
<8E1 8E2>AE—A\_/|_ <8V1 8V2>AE—A\_/|— (6N1 8N2>AE—AV
—AN=0 =AN=0 =AN=0
(Lt p_n _m B2
() am+ (B -B)ave (e 2)an,

Da diese Eigenschaft fiir beliebige AE, AV und AN gelten muss, ergeben sich die folgenden
Gleichgewichtsbedingungen:

T =15 thermisches Gleichgewicht
P1 = P2 Druck-Gleichgewicht
1 = po chemisches Gleichgewicht

Im thermischen Gleichgewicht konnen wir Ey = E;(E,V,N) und entsprechend Ey = E —

E(E,V,N) setzen, wenn wir die Gesamtenergie des System sowie die Energie eines der beiden
Teilsysteme kennen. Es folgt dann

(@) = (@) (3 ), (@), (o)
OF )y OE1 ) yyvi \OE )y n OFE> ) N, vs OF )y n

1 1 E 1 E |
— — = — b 4+ — 1— Q Tl:T27
T T\OE)yy T OF )y x T

und damit erhalten wir fiir die Temperatur des Gesamtsystems im thermodynamischen Gleich-
gewicht T' = T7 = T5, analog fiir den Druck p = p; = po und schlieflich fiir das chemische
Potential im thermodynamischen Gleichgewicht u = u; = ue.

Bemerkung: e Besteht das System aus mehreren Teilchensorten und mehr Teilsystemen,
so kann man vom Ansatz her genauso vorgehen.

e Fiir nicht homogene Systeme hat man im Allgemeinen den gleiche Druck pi(Z) = pa(2)
an allen Stellen Z, an denen ein Volumenaustausch AV (Z) méglich ist (vgl. die thermische
Zustandsgleichung des Beispiels auf Seite [66).

e In einem realen System mit einem starren Volumen ist méglicherweise AV # 0 nicht
moéglich, sodass sich folglich kein Druck-Gleichgewicht einstellen kann, sondern nur ein

partielles Gleichgewicht. Analoges gilt auch fiir die Teilchenzahl und AN .

e Ganz analog zur obigen Herleitung folgt aus der Energie-Extremalitéitseigenschaft ,
dass die Funktion

Ei1(S1+AS, Vi + AV, Ny + AN) + E3(S2 — AS, Vo — AV, Ny — AN)

ein eindeutiges absolutes Minimum bei AS = AV = AN = 0 besitzt. Daraus ergeben
sich dieselben drei Gleichgewichtsbedingungen wie oben.
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5.2. Stabilitatsbedingungen

Nach den Gleichgewichtsbedingungen wollen wir nun die Stabilitdtsbedingungen fiir ein System
herleiten. Dies findet wieder an einem homogenen System mit einer einzelnen Teilchensorte statt,
jetzt aber sind die beliebigen Teilsysteme identisch, sodass die Indizes des vorigen Abschnitts
unnotig werden. Es ergibt sich somit eine globale Entropie-Stabilitdtsbedingung, und die
Funktion

f(AE,AV,AN) := S(E+ AE,V + AV,N + AN) + S(E — AE,V — AV,N — AN)

besitzt ein eindeutiges absolutes Maximum bei AF = AV = AN = 0 fiir beliebige S und
beliebige (sinnvolle) E, V, N, AE, AV und AN. Eine dazu dquivalente Aussage ist, dass die
Entropie S eine konkave Funktion darstellt, d.h. fiir alle (AE, AV,AN) # (0,0,0) und E, V,
N gilt

S(E+AE,V 4+ AV,N + AN) + S(E — AE,V — AV,N — AN) < 2S(E,V, N)

d.h. es folgt w =0 und % < 0, und analoges fiir V und N. Somit ergeben sich die
folgenden lokalen Entropie-Stabilitdtsbedingungen

825‘) (825> (625>
e <0, s <0 und — <0 5.1
<6E2 V.N ov?2 EN ON? EV (5.1)

fiir die zweiten partiellen Ableitung der Entropiefunktion. Es soll auf folgende Spezialfalle hin-
gewiesen werden:

e Dass die zweite Ableitung verschwindet ist im Prinzip auch moglich, allerdings nicht ge-
nerisch (also untypisch).

e Ebenso kann die Entropiefunktion S auch nicht geniigend oft differenzierbar sein, so etwas
kann bei Phaseniibergédnge im thermodynamischen Limes vor der Ableitung passieren.

e Es sind noch zusétzliche Bedingungen an die gemischten Ableitungen zu stellen, damit
die Hesse-Matrix von f und damit von .S negativ definit ist. Dann sind lokale und globale
Stabilitatsbedingungen dquivalent.

e Systeme mit mehreren Teilchensorten bzw. heterogene (nicht-homogene) Systeme lassen
sich analog betrachten, man hat dann jedoch zusédtzliche Variationsmoglichkeiten, wie
etwa ANy, oder AV (2).

e Die obige Betrachtung lisst sich vollig analog auch fiir die Energie E(S,V, N) iiberlegen,
dann gelten die Energie-Stabilitdtsbedingungen

0*E 0*E 0*E
—_— —_— —_— . 2
<8S2>V,N >0 <8v2>s,N >0 nd <6N2>s,v >0 (5:2)

Es sei an dieser Stelle noch einmal explizit darauf hingewiesen, dass die obigen Stabilitdtsbe-
dingungen (5.1)) und (5.2)) lokale Eigenschaften sind, d.h. insbesondere dass sie fiir sich genom-
men nicht hinreichend fiir eine globale Stabilitat sind.
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5. Thermodynamik

Bemerkung: e Die Entropie bildet eine konkave Funktion in Abhédngigkeit von der Ener-
gie B, wenn das Volumen V und die Teilchenzahl N konstant gehalten werden, und ist
zusatzlich streng monoton wachsend. Wegen

o8 1 0?8 1 /0T
(aE>V,N—T>° und (aE2>V,N—T2<aE)V,N<O (53)

folgt (%)VN > 0, d.h. die Temperatur wichst monoton bei zunehmender Energie des
Systems, wenn das Volumen und die Teilchenzahl festgehalten wird.

e Analog ist die Entropie S eine konkave Funktion von Volumen V und Teilchenzahl N,
aber nicht notwendig monoton.

e FEbenso ist die Energie E eine konvexe Funktion von Entropie S und Teilchenzahl N, die
zusétzlich streng monoton in S ist.

e Fiir zwei schwach gekoppelte, aber ansonsten beliebige Teilsysteme ist die Gesamtentro-
pie S1(E1 + AE) + Sa(E2 — AE) eine konkave Funktion von AE, ohne Beschriankung
der Allgemeinheit befinde sich das Maximum bzw. das ungehemmte Gleichgewicht bei
AFE = 0, wiahrend die iibrigen duferen Parameter T festgehalten werden. Im gehemmten
Gleichgewicht, beispielsweise bei AE > 0 gilt

8[51 (E1+ AFE) + So(Ey — AE)} 1 1

- <0
OAE AL <

d.h. fiir Ty,T5 > 0 folgt Th > T5. Mit anderen Worten wir nach Beseitigung der Hem-
mung Energie vom wérmeren ins kiltere System transferiert, wobei sich die Temperaturen
angleichen.

e Analog gilt fiir das Volumen V und die Teilchenzahl N das Prinzip von Le Chate-
lier: Im thermodynamischen Gleichgewicht fiihrt jede Stérung von aufien oder spontane
Fluktuationseffekte zu Reaktionen, die versuchen, das System wieder ins Gleichgewicht zu-
riickzutreiben. Dabei spielen die Differenzen von Temperatur, Druck bzw. das chemische
Potential die Rolle von thermodynamischen Kréften, die das System ins Gleichgewicht
treiben.

5.3. Wechsel der Variablen: Legendre-Transformationen

Wir haben bereits in den fritheren Abschnitten einen Wechsel der Variablen betrachtet, dies
soll nun formalisiert und verallgemeinert werden. Das Vorgehen soll wieder am Beispiel eines
homogenen Systems mit der Energie E(S,V) illustriert werden, wobei alle anderen dufseren
Parameter festgehalten werden. Fiir jedes feste Volumen V ist E(S, V') nach den Energiestabi-
litatsbedingungen eine konvexe Funktion von S, d.h. es gilt

O’E or
=) =(Z5)>o0.
952 ), 0S8
Somit ist die Temperaturfunktion 7°(S, V') mit einer wohldefinierten Umkehrfunktion S(T, V)

zur Entropie hin auflésbar (vgl. dazu den Abschnitt auf Seite der die Energie als Zu-
standsfunktion einfiihrt).
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5.3. Wechsel der Variablen: Legendre-Transformationen

Man definiert nun die sogenannte Helmholtzsche freie Energie F' als Legendre-Trans-
formierte der Energie £ durch

F(I,V):=E(S(T,V),V)-T-5(T,V) .

Bemerkung: Bis auf das Vorzeichen entspricht diese Definition der Legendre-Transformation,
die man auch in der klassischen Mechanik bei der Definition der Hamilton-Funktion aus einer
bekannter Lagrange-Funktion vornimmt, wobei in dem Fall H(q,p) = p4(q,p) — L(q,q’(q,p))
gilt. Analog zum Kapitel der Energie-Zustandsfunktion folgt

(o), = (), (), 52 (5z), =

und indem wir die Identitét T(S(T, V), V) = 1 nach T ableiten, erhalten wir

ST\ () () - (25) (£5),

G3) [O0*F 92E\ !

Auferdem erhalten wir noch die Gleichheit

F(T(S,V), T)+T(S,V)-S
- E(S(T(S, V), V), V) —T(S,V)-S(T(S,V),V) + T(S,V)-S = E(S,V) ,

d.h. die Energie E ist die Legendre-Riicktransformierte (man beachte das ,+“ statt dem
»—*) der freien Energie F'. Somit enthélt F(T, V') dieselbe Information wie E(S,V') bzw. S(E, V)
und ist somit ebenfalls ein thermodynamisches Potential (vgl. Abschnitt auf Seite[65)).

In der Praxis ist die Temperatur T als Argument oft bequemer zu handhaben als die Entropie
S oder Energie T', weshalb man iiberhaupt derartige Transformationen betrachtet.

Beispiel: Die freie Energie F(T,V') beschreibe ein System im Kontakt mit einem Warmebad,
d.h. ein Energicaustausch findet ausschliefslich in Form von Warme statt. Auferdem sei das
Wiérmebad so grofs, dass dessen Temperatur Tpaq als konstant angenommen werden kann (ei-
ne gute Ndherung waren beispielsweise die Weltmeere). Schlieflich liege noch eine schwache
Kopplung zwischen System und Wéarmebad vor.

Dann folgt mit den Gleichgewichtsbedingungen Tsys = Tgaq = T, d.h. die Temperatur T
ist als dulerer Parameter vorgegeben und Energie E sowie Entropie S stellen sich als innere
Variablen ein.

Auferdem kann man noch zeigen (dies ist eine Ubung), dass die globalen Stabilititsbedin-
gungen der Energie E(S,V) fiir die freie Energie

<g;};>T >0 (5.5)

implizieren. Umgekehrt sind die lokalen Stabilitédtsbedingungen der freien Energie zusam-
men mit der obigen Gleichung dquivalent zu den globalen Stabilitdtsbedingungen der Energie
E(S,V). Dies ist insofern praktisch, da die lokalen Stabilitatsbedingungen und von
Seite 73 notwendig, aber nicht hinreichend fiir globale Aussagen sind. Insbesondere sind in der
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5. Thermodynamik

obigen lokalen Stabilitéitsbedingung fiir die freie Energie die erwahnten zusatzlichen Bedingun-
gen an die gemischten Ableitungen von E(S,V') und S(E,V) enthalten.

Nach Gleichung und ist die freie Energie F'(T, V') somit eine konkave Funktion be-
ziiglich der Temperatur T' und eine konvexe Funktion vom Volumen V. Da hieraus die globalen
Stabilitdtsbedingungen der Energie E folgen und die freie Energie F' keine weiteren Informa-
tionen enthélt, kann F' somit keine weiteren Stabilitédtsbedingungen fiir gleichzeitige Variation
von T und V erfiillen.

5.4. Thermodynamische Potentiale

Was wir im letzten Abschnitt durch die freie Energie exemplarisch gesehen haben, wollen wir
jetzt verallgemeinern. Jedes thermodynamische Potential enthilt dieselbe, vollstéandige,
thermodynamische Information iiber ein System im thermodynamischen Gleichgewicht. Auch
dies wollen wir wieder am einem homogenen System mit nur einer Teilchensorte diskutieren.

5.4.1. Innere Energie

Der Ausgangspunkt sei das thermodynamisches Potential E(S,V, N) der inneren Energie, die
manchmal auch mit U anstelle von E bezeichnet wird (das wollen wir aber nicht tun). Geméf
dem ersten Hauptsatz fiir reversible Prozesse gilt

dE=TdS —pdV + pudV ,

woraus sich durch Festhalten der beiden jeweils anderen Grofen die Zustandsgleichungen

OF ok ok
— =T N — =— N d — =
ergeben. Als Stabilitdtsbedingung hat man hier, dass E beziiglich S, V und N konvex ist.

Ein solches Potential ist besonders praktisch fiir isolierte Systeme.

S,V,N)

5.4.2. Freie Energie

Betrachten wir nun die erste Legendre-Transformation geméfs des vorigen Abschnitts. Aus

g—gj = T(S,V,N) und ngg > 0 folgt, dass wir S = S(T,V,N) darstellen konnen. Fiir das

thermodynamische Potential der freien Energie F'(T,V, N) findet sich also
F(Ta VvN) = E(Sv V, N) - TS‘S:S(T,V,N)

was manchmal auch mit A statt F' bezeichnet wird. Der erste Hauptsatz fiir reversible Prozesse
lautet hier

dF =TdS -TdS—-SdTl —pdV 4+ pdN
0
und man erhalt die Zustandsgleichungen

oF oF oF
a7 = W__p(T)‘/vN) und aTV—H(

Fiir die Stabilitdt muss hier F' konvex beziiglich V und N fiir festes T' und konkav fiir T" bei
festem V und N sein.

S(T,V,N) , T,V,N) .
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5.4. Thermodynamische Potentiale

Die Darstellung des Systems durch die freie Energie ist dabei besonders praktisch fiir Systeme
im Kontakt mit einem Wé&rmebad. Insbesondere beschreibt dann dF = —pdV + pudN den
reversiblen Wiarmeaustausch, daher auch die Bezeichnung freie Energie* (nur die mechanische
Arbeitsleistung und ein Stoffaustausch zdhlen, ein Warmetransfer wird sofort vom Wéarmebad
neutralisiert und dndert daher den Systemzustand nicht). Auf diese Weise erhélt man auch eine
neue bzw. alternative Interpretation von Druck p und chemischem Potential p.

5.4.3. Enthalpie

Alternativ kann man auch eine andere Legendre-Transformation durchfiihren, denn aus den

Ableitungen 2—5 = —p(S,V,N) und gV}g > 0 folgt, dass die Auflosbarkeit nach V' =V (S,p, N)

hin méglich ist. So erhélt man das thermodynamische Potential der Enthalpie H (S, p, N) durch
H(S,p, N) = E(S7 ‘/7 N) + pV|V=V(S,p,N) .

Aquivalent dazu kann man auch E(S,p, N ( V(S,p,N), ) definieren, sodass man die
Enthalpie durch H(S,p, N) = E(S,p, ) ( V,N)|g=g(sp,n) erhilt. Fiir die Enthalpie
lautet der erste Hauptsatz

dH =T dS +V dp + pndN

und die zugehorigen Zustandsgleichungen somit

aH 0H 0H

— = N — = N) .

Um die Stabilitdtsbedingungen zu erfiillen muss H konvex beziiglich S und N sein, konkav
gegeniiber p.

Die Enthalpie eignet sich besonders gut, um Systeme im Kontakt mit einem Druckbad oder
einem Volumenreservoir zu reprasentieren.

5.4.4. Gibbs-Potential

Da g—{j —p(T,V,N) und ng; > 0 gilt, was eine Auflosung zu V' = V(T p, N) ermoglich, kann

man die freie Energie einer weiteren Legendre-Transformation unterziehen. Das entstehende
thermodynamische Potential heifst Gibbs-Potential G(T',p, N) bzw. freie Enthalpie oder
freie Energie nach Gibbs, und ist durch

G(TupaN) - F(T v, N) +pV|V V(T,p,N)
gegeben. Der erste Hauptsatz der Thermodynamik lautet fiir das Gibbs-Potential
dG = =SdT'+Vdp + pdN

und damit erh&lt man die Zustandsgleichungen

oG oG oG
— =-5T,p,N — =V(T,p,N d T,p,N) .
aT S( 7p7 ) Y 8p V( 7p7 ) un 8N ( p? )
Stabilitat bedeutet hier, dass das Gibbs-Potential G konvex beziiglich N und konkav fiir T" und
p ist.

Eine Systemdarstellung durch das Gibbs-Potential ist fiir Systeme in einem Wiarme- und
Druckbad praktisch.
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5. Thermodynamik

5.4.5. GroBkanonisches Potential

Ahnlich wie bei der Enthalpie kann man auch bei der zweiten Legendre-Transformation diese

beziiglich einer anderen Variable durchfiithren. Wegen g—f] = —u(S,V,N) und % > ( folgt die

Auflésung N = N(T,V, ), die das groflkanonische Potential
QT,V,p) == F(T,V,N) = uVIN=N(T,V,)

liefert, fiir das der erste Hauptsatz der Thermodynamik fiir reversible Prozesse
dQY=—-SdT —pdN — Ndu

lautet und somit die Zustandsgleichungen

o0 o0 o0
o7 = STV, =-p(IVop)  un o

liefert. Die Stabilitdtsbedingung fir Q(7,V, u) lautet, dass die Funktion beziiglich V' konvex
und konkav fiir 7" und g sein muss.

Dieses grofskanonische Potential eignet sich fiir Systeme, die sich im Kontakt mit einem
Wiérme- und Teilchenreservoir befinden.

_N(T7 Vv :u)

Bemerkung: e Theoretisch konnte man nun auch noch eine dritte Legendre-Transformation
auf das Gibbs-Potential anwenden, dies fiihrt zu einem Potential II(T, p, ). Mithilfe der
Euler-Gleichung folgt II(T,p,u) = 0, da jede extensive Funktion von intensiven Argu-
menten (Temperatur, Druck und chemisches Potential sind alle drei intensiv) trivial bzw.
nutzlos ist.

e T und S, V und p sowie p und N heifsen jeweils zueinander thermodynamisch kon-
jugierte Variablen. Jede Legendre-Transformation tauscht eine unabhéngige Variable
durch ihre entsprechende thermodynamisch konjugierte Variable aus.

e Somit erhilt man folglich 23 — 1 = 7 mdgliche thermodynamische Potentiale, also E, F,
H, G, Q und zwei weitere ohne Eigennamen, da sie ungebréauchlich sind.

E(S,V,N)
/c// i’ \
E(S,V, ) F(T,V,N) H(S,p,N)
o $ _><\ «l
G(T,p,N) QT,V, )
| _ -
| _ -
Y 27
(T, p, ) =0

e Verwendet man statt der Energie E die Entropie S als Ausgangspunkt, so ergeben sich
weitere sieben thermodynamische Potentiale, die sogenannten Massen-Funktionen, aber
auch diese sind eher ungebrauchlich.

e Somit hat man prinzipiell 14 Moglichkeiten drei unabhédngige Zustandvariablen zu wéh-
len. Jede Zustandvariable ist als Funktion dieses Satzes dann wohldefiniert, beispielsweise
p(S,V,N), p(T,V,N), p(E,V,N), usw. oder H(S,p,N), H(S,V,N), H(T,V,N), usw.
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5.5. Maxwell-Relation und Antwortkoeffizienten

Innere Energie

Auflésungs-Bedingungen:

Erster Hauptsatz:
Zustandsgleichungen:
Stabilitdtsbedingungen:

E(S,V,N)

dE =TdS — pdV—i—,udN
9E = T(S,V,N), % =
konvex: S, V, N

—p(S,V,N), 2 8N w(S,V,N)

Freie Energie

Auflésungs-Bedingungen:

Erster Hauptsatz:
Zustandsgleichungen:
Stabilitatsbedingungen:

F(T,V,N):=E(S,V,N) — TS|S:S(T,V,N)
98 — 7(S,V,N) und & > 0 zu S = S(T,V, N)
P — —Sdr — pdV—i—udN

9L = —S(T,V,N), 95 = —p(T,V,N), 9% = (T, V,N)
konvex: V., N konkav: T'

Enthalpie

Auflésungs-Bedingungen:

Erster Hauptsatz:
Zustandsgleichungen:
Stabilitatsbedingungen:

H(SvpaN) = E(S VN) pV|V V(S,p,N)

gfg = —p(S,V,N) und 2 8\/2 >0zuV =V(S,p,N)
dH TdS—Vdp+ pdN

65 - (S b, )7 6H V(S b, ) ON :M(S7P7N)
konvex: S, N konkav P

Gibbs-Potential

Auflésungs-Bedingungen:

Erster Hauptsatz:

G(T,p,N):= F(T,V,N) = pV]v—v(rpn)
9L — —p(T,V,N) und gVE >0zuV =V(T,p,N)
dG = =SdT' +Vdp + pdN

Zustandsgleichungen: gg =-S(T,p,N), 5 8G = V(T,p,N), 2 8N =u(T,p,N)
Stabilitatsbedingungen: konvex: N konkav. T p
Grofikanonisches Potential Q(T Viu) := F(T,V, N)

pN | n= N(Tvu)

Auflésungs-Bedingungen: S = wu(T,V,N) und ‘9 (T,V, 1)
Erster Hauptsatz: dQ =-5dT — pdV Ndu
Zustandsgleichungen: g—% —S(T,V, ), 2 8V —p(T,V, ), 2 o = —N(T,V, )

Stabilitatsbedingungen: konvex: V konkav: T',

Tabelle 5.1.: Ubersicht iiber die gebréuchlichen thermodynamischen Potentiale.

e Jedes dieser Potentiale ist besonders praktisch zur Diskussion von Prozessen geeignet, bei
denen sich méglichst viele der unabhéingigen Variablen nicht dndern.

e Die ungemischten zweiten Ableitungen der verschiedenen Potentiale enthalten bereits die
volle Information. Sie sind eng miteinander verkniipft (durch das sogenannte Fluktua-
tions-Dissipations-Theorem, dazu spéter) mit den Varianzen innerer Variablen.

e Die Verallgemeinerung auf mehrere Teilchensorten und inhomogene Systeme ist offensicht-

lich, in dem man Ersetzungen p — ug, N — Ng, V — V(2) und p — p(Z) durchfiihrt.
5.5. Maxwell-Relation und Antwortkoeffizienten
Jede gemischte zweite partielle Ableitung eines thermodynamische Potentials ergibt eine nicht-
triviale Maxwell-Relation zwischen zwei Zustandsfunktionen. Man betrachte als Beispiel die
Energie E = E(S,V, N), fir die aus der Gleichung

0 0 OF 0 OF 0

—[—p(SS VN = =" =22 =—=T(S,V,N

o5 PV V) <asav>N (avas) v )

79



5. Thermodynamik

die Maxwell-Relation

oy __ (9T
95 ) vy \OV gy

folgt. Vier weitere Beispiele wurden in den Ubungen behandelt. Die allgemeine Struktur dieser
Maxwell-Relationen ist dabei stets

O(Variable 1) i@(zu Var2 konjugierte Variable)
O(Variable 2) = 9(zu Varl konjugierte Variable) ’

wobei die konjugierten Variablen sich auf die thermodynamisch konjugierten Variablen der Be-
merkung auf Seite [78| beziehen.

Viele dieser Ableitungen sind von erheblicher praktischer Bedeutung, man spricht von soge-
nannten Antwortkoeffizienten, thermodynamischen Koeffizienten oder thermodyna-
mischen Suszeptibilitdten. Ein wichtiges Beispiel ist etwa der Koeffizient der spezifischen
Warme bei konstantem Volumen

C ~—Z 8£
VN Nar )y

Fiir reversible Prozesse hat man geméf dem ersten Hauptsatz fir reversible Prozesse (4.17) und
der Aufteilung (4.18)) in Arbeit und Warme

0Qrev =TdS =dE — §Ayey =dE +pdV — pdN

sodass man die obige Definition von ¢y in

o _ L (0Quy)  _ 1 (dE+pdV —pdN
VON\T )y N 5T VN

umschreiben kann, wobei mit E(T,V,N) := E(S(T, V,N),V, N) dann kurz

VONNOT )y

folgt. Dieser Wert charakterisiert die Temperaturianderung bei reversible Warmezufuhr mit kon-
stantem Volumen und gleichbleibender Teilchenzahl. Oft verwendet man auch die sogenannte
Wiérmekapazitat

6Qrev o 1 5Qrev
= Ncy = | —— =N =— | —= .
Cv cy < 5T )MN oder Cvy ACY - ( 5T )V,N

Ganz analog zu cy erkldart man noch eine ganze Reihe weiterer Antwortkoeffizienten, welche

80



5.5. Maxwell-Relation und Antwortkoeffizienten

wie folgt definiert sind:

cy = £ @ spezifische Warme bei konstantem Volumen
NA\OT Jy n
T [0S
cp = —= | 55 spezifische Warme bei konstantem Druck
N \ 0T N
1 /oV
a:=—|= isobarer Ausdehnungskoeffizient
vV \oT N
1/0
B:=- <p> isochorer Spannungskoeffizient
p \OT VN
1 /oV
Kp 1= —— () isotherme Kompressibilitit
V \ op T.N
1 /oV
Kg 1= —— <> adiabatische Kompressibilitat
VAop/)gn

Man beachte, dass sich die Koeffizienten z.T. nur darin unterscheiden, welche zwei anderen
Verédnderlichen bei der Differentiation festgehalten werden, wie etwa den ersten und letzten bei-
den. Die physikalische Interpretation und die Nomenklatur dieser Koeffizienten ist offensichtlich.
Weitere mogliche Koeffizienten sind in der Regel ungebrauchlich.

Zwischen den Koeffizienten ldsst sich eine ganze Reihe von Beziehungen bzw. Koeffizienten-
Relationen herleiten. So gilt etwa die Identitét

a=rrfp .

Um dies zu zeigen betrachte man V = V(T,p(T, V)), wobei die beliebige, aber feste, Teil-
chenzahl N hier in der Notation weggelassen wurde. Analog zum Kapitel der Energie als
Zustandsfunktion auf Seite [62] folgt durch Differentiation nach T'

(5 (30,00, = 4 3] 33, 2(5),
or), dp ) \0T ), V \ Op V\op ), p\oT),

a KT B

Durch dhnliche Rechnungen zeigt man auch die Beziehungen

TV o? c KT
—cy = — d 2= 5.6
cp — v N un P (5.6)

Auf diese Weise stellt man fest, dass bereits drei der obigen sechs Koeffizienten die iibrigen
drei festlegen. Dies liegt daran, dass alle zweiten Ableitungen der thermodynamischen Potentiale
bereits durch drei zweite Ableitungen festgelegt sind. So sind beispielsweise die drei Ableitungen

O*E O*E 9*E
— , — und —
952 V.N o5 oV N ov?2 SN
vollstandig dquivalent zur gesamten Hesseschen Matrix von E mit ihren 9 Komponenten, vgl.

dazu auch Abschnitt iiber die Stabilitdtsbedingungen und die Legendre-Transformationen
aus [5.3] - das die Teilchenzahl N dabei immer konstant ist, spielt hier keine Rolle.
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5. Thermodynamik

Aus den erwédhnten Stabilitdtsbedingungen konnen wir einige Abschétzungen fiir die Ant-
wortkoeffizienten gewinnen. Mithilfe des Gibbs-Potentials kénnen wir etwa

L_T(osy _ T (&G
PN \OT p}N_ N\IT? ), N

darstellen. Mit der Stabilitdtsbedingung (826‘)]0 ~ < 0 des Gibbs-Potentials (vgl. Seite 77| bzw.

or?
Tabelle folgt dann ¢, > 0. Mit analoger Vorgehensweise erhilt man so die Eigenschaften
I f_z 827F >O K f_l 827G >0 /{*_l 827H >O
vV = N 8T2 VN ’ T — V 8p2 TN ’ S = V 8]32 SN .

Aus den Beziehungen von Gleichung (/5.6)) lassen sich dann noch die Relationen
cp>cy >0 und K > kg >0

folgern. Insbesondere fiihrt eine Warmezufuhr zu einer Erhohung der Temperatur (thermische
Stabilitét), wahrend eine Druckerh6hung zu einer Reduktion des Volumens fiihrt (mechani-
sche Stabilitét), vgl. dazu auch die Stabilitdtsbedingungen in Abschnitt

5.6. Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik

5.6.1. Kreisprozesse

Wir wollen nun die makroskopischen Eigenschaften des zweiten Hauptsatzes ndher behandeln,
wozu wir Kreisprozesse betrachten, die bereits aus der Experimentalphysik bekannt sein soll-
ten. Unter einem Kreisprozess versteht man ein zyklische Sequenz von Zustandsédnderungen
durch Beseitigung von Hemmungen, welche im Allgemeinen reversibel stattfinden sollen. Oh-
ne Beschrinkung der Allgemeinheit befinde sich das betrachtete System zum Anfangs- und
Endzustand des Kreisprozesses im thermodynamischen Gleichgewicht - dies ist natiirlich eine
idealisierte Forderung, denn jede reale, zyklisch arbeitende Maschine startet und stoppt irgend-
wann. Aufserdem definieren wir fiir das weitere Vorgehen die folgenden zwei Bezeichnungen:

o A entspricht der am System geleisteten Arbeit,
e -A ist die vom System abgegebene Arbeit.

Da man bei einem fest vorgegebenen Kreisprozess einem festen Prozessweg folgt, ist in diesem
Fall der Ausdruck

A= / 0A
Kreisprozess

wohldefiniert, wobei wir den Kreisprozess im Weiteren kurz mit KP abkiirzen. Da insbesonde-
re Anfangs- und Endzustand zusammenfallen (d.h. identisch sind), muss insbesondere fiir die
differentielle Energie

/ dE =0= oQ + A=Q+A = Q=-A

KP KP KP

gelten, wodurch die von allen Warmebéddern abgegebene Netto-Warme spezifiziert ist.
e Falls A < 0 und @ > 0 sind, so spricht man von einer Warmekraftmaschine.

e Falls A > 0 und @ < 0 sind, so spricht man von einer Kithlmaschine bzw. einer Wér-
mepumpe.
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5.6. Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik

5.6.2. Erste Formulierung des zweiten Hauptsatzes (Kelvin, Planck)

Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik wurde von Kelvin, Planck und Clausius in zwei
Varianten formuliert, die wir beide behandeln werden.

Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik (1. Form): FEs gibt kein Perpetuum Mobile zwei-
ter Art, d.h. einen Kreisprozess, der ausschlieflich einem einzigen Bad die Wirme @ > 0
entzieht und die dquivalente Arbeit —A = Q leistet.

Diese Aussage lasst sich folgendermafien beweisen: Es gibt irreversible Kreisprozesse, die Ar-
beit in Warme umwandeln, wie beispielsweise einen Riihrer. Falls es nun ein Perpetuum Mobile
zweiter Art gdbe, so konnte man diesen irreversiblen Kreisprozess damit riickgdngig machen,
was sicherlich einen Widerspruch darstellt.

5.6.3. Carnot-Prozesse

Ein Kreisprozess, der ausschlieRlich aus reversiblen isothermen (d.h. dT" = 0) und reversiblen
adiabatischen (d.h. 6Q = T'dS = 0) Teilprozessen besteht, heiftt Carnot-Prozess. Folglich ist
jeder Carnot-Prozess im Ganzen reversibel und damit umkehrbar.

Als einfachstes Beispiel betrachte man zwei Warmbéader mit 177 > T5 sowie vier Arbeitstakte:

1. Reversible isotherme Expansion: Geméaf Q) = T'dS ist hier Q1 = T1(S2 — S1) > 0 die
vom Bad 1 abgegebene Wirme.

Beschreibung: Ein Gas wird mit einem Warmereservoir in Kontakt gebracht, beide haben
dieselbe Temperatur 7T;. Das Gas expandiert und entzieht dem Reservoir Warme, indem
dieses das Gas auf konstanter Temperatur hélt. Bei der Expansion leistet das Gas Arbeit.

2. Reversible adiabatische Abkiihlung durch Expansion: Hier ist 6Q) = 0.

Beschreibung: Das Gas wird vom Warmereservoir getrennt und expandiert weiter. Eine
solche thermisch isolierte reversible Zustandsénderung nennt man adiabatisch. Die Energie
fiir die dabei geleistete Arbeit stammt aus dem Gas, welches sich daher abkiihlt und danach
die niedrigere Temperatur 75 hat.

3. Reversible isotherme Kompression: Durch Q) = T dS wird die Warme Q2 = T5(S1 — S2)
von Bad 2 aufgenommen.

Beschreibung: Das Gas wird mit einem zweiten (kilteren) Warmereservoir der Temperatur
Ty in Kontakt gebracht und dann isotherm komprimiert. Dazu wird mechanische Arbeit
benotigt und in Warme umgesetzt, die an das Reservoir abgegeben wird.

4. Reversible adiabatische Erwérmung durch Kompression: Auch hier ist §Q) = 0.

Beschreibung: Das Gas wird vom zweiten Warmereservoir getrennt und adiabatisch wei-
ter komprimiert. Die hierbei am Gas verrichtete Arbeit erwédrmt dieses wieder auf die
Temperatur 77. Nach dem vierten Schritt muss sich das Gas wieder im Ausgangszustand
befinden, weil nur dadurch ein Kreisprozess méglich ist, der periodisch fortgesetzt werden
kann.

Die bei den ersten beiden Schritten gewonnene Arbeit ist grofer als die bei den letzten bei-
den Schritten hineingesteckte Arbeit, so dass sich insgesamt ein Arbeitsgewinn ergibt. Jedoch
kann nicht die gesamte dem warmeren Reservoir entzogene Warmeenergie in Arbeit umgesetzt
werden, da im dritten Schritt Wéarmeenergie ans kiltere Reservoir abgegeben wird.
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5. Thermodynamik

Bemerkung: Die Tatsache, dass man stets zwei Energiereservoirs braucht, um eine Warme-
kraftmaschine zu betreiben, ist das wichtigste Ergebnis von Carnot. Eine periodisch arbeitende
Maschine, die nur einem Reservoir Wirme entzieht und diese in Arbeit umsetzt, wire wieder
ein Perpetuum Mobile zweiter Art und widerspridche dem zweiten Hauptsatz der Thermo-
dynamik.

5.6.4. Wirkungsgrad

Man betrachte eine beliebige Warmekraftmaschine, die mit zwei Badern der Temperatur 17 > T5
Wiérme austauschen kann. Dann wird der Wirkungsgrad »n des Vorgang durch

die vom System geleistete Arbeit —A

= die vom wirmeren Bad abgegebene Wirme @

definiert. Fiir die gesamte wahrend eines Kreisprozesses abgegebene Warme gilt nach dem ersten
Hauptsatz @ = Q1 — Q2 = — A, sodass fiir den Wirkungsgrad

Q2
=1 %=
7 1

folgt. Im Spezialfall des Carnot-Prozesses gilt dann wegen

Q2  Tp(S2—51) Ty

Q1 Ti(S2—51) Ty

fiir den Wirkungsgrad

T -1,

TICarnot = Tl

5.6.5. Zweite Formulierung des zweiten Hauptsatzes (Clausius)

Kommen wir nun zu der oben bereits erwéahnten alternativen Formulierung des zweiten Haupt-
satzes durch Clausius:

Zweiter Hauptsatz der Thermodynamik (2. Form): FEs gibt keinen Kreisprozess, der
ausschlieflich einem Wirmebad der Temperatur To die Wdrme —Qo > 0 entzieht, und diese
einem Wirmebad der héheren Temperatur Th > Ty zufihrt. Kurz gesagt: ,Wirme fliefit nicht
bergauf.“

Der Beweis dieser Aussage ist eine Ubung.

Bemerkung: e Soll Wirme in Arbeit umgewandelt werden, so muss also gleichzeitig War-
me von héherer Temperatur in Wéarme von niedriger Temperatur verwandelt werden.

e Wenn umgekehrt Warme niedriger Temperatur in solche héherer Temperatur verwandelt
werden soll, muss auch gleichzeitig Arbeit in Wirme umgewandelt werden.

e Fir jede beliebige Warmekraftmaschine, die allein mit zwei Wéarmebéadern der Temperatur
T, > T Warme austauschen kann, gilt
Ty —To

< =
71 = TCarnot Tl )
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5.7. Der dritte Hauptsatz der Thermodynamik (Nernstsches Theorem)

d.h. der Carnot-Prozess beschreibt den theoretisch idealen Wirkungsgrad. Die Gleich-
heit ist dabei zu einer reversiblen Prozessfiihrung dquivalent, d.h. fiir alle realen Prozesse
gilt die Ungleichheit.

Zum Beweis dieser Aussage betrachte man, dass man durch Nachschalten eines umgekehrt
laufenden Carnot-Prozesses Wérme von T nach 17 pumpen kénnte, ohne Arbeit zu leisten.

Beispiel: Man betrachte Dampf mit der Temperatur Ty = 450 K sowie die Erdatmo-
sphédre mit Ty = 300 K, so ergibt sich ganz allgemein fiir reale Maschinen

450 K — 300 K
<o S8k

5.6.6. Mathematische Form des zweiten Hauptsatzes

Wir wollen nun zu einer sauberen, mathematischen Formulierung des zweiten Hauptsatzes kom-
men, den wir zuvor in den Kreisprozessen verwendet haben. Dazu betrachte man einen infini-
tesimalen Prozess, bei dem ein System in Kontakt mit einem Bad der Temperatur T steht.
Aufserdem treffe man die folgenden Annahmen:

1. Die Relaxion ins begleitende Gleichgewicht lauft schnell genug ab (bzw. die Kopplung ist
schwach genug), dass 6Qpaq = T dSBaq gilt, also der erste Hauptsatz erfiillt ist.

2. Das Gesamtsystem aus Warmebad und System ist adiabatisch abgeschlossen, also gilt
0QTotal = 0QBad +0Q = 0.

Geméfs der Entropie-Extremalititseigenschaft (4.22) von Seite |69 gilt dann fiir die differenti-
ellen Anderung der Gesamtentropie dStotal = dSBad + dS > 0, wobei die Gleichheit dquivalent
zu einer reversiblen Prozessfilhrung ist. Somit gilt

0QBad _ 0Q

T T
wobei die Gleichheit wieder dquivalent zu einer reversiblen Prozessfithrung ist, und T fiir die
jeweilige Badtemperatur steht. Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik lésst sich also
kurz als

dS > —dSBaq = —

oQ
> 2
dS_T

formulieren. Fiir adiabatische Systeme (d.h. §@Q = 0) folgt insbesondere dS > 0.

5.7. Der dritte Hauptsatz der Thermodynamik (Nernstsches
Theorem)

Bereits auf Seite [60| haben wir darauf hingewiesen, dass sich die Entropie S(F, Z) im Grenzwert
E — Ej fiir klassische und quantenmechanische Systeme sehr unterschiedlich verhélt:

S(E, i) —>{ —o0 ¢ Klassisch . fir E—Ey «— T =0,
klngo(Z) : quantenmechanisch
wobei gg der Entartungsgrad des quantenmechanischen Grundzustands der Energie Ey
war. Da die Quantenmechanik im Zweifelsfall als ,fundamentaler” als die klassische Mechanik
angesehen wird, fithrt das quantenmechanische Ergebnis zum dritten Hauptsatz. Auch dieser
lasst sich wieder in mehrere Variationen formulieren, zuerst nach Nernst, weshalb der dritte

Hauptsatz manchmal auch als Nernstsches Theorem bezeichnet wird:
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Il
N
(V)

adiabatisch
reversibel

adiabatischer (S konstant),
reversibler Prozess

isotherm

,,,,,,,,,, reversibel

Abbildung 5.1.: Angenommene und realistische Annéherung an den Temperatur-Nullpunkt.

Dritter Hauptsatz der Thermodynamik (1. Form): Bei Anndiherung an den absoluten
Temperatur-Nullpunkt gilt fir die Entropie

S(T,z) — klngo(Z) fir T —0.

Nach der Gleichung (4.24]) von Seite liegt die Entropie etwa in der Grofenordnung der
Teilchenzahl, genauer 2 = O(N). Fiir alle realistischen Modelle erwartet man dagegen aber
In gg < N, oft sogar nur gg = 1. In diesem Sinn folgt die Formulierung nach Planck:

Dritter Hauptsatz der Thermodynamik (2. Form): Bei Anndherung an den absoluten
Temperatur-Nullpunkt gilt fir die Entropie

S(T,z) -0  fir T—0.

Bemerkung: e Von klassisch betrachteten Systemen ist der dritte Hauptsatz immer ver-
letzt (vgl. Ubungen). Fiir die Annédherung an den absoluten Temperatur-Nullpunkt erhalt
man bei klassischer und quantenmechanischer Betrachtung also extreme Unterschiede.

e Der dritte Hauptsatz ist aus empirischer Sicht universell erfiillt. In Ausnahmeféllen ist
er scheinbar verletzt, da die Systeme im Grenzprozess T — 0 das thermodynamische
Gleichgewicht nicht innerhalb realistischer Zeitrdume erreichen.

o Geméh Abschnitt[5.5 gilt o = 1> (g¥) n- Mit der Maxwell-Relation (%

)p7N - _(Fp)T,N
und dem dritten Hauptsatz folgt

onz(aV) —0 fir T—0.
oT N

e Analog gilt fiir § = %(%)V,N = %(a—g)TN das Grenzverhalten

Op .
ﬁp_<3T>V,N_>O fir T —0.

cx (T, x) folgt aus der zweiten Formulierung des

o Fiir spezifische Warmen cz = % 5=
z)=25(0,7) + fo (E)T’) dT" < oo, dass bei Annaherung an

dritten Hauptsatzes und S(T,
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5.7. Der dritte Hauptsatz der Thermodynamik (Nernstsches Theorem)

den absoluten Temperatur-Nullpunkt fiir die Antwortkoeffizienten der spezifischen Wéarme
gilt:

cz — 0 fir T —0.

Der absolute Temperatur-Nullpunkt T = 0 ist durch keinen realen Prozess erreich-
bar, d.h. in endlicher Zeit und durch endlich viele Prozess-Schritte. Um dies zu beweisen,
nehmen wir an, dass die Entropie S(T,Z) von der Form wie in der linken Darstellung
von Abbildung [5.]] ist, dann wire T = 0 durch einen einzigen reversiblen adiabatischen
Prozess-Schritt erreichbar. In Wirklichkeit ist die Entropie S(T', %) aber geméf dem drit-
ten Hauptsatz in etwa wie in der rechten Darstellung von Abbildung [5.]] verteilt. Die
waagerechten gestrichelten Prozessstiicke entsprechenden dabei den isotherm reversiblen,
die senkrechten den adiabatisch reversiblen Prozessabschnitten.

Allgemein ist jeder reale Prozess in reversible, adiabatische und isotherme Teilschritte
zerlegbar, oder eben ,schlechter” als eine geeignete solche Prozesszerlegung.

87



6. Kanonischer Formalismus

Nachdem wir uns in Abschnitt @ ab Seite B3l ausfiihrlich mit dem mikrokanonischen Formalismus
beschéftigt haben, wollen wir dies nun auch fiir den sogenannten kanonischen Formalismus tun,
der praktisch einem makroskopischen Formalismus fiir Systeme im Warmebad entspricht. Im
Anschluft daran werden wir auch noch kurz den sogenannten groftkanonischen Formalismus
betrachtet, der in gewisser Weise komplementér zu diesem Abschnitt ist.

6.1. Herleitung

Wir betrachten im Folgenden ein Gesamtsystem, dass aus dem eigentlich interessierenden Sys-
tem in einem Wirmebad besteht, es sei isoliert, irreduzibel und befinde sich im thermody-
namischen Gleichgewicht. Insbesondere besitze das System nur eine schwache Kopplung, geméfs
Abschnitt auf Seite I}, und die Temperatur sei durch

TGes =T = TBad

gegeben, wobei die jeweiligen Symbole ohne Index das eigentlich betrachtete Subsystem kenn-
zeichnen.

Zuniachst betrachten wir den klassischen Fal]E], wobei die Zustdnde, der Phasenraum und die
auferen Parameter durch

¢Ges - (¢7 ¢Bad) S FGes =Ix I‘Bad und jGes =2z

gegeben sind, d.h. bei den Gesamtsystem-Parametern werden die Badparameter als fest
angesehen. Aufgrund der vorausgesetzten schwachen Kopplung von Bad und System ist die
Wechselwirkung Hy. (¢) zwischen beiden vernachléssigbar, sodass die Hamilton-Funktion von
der allgemeinen Form

HGeS(¢G€Sv i‘) = H(¢7 j) =+ HBad(QbBad)

ist, also gilt auch fiir die Energie Fges = F + Epaq. Dabel ist Fges ein duflerer Parameter,
wahrend die Subsystem-Energie E und Bad-Energie Fp,q beide Erwartungswerte innerer Va-
riablen sind. Geht man nun davon aus, dass zwischen System und Bad kein Teilchenaustausch
stattfinden kann, so gilt fiir die Konstante ¢ des Integrationsmafes dI’

CGes = C* CBad -

Geméf der Extensivitdt der Entropie in Abschnitt auf Seite [69 und der obigen Zerlegung
der Hamilton-Funktion folgt dann &hnlich fiir die Gesamtentropie

SGGS(EGBS7 j) = S(E7 j) + SBad(EGes - E) . (61)

'Der klassische Fall verlduft analog zur Ubungsaufgabe 19 a, in der Phasenraum I' und Hamilton-Funktion
H (¢, z) bzw. Hilbertraum H und Hamilton-Operator H eines Gesamtsystems, bestehend aus K irreduziblen
isolierten Teilsystemen, aus den entsprechenden Einzelobjekten 'y, Hi(¢w, Tr) bzw. Hy und i (Zx) zusam-
menzusetzen war.
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Analog zum Abschnitt auf Seite [76] iber thermodynamische Potentiale ldsst sich die Sub-
system-Temperatur 7T statt der Gesamtenergie Eges als unabhéngige Variable betrachten,
d.h. T ist vorgegeben und man erhélt die Zustandsfunktionen

Eges = Eges(T, 7) bzw. E = E(Eges, ) = E(T,%) . (6.2)

Eine beliebige klassische Observable des eigentlich betrachteten Subsystem héngt auch nur
vom Zustand des Systems ab, sodass

A(¢Gesa t) - A(¢7 t)

gilt. Mit der Erwartungswertgleichung (3.10) von Seite [44] einer klassischen Observable im ther-
modynamischen Gleichgewicht und den obigen Voraussetzungen folgt

<A(t)> = /A(d)Ges, t)pmk(d)Ges, Eges, i’) * CGes APGes

dl'Ges
= /CA(d)vt) . /CBadpmk(((ba ¢Bad)) EGes(Ty j),j) d¢Bad d(yb 5

Pkan (¢7T7i)

sodass wir einen Erwartungswert wie gehabt kurz durch die Gleichung
= /A(cb, t) pran (¢, T, %) dT (6.3)

darstellen kénnen. Ahnlich der Darstellung in auf Seite|36|der mikrokanonischen Verteilung
findet sich somit

1
Pran (9, T, T) = m : /@(EGes — H($,7) — HBad(¢Bad))

@(H(QS’ {Z‘) + HBad(¢Bad) — Eges + 5E) dl'Baa
fiir die kanonische Verteilung. Mit der Zustandssumme ({3.8]) von Seite [43|folgt dann schliefs-
lich

Dk, (gzb T :fj) _ QBad (EGes - H(‘b; -f)) _ exp (%SBad (EGes - H(‘b; -%))) _ e—%S(E,f?)-f—R
e QGes(EGeSwi) exp (%SGeS(EGemi'))

mit dem R-Term als Abkiirzung fiir

1 - 1
R := —5Bad (EGes — H(g, :E)) - ESBad(EBad)

k
108 - 1028 -
- %aE:z — H($,%) +0 <k 8E§: (E - H(¢,x))2) .

Es gilt nach Gleichung von Seite |70 durch die Extensivitdt der Entropie Sgaq < NBad,
und nach Abschnitt auf Seite [53]ist Fpaq o< Npaq. Zudem ist ' oc N der Erwartungswert
der Subsystem-Hamilton-Funktion H(¢,Z) und die Differenz E — H(¢,Z) eine innere Variable
mit Mittelwert Null und einer Fluktuation in der Grofenordnung O(\f ).

Somit ist der letzte Term der obigen R-Gleichung proportional -— und deshalb Vernachlas—
sigbar, da das Bad wesentlich gréfser als das System ist. Mit oblger Darstellung 2)) folgt

8Spaa 1 1

OFBad  Tpaa T
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und damit gilt fiir die kanonische Verteilung

pkan(d)aTvi‘) = exp <_2S(E7j) + kiT(E - H(¢v i))>

E=E(T,&) .
Der Kiirze und des besseren Verstédndnisses wegen, stellen wir diesen Term in der Form
e~ BH(¢,T) 1
Pran (¢, T, T) = ZT.3) mit  f:= T

dar, wobei (3 die inverse thermische Energie angibt. Das Objekt py,, wir dann (genau wie das
mikrokanonische Aquivalent) nach Boltzmann und Gibbs als kanonische Verteilung, Dichte,
Gesamtheit, Schar oder Ensemble bezeichnet. Aufgrund der Normierungsbedingung

[l riyir =1 = z@@) = [N

wird Z als kanonische Zustandssumme oder Zustandsintegral bezeichnet, fir die im we-
sentlichen die gleichen Eigenschaften gelten, die auch fiir die bisherige Zustandssumme €2 galten,
wie wir sogleich zeigen.

Verwendet man die Legendre-Transformation der freien Energie (vgl. auf Seite

F(T,%) = E(S,%) = TS|s=s(rs) = E — TS(E,%)|p=p(1.%)

und die normierungsbedingte Gleichheit

/ Pran(¢, T, T)dl' =1 = eﬁ(E*TSw@))‘E:E(T@ : / —BH D) gp
W
dann folgt fiir die freie Energie die Darstellung
F(T,i) = —kTn Z(T, &) o

mithilfe der neuen kanonische Zustandssumme. Wie oben in Gleichung (/6.3) schon erwéhnt,
konnen wir mit pyan (¢, T, ) auch die Erwartungswerte in der alten Form

e—BH(.)
R R ©5)

schreiben. Damit héatten wir grundlegende Herleitung des klassischen kanonischen Formalismus
bereits abgeschlossen.
Der quantenmechanische Fall lésst sich dann wieder mithilfe des Ubersetzungsschliissels

/...dF:/...cqu s  Sp(...)

ahnlich wie auf Seite 44| behandeln. Dabei ist fI(is) : H — H der System-Hamilton-Operator,
Sp(...) die Spur iiber eine beliebige Orthonormalbasis von H, und A(t) : H —s K eine beliebige
quantenmechanische Systemobservable.

Nach dem ,, Ausspuren des Bades” erhélt man dann das darstellungsfreie Resultat

o BH()
Z(T, %)

IOkAan(Tv x) =
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fiir das quantenmechanische Aquivalent der kanonischen Dichteverteilung, welches dann als ka-
nonischer Dichteoperator, Dichtematrix, Gesamtheit, Schar oder Ensemble bezeich-
net wird. Die Normierungsbedingung - die zugleich die quantenmechanische kanonische
Zustandssumme bestimmt - lautet im quantenmechanischen Fall

Sp (T, 3)) =1 = Z(T,&) = Sp (e PH@) |
Dann gilt analog zum kanonischen Formalismus der klassischen Mechanik
F(T,z) = —-kTlnZ(T, %)

fiir die freie Energie und fiir den Erwartungswert einer quantenmechanischen Systemobser-
vablen folglich

(A(t)) = Sp (A(t)pran(T. 7)) - (6.6)

In der Energiedarstellung gilt fiir das kanonische Ensemble

—BEn(Z) i
Pl (T, F) = Z }(T@\nmxn(fr)r mit  Z(T,&) = ;eﬁw ,
sodass sich der Erwartungswert einer Observablen in Energiedarstellung durch
—BEn (%)
i A NG
(AQ®)) = Z(n(w)lA(t)ln(fv))m

n

formulieren léasst. Eine klassische Energiedarstellung ist auch im kanonischen Formalismus un-
gebrauchlich, vgl. auch den Abschnitt auf Seite [43] iiber das Integrationsmaf.

Es bleibt jetzt eigentlich nur die Frage, wozu genau wir iiberhaupt all diese Betrachtungen
durchgefiihrt haben, die zwar keine grofsen Ideen benutzen, aber vergleichweise umfangreich sind.
Die Antwort darauf ist recht einfach: Wir haben uns durch den kanonischen Formalismus eine
mathematische Umgebung geschaffen, in der sich Systeme im Wéarmebad besondern einfach
behandeln lassen. Spédter werden wir im grofskanonischen Formalismus noch ein wenig weiter
gehen.

Bemerkung: e Der kanonische Formalismus ist unabhéngig von jeglicher Badeigenschaft
aufser der Temperatur T, sodass der kanonische Formalismus eine mathematische Umge-
bung fiir die Betrachtung von Systemen im Kontakt mit Warmebédern liefert.

e Die einzigen beiden Voraussetzungen, die wir eingangs gefordert hatten, waren
— eine schwache Kopplung zwischen Bad und System,
— das Bad ist wesentlich grofser als das eigentlich betrachtete Subsystem.
Durch entsprechende Gegenbeispiele kann man zeigen, dass ohne diese beiden Vorrausset-

zung der kanonische Formalismus in der Tat ungiiltig ist.

e Die Anzahl der Systemfreiheitsgrade muss nicht notwendigerweise grofs sein, lediglich das
Verhéltnis zwischen Bad und System muss stimmen.

e Im Prinzip findet sich hier nichts Neues gegeniiber dem mikrokanonischen Formalismus
(der kanonische Formulismus wurde schliefslich aus eben diesem abgeleitet), aber in der
Praxis ist der kanonische oft bequemer anzuwenden.
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¢

e FEs gilt die Ergodenhypothese (A) = A, wobei (A) nach ,Ausintegrieren“ bzw. ,Ausspuren’
des Bades durch Gleichung bzw. im quantenmechanischen Fall durch gegeben
ist.

Im letzten Abschnitt iiber den grofskanonischen Formalismus werden wir neben einem Wér-
mereservoir dann auch noch ein Teilchenreservoir in das Bad integrieren, sodass ein weiterer
Austausch moglich ist. Folglich werden dann die Erwartungswerte nochmal einen neue Bedeu-
tung bekommen.

6.2. Anwendungen, Beispiele und Folgerungen

6.2.1. Entropie

Im neuen kanonischen Formalismus gilt sowohl klassisch wie auch quantenmechanisch die Glei-
chung fiir den Erwartungswert, den wir bisher als Entropie definiert hatten,

(—kn pran (T, ) = (k(BH(F) + In Z(T, 7)) = kn Z(T, &) + %E(T, 7). (6.7)

Verwendet man nun weiter den Zusammenhang (6.4) zwischen freier Energie und der kanoni-
schen Zustandssumme, so folgt

F E - ST E
kan——?——T—fTwLS

und damit kénnen wir die Entropie nach Gibbs auch im kanonischen Formalismus in volliger
Analogie zur mikrokanonischen Gleichung (4.2)) von Seite [55] durch

S(T,2) == —k (In pgan (T, T))
definieren. Zusammen mit der obigen Erwartungswertgleichung (6.7) folgt aukerdem
1
S(T,2)=klnZ(T,z) + TE(T,QE) ,

was eine gewisse Ahnlichkeit zur Definitionsgleichung |b der Entropie nach Boltzmann auf-
weist - effektiv kommt durch das Wérmebad also der +E(T,%)-Term in der Gleichung hinzu.

6.2.2. Quantenteilchen mit vernachlassigbarer Wechselwirkung

Betrachten wir nun N unterscheidbare quantenmechanische Teilchen, zwischen denen nur eine
vernachlissigbare Wechselwirkung herscht, wobei es egal ist, ob diese identisch oder verschieden
sind. Da die Wechselwirkung vernachléssigbar ist, ldsst sich der zugehorige Hilbertraum als
direktes Tensorprodukt

N
H=30 - @Hy = QN
i=1

schreiben. Die duferen Parameter sind durch & = (Z1,...,Zx) spezifiziert, und der Hamilton-
Operator ist mit

A N A
H(E) =) Hi(#)
i=1
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6.2. Anwendungen, Beispiele und Folgerungen

durch die Summe aller Einteilchen-Operatoren gegeben. Die Einteilchen-Energien erfiillen zudem
die Eigenwertgleichungen

H (Zi)|ni(T4)); = E( (mz)h%(xz»z

fir n; = 0,1,2,... und ¢ = 0,...,N. Zudem bildet die Menge dieser Energieeigenvekto-
ren {|n;(Z;));} fiir ein festes i jeweils eine Orthonormalbasis des zugehérigen Einteilchen-
Hilbertraums ;, sodass {|n1(Z1),...,nn(Zn))} eine Orthonormalbasis von 3 ist.

Fiir das System sind dann {|n1(Z1),...,nn(Zn))} zugleich die Energieeigenzustéinde, und es
gilt die Eigenwertgleichung

N
H@)|n (1), ..., nn(Ey)) = (Z ngm) n1(#1), . .., nn(EN)) -
i=1

Somit gelangt man in der Energiedarstellung der quantenmechanischen Zustandssumme fiir das
betrachtete System zu der Gleichung

Z(T,%) = Z exp< ﬁZE(Z )

N1, AN
BELY BE) (&2 BELN Al -
D X I
i=1
Z1(T,%1) Zo(T,z2) ZN(T@N)

und fiir das kanonische Ensemble folgt damit dann eine dhnliche Form

N .
=[] a.(T.2),

=1

R o BH() e~ BH(%:)
Pkan(T7«T) - - H’L

Z(T, %) 11, Zi(T, %)

wobei fiir die kanonischen Einzel-Ensembles widerum

o—BH:(%:)

Zi(T, ;)

gilt. Aus dem Zerfall der Gesamt-Zustandssumme Z(7', z) in das Produkt der Einteilchen-
Zustandssummen Z;(T, Z;) folgt durch die Logarithmenregeln zudem fiir die freie Energie

A (T, 7;) =

F(T,%) = —kT'In Z(T ZF mit  Fy(T, %) = —kTIn Zy(T, %) .

Kurz gesagt ist das ganze Problem, das wir betrachten, auf ein Einteilchen-Problem reduzibel.
Hier sieht man bereits einen schonen Vorteil des kanonischen Formalismus.

Bemerkung: e Fiir klassischen Systeme kann man véllig analog vorgehen, wobei die kon-
krete Durchfiihrung sogar einfacher ist. Man gelangt zu den gleichen Resultaten einer
Produkt- und Summen-Darstellung fiir Z(T,Z), pxan(¢,T,Z) und F(T, I).

e Betrachtet man ununterscheidbare Teilchen, so kommen wieder die zusdtzlichen kombi-
natoren Faktoren hinzu. Fiir klassische System ist dies offensichtlich durch Vorfaktoren
gelost, fiir echte Quantensysteme aber ist die Sache komplizierter, sodass der grofskanoni-
sche Formalismus wesentlich praktischer ist.

e Fiir N nicht miteinander wechselwirkende Teilsysteme statt Teilchen kann man genauso
vorgehen, bis auf die kombinatorischen Faktoren bei ununterscheidbaren Teilchen.
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6. Kanonischer Formalismus

6.2.3. Allgemeines klassisches System

Analog zu Abschnitt [4.3] auf Seite [58§ betrachten wir ein klassisches System mit der Hamilton-
Funktion

H(p,3)=T+V = Z - qzlA(fUz)) + V(G 1),

wobei wir den Zustandsvektor ¢ wieder als ¢ = (¢,p) = (#1,...,2ZN,D1,-..,PN) interpretieren
und die Z die duferen Parameter spezifizieren, die aber nur in das Potential V (G, Z) einflie-
Ren - Z; hat also nichts mit Z zu tun. Dann gilt fiir die Zustandssumme in der klassischen
Energiedarstellung

Z(T,z) = /eﬁH(d)’i) dl' = /ceﬁT(d’)eBV(d”j) do

= /ceﬁv( /exp( BZ —qllA (%)) > dp dq .

Iz

Das zweite Integral I ldsst sich &hnlich wie in mithilfe einer Koordinantentransformation

b — a8 A(&)

JYn)  mit g =P
/2m;
B

16sen, wobei fiir die Determinante der Jacobi-Matrix dann
- - N 3
0 0 2m;
- (32) -5
9y 9) SN B

gilt. Damit erhalten wir dann fiir das zweite Integral

e ) 5B o ) - 1)

es ist also von ¢ bzw. A unabhéngig. Fiir die Zustandssumme erhalten wir schliefslich

N
v) = (HAZ 3) / ée V(@D dg
=1

wobei das neu auftauchende Objekt

h
A= ————
vV 27rkTml-

die sogenannte thermische de Broglie-Wellenlinge ist, und

p=y@) = (¥,

1
Hk Ny!

ein rein kombinatorischer Vorfaktor.

¢i=c-h*N =
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6.2. Anwendungen, Beispiele und Folgerungen

6.2.4. Quantenmechanische eindimensionale Oszillatoren

Zunéchst betrachten wir nur einen einzelnen eindimensionalen quantenmechanischen Oszillator
mit der Frequenz w und ohne dufsere Parameter . Aus der Quantenmechanik wissen wir, dass
fiir das Energiespektrum dann

1
En:hw<n+2> fir n=0,1,2,...

gilt. Die Zustandssumme lésst sich folglich in der Energiedarstellung mithilfe der geometrischen
Reihe und der Sinus hyperbolicus-Funktion zu

0 _ Bhw
_ _ Bhw _ 2
2(T) =Y e = ey (e Bm)n:1ie—6m
n n=0
1 1

em% — efﬂgw B 2sinh (%)
angeben. Fir N identische und anhand ihrer Ruheposition unterscheidbare Oszillatoren folgt
dann mit der Produktregel aus dem zweiten Beispiel und £ = N

21, = fosan (#2)]

und mit der Gleichung F(7T,z) = —kT'In Z(T, %) der freien Energie somit

F(I'N)=—kTInZ(T,N) = kTN In (2sinh (?)) .

6.2.5. Klassisches ideales Gas

Wir betrachten wie in Abschnitt .2 auf Seite B0l ein Volumen V' mit N ununterscheidbaren
Teilchen, die dufseren Parameter sind also durch = {V, N} gegeben. Fiir die Hamilton-Funktion
gilt dann
N 5 N "
o y . . ~_J 0 - TeV
HoH =YYW mi W= D
= 1=

Mit der Produktformel und der thermischen de Broglie-Wellenldnge des dritten Beispiels folgt
dann fiir die Zustandssumme

N N
. 1 .
Z(T, 1) = <H )‘ig) /5e_ﬂv(q’x) 94 =35 H/e_ﬁw(mi) dz;
=1 : iZI_,_/
14
VN h

<~ Z(T,V,N)= ——— mit A=-——.
( ) AN NI V2rkTm

Verwenden wir nun die Stirling-Naherungsformel der Fakultét
N!'= V27N - NV . e~ N+O/N)

und die Gleichung der freien Energie aus der Zustandssumme, so folgt fiir diese

F(T,V,N) = —kT'In Z(T,V,N) = —kTN {m (A;/N + 1” .
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6.2.6. Klassisches ideales Gas im Schwerefeld

Wir versuchen nun, ein klassisches ideales Gas in einem realistischeren Rahmen zu betrach-
ten, d.h. wir wollen der Einfluff der Schwerkraft auf die Gasatome beriicksichtigen. Man
verwendet dazu kartesische Koordinaten & = (z,y,z). Aukerdem bezeichne A(z) die Quer-
schnittsfliche des zugdnglichen Gesamtvolumens in der Hohe z, sodass wir das Gesamtvolumen
prinzipiell durch

V= / A(z)dz
ausdriicken kénnen. Durch & = {[A(z)], N} konnen wir die fiir uns wichtige Information der
Form des Volumens durch iiberabzahlbar viele dufsere Parameter spezifizieren. Die Hamilton-

Funktion ist dann dhnlich wie im Fall freier Teilchen, lediglich das Schwerefeld kommt in den
Potentialterm hinzu:

Hon =S S W@ mie W@ { ™ TEY
’ — 2m — ’ oo : sonst

Dann ergibt sich dhnlich wie im fiinften Beispiel fiir die Zustandssumme

N N
1 5 1
) — -BW (&) g — = —Bmgz
Z(T,%) = 137 7 Z-H_l/e AT = S3r ZH_l/A(z)e dz

und somit folgt fiir die freie Energie des Systems

F(T,[A(2)],N) = —kTN [m (A?}N / A(z)e Pmaz dz> + 1} .

Man betrachte nun eine kleine Variation dA(z) der Querschnittsflache, wobei JA(z) # 0 nur in
der Néhe eines beliebigen, aber festen Z € [zmin, Zmax| ist. Fiir die Volumenéanderung gilt dann

5V = / 5A(2) dz

und analog fiir die Anderung der freien Energie durch Variationsrechnung

6F = —kTN ( / SA(z)e Pme= dz) < / A(z)ePmaz dz> - ,

~~

I

wobei fiir die erste Integralklammer
Il - /5A(Z)eﬁmgz dz = /5A(Z)eﬁmg2 dZ — e*ﬁmgg(sv

gilt. Mit der thermischen Zustandsgleichung aus Abschnitt (siehe Seite ist dann

5F

SV —p(2)

der Druck in der Hohe Z und p(z) = ppe™#™9% entspricht der barometrischen Héhenformel.
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6.2.7. Weitere Beispiele

Es gibt unzéhlige weitere Beispiele, die man im Rahmen des kanonischen Formalismus betrach-
ten konnte - leider aber sprengen diese die vorhandene Vorlesungszeit. Bei Gelegenheit sollte
man sich aber die folgenden Beispiele in der entsprechenden Literatur durchlesen:

e Fiir klassische Systeme erhélt man mit dem kanonischen Formalismus fiir die Maxwell-
Verteilung, die Aquipartition und den Virialsatz dieselben Resultate wie in auf
Seite aber die Herleitung ist einfacher. Quantenmechanische Gegenstiicke existieren
aber aufser fiir den Virialsatz nicht.

e Wichtige weitere Beispiele sind quantenmechanische Zwei-Niveau-Systeme, klassische idea-
le Gase mit inneren Freiheitsgraden, usw.

6.3. Das klassische Fluktuations-Dissipations-Theorem

Mit dem kanonischen Formalismus wollen wir nun auf das Fluktuations-Dissipations-Theorem
eingehen, das wir bereits auf Seite [79| erwiahnt hatten. Dazu betrachten wir die ,Hilfs-Hamilton-
Funktion*

H(¢,&,y) = H(,7) —yA(9) , (6:8)
in der H(¢, ) das ungestorte System mit

efﬁH((ﬁv:ﬁ)

Pran (¢, T, %) = W )

A(¢) eine beliebige Phasenraumfunktion (die Arbeitskoordinate) und y ein Hilfsparameter (die
Kraftkoordinate) seien, sodass —yA(¢) eine Storung der Hamilton-Funktion darstellt. Kurz
gesagt beschreibt Gleichung also ein System unter Einwirkung einer dufteren Storkraft y.
Der zugehorige lineare Antwortkoeffizient bzw. die (Nullfeld-)Suszeptibilitét ist

9(4)
Oy

y=0
Um diese Definition und Konstruktion zu veranschaulichen, betrachten wir ein kleines Beispiel.

Beispiel: Sei y ein vorgegebener Druck (bzw. die Kraft auf einen Kolben) und A das Volumen
(bzw. die Position des Kolbens) in Form einer inneren Variable. Dann ist x dquivalent zum
isothermen Kompressibilitdts-Koeffizienten

o L (OV
TV Ip T,N'

Wir werden aber nicht weiter auf dieses konkrete Beispiel eingehen.

Fiir die freie Energie des so gestorten Systems gilt

F(T,%,y) = —kTIn / e PH@)PYAWQ) g = _kT'In / Z(T, &) pran (¢, T, 2)e?¥A@) g0

Z(T\Z,y)
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6. Kanonischer Formalismus

sodass fiir die partielle Ableitung nach y

o d BAD)pran (6, T, )6 A dr
[ prn(, T, &)ePyA®) dT

OF(T,z,y)
dy

0 = = <A> }y:Q

folgt, sowie analog fiir die zweite Ableitung

O°F(T, &,y) == B4~ ()Y)] -
y=0 T

o2

Bemerkung: Betrachtet man weitere partielle Ableitungen, so erhdlt man entsprechend héhere
Kumulanten. Konkret gilt also

9(4)

_ PF(T,7,y)
oy N

oy?

1
= A = ()]

y=0 Y=

Die lineare Antwort auf eine dufsere Kraft ist also ,,I%T x Varianz der thermischen Zufallsfluk-
tuationen bei verschwindender Kraft®. Dies ist das sogenannte Fluktuations-Dissipations-
Theorem (FDT). Weniger gebrauchliche - aber zutreffendere - Bezeichnungen sind Fluktua-
tions-Response-Theorem, oder einfach nur Fluktuations-Theorem.

Wie man durch die zweiten partiellen Ableitungen oben gesehen hat, sind die Stabilitdtsbe-
dingungen somit tatséchlich eng mit der Positivitdt von Varianzen innerer Zustandsvariablen

verkniipft (vgl. Seite [79)).
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Im abschlieftendes Kapitel wollen wir nun noch den groffkanonischen Formalismus einfiihren.
Prinzipiell entspricht dieser einer erweiterten Version des kanonischen Formalismus, den wir
im vorigen Kapitel behandelt haben, daher auch die Bezeichnung. Die Herleitung verlauft da-
bei grofstenteils analog zur Herleitung des kanonischen Formalismus ab Seite weshalb die
folgenden Details recht kurz ausgefithrt werden und der Schwerpunkt insbesondere auf Quan-
tensystemen liegt.

7.1. Herleitung

Wir betrachten nun ein Gesamtsystem, dass aus dem eigentlich interessierenden Subsystem und
einem Bad zusammengesetzt ist. Anders als im vorigen Kapitel ist das Bad diesmal nicht nur ein
Wiérme-Reservoir, sondern hélt auch Teilchen bereit. Das Gesamtsystem sei auch hier isoliert,
irreduzibel und befinde sich im thermodynamischen Gleichgewicht.

Beispiel: Ein Beispiel eines derartigen Gesamtsystems findet sich etwa bei elektrischen Leitern,
wo die Teilchen gerade die ladungstragenden Elektronen sind, und das Bad den Zuleitungen
entspricht.

Im Folgenden wollen wir nur den wichtigsten Fall einer einzigen Sorte ununterscheidbarer
Teilchen betrachten. Die schwache Kopplung ist wieder eine wichtige Voraussetzung, die fiir die
weiteren Ausfiihrungen unbedingt erfiillt sein muss. Es gilt dann wieder

Tges =T = TBaq und HGes = H = UBad >

wir bekommen also noch die Ausgeglichenheit des chemischen Potentials als Folgerung hinzu.
Diesmal sind Gesamtteilchenzahl Ngos und Gesamtenergie Fgqs die dufseren Parameter,
wahrend N und Np,q sowie die System- und Badenergie E und Ep,q innere Variablen sind.

Im Folgenden bezeichnen wir nun mit N und Np,q sowie F und Fgaq die Erwartungswerte
der entsprechenden inneren VariablenE] Aufterdem sollen dann die Nebenbedingungen

N + Npad = N + Npad = Naes und  E+ EBaq = EGes
erfiillt sein. Dann gilt analog zum vorigen Kapitel fiir die Gesamtentropie
SGeS(EG657 ilv NGes) = S(Ea il? N) + SBad (EBada NBad) )

wobei T die Systemparameter angibt - man beachte, dass die Teilchenzahl N nicht zu diesen

gehort, da sie eine innere Variable ist. Die Badparameter nehmen wir wieder als fest an.
Analog zu Gleichung von Seite |89 kann man auch die Temperatur 7" und das chemische

Potential p anstelle der Gesamtenergie Eges und Gesamtteilchenzahl Nges als unabhéngige

! Zuvor haben wie diese Erwartungswerte mit N und Np,q bezeichnet.
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Variablen betrachten, d.h. T" und p sind dann durch das Bad vorgegeben, wiahrend Eges, NGes,
usw. Zustandsfunktionen sind, insbesondere gilt dann

E=E(T,z,u) und N = N(T,%,u) . (7.1)

In der Praxis ist das chemische Potential u allerdings schwer zu betrachten, dhnlich wie die
Entropie S, und deshalb nur schwierig vorzugeben. Dann kann man ebenso gut (N) als vorge-
geben betrachten, und p stillschweigend als Funktion von 7', & und N auffassen.

Um nun weitere Betrachtungen tétigen zu konnen, muss das System zunéchst im Rahmen
der Quantenmechanik modelliert werden.

7.1.1. Quantenmechanische Modellierung

Es bezeichne Hy den Hilbertraum des betrachteten Systems, wenn sich N Teilchen darin be-
finden. Der zugehérige Hamilton-Operator ist in Energie- bzw. Spektraldarstellung dann durch

Hy () =) En(# N)In(@)y vn(@)] : Hy — Hy  fiir n=0,1,2,...

gegeben. Auflerdem sei mit ?C%ad der Hilbertraum des Bades bezeichnet, falls sich Nges — NV
Teilchen in diesem befinden. Der Bad-Hamilton-Operator ist durch

HYPY =" Ep(N)|m)RI PR (m] - HEPY — HFPY fiir m=0,1,2,...
m

definiert. Der Gesamt-Hilbertraum ist - sofern sich N Teilchen im System und Nges— IV Teilchen
im Bad befinden - durch das Tensorprodukt

HES = Hy @ HRM
definiert, fiir das eine Orthonormalbasis in Form von

{\n(i),m}%es = |n(§;))N\m>%ad in,m=0,1,2,.. }
existiert. Der Gesamt-Hamilton-Operator schliefslich ist als die Summe

HY® == Hy(3) + Hp : HE™ — HE
erklart, die wir in der eigentlich wichtige Energiedarstellung auch als

10 = 3 (B, N) + B (N) [n(@), m)§ 95 (n(2), m|

n,m

darstellen kénnen. Die Wechselwirkungsterme I:I]"\V,W sind dabei aufgrund der vorausgesetzten
schwachen Kopplung vernachléssigbar, sodass sie im eh schon relativ umfangreichen Formalis-
mus nicht mehr auftauchen. Um nun den Teilchenaustausch zwischen Bad und System zuzu-
lassen, erklart man abschliefsend noch den Hilbertraum des Gesamtsystems als die ,orthogonale
Summe® bzw. direkte Summe

NGes
N G
%Ges = @ %Nes ;
N=0
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Hy Hilbertraum des einzelnen Systems mit

d ~
j{\N ® R N Teilchen, Hy zug. Operator
/
\\ // %]]%,ad Hilbertralim des Bads mit Nges — N
N N g_(](\}fes =Hy ® g_f%ad , 4 Teilchen, H]]\B[ad zug. Operator
N\ /
AN L7 f}C](\},es Hilbertraum des Gesamtsystem mit N
N @ 7 Teilchen im System und Nges — N im
S e Bad, Hﬁes zug. Operator
N »
Hges 1= @%Cieos g_f](\}fes Hages Hilbertraum aller méglicher Teilchen-

verteilungen, Hes zug. Operator

Abbildung 7.1.: Schematische Darstellung der Konstruktion des Hilbertraums Hges.

was mit anderen Worten f}{%es 1L 9{5\},‘?5 fir N # N’ bedeutet. Fiir diesen Hilbertraum ist nun
widerum eine Orthonormalbasis durch

{In(z),m)§*: N =0,1,..., Nges;n,m = 0,1,2,...}
gegeben, wobei die Orthogonalititsbedingung durch S (n (), m|n’(2),m')$S® = Snns Smms ON N7

spezifiziert ist. Der Gesamt-Hamilton-Operator ist dann schliefflich durch

Hees(£) := Y HY®(F) : Haes — Haes
N

gegeben, was sich in entsprechender Energiedarstellung wieder als
Hes(®) = Y (Bn(@ N) + Ep4(N)) n(®), m)§ 9% (n(&), m)|
N,n,m

darstellen lasst. Ein eigentlich zu erwartender Term ﬁex, der den Teilchenaustausch zwischen
System und Bad (also die Ubergiinge zwischen beiden N-Werten) beschreibt, aufgrund der
schwachen Kopplung wieder zu vernachléssigen ist. Wir kénnen die Konstruktion der Hilber-
traums Hqes somit wie in Abbildung darstellen.

Eine beliebige Observable A(t) des eigentlich betrachteten Systems héangt natiirlich nur vom
System selbst ab, d.h. es gilt fiir die Energiedarstellung einer solchen Observable

O (n(2), m|A(t) |0 (2), )55 = n(n(@)| A0 (2))n0 B (m]m) R3S
—_—
SN0
7.1.2. Elimination des Bades

Mit den obigen Vorbereitungen und der quantenmechanischen Erwartungswertgleichung ((3.7))
von Seite [43| folgt nun weiter

<"21(t)> = SpGes (A<t)pr;1k(EGeSa j? NGes)) (72)
5 Ges <n(j),m O (Eces — Haes(7)) - ©(Haes(#) — Eges + 0E) n(@’m>ces
N

Nnm N QGGS (EGGS7 j,’ NGes)

=" N@IAW®) (@) x - p(En(E, N),Z, N)
N,n

A(t)
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mit der abkiirzenden Definition
P(En . N) = 3 O(Eces = En = B (N)) - O(Ep (N) = (Eges = En) +0F)

o — QGes(Eges, T Naes)
_ Bad(Eges — By Nees = N) _ exp (:98ad(Eces — E, Naes — V)

QGGS(-EGES) :i'7 NGes) exp (%SGBS(EGGS7 577 NGeS))

in der widerum die Abkiirzung R stellvertretend fiir den Term

=

= e s

Ega NBa
R:= _SGes(EGesa$a NGes) + SBad(EGes — E+E — EyyNges — N+N — N)
T

auftaucht. Die umfangreichen Argumente der Bad-Entropie Sg,q, oben mit T bezeichnet, lassen
sich nun mithilfe der Taylor-Formel zu

- oS oS _
Y = Spad(Epad, Ngad) + < Bad) (E-E,)+ < Bad) (N=N)+...
OEBad NBad ONBad EBad
11 FBad __ p
TBaa T " TBaga T

entwickeln. Analog zur Herleitung des kanonischen Formalismus sind dabei wieder die Terme
héherer Ordnung vernachléssigbar, da das Bad wesentlich grofer als das eigentlich betrachtete
System ist. Deshalb sei von jetzt an auch stets Nges — 00 angenommen. Mit der Entropie-
Zerlegung von Seite [88 und den Erwartungswert-Zustandsgleichungen folgt dann

E=E(T,&u)
N=N(T,&,u)

1 _
p(Epn, %, N) = exp <kT(—TS(E, #,N)+FE—E, — uN + uN))

Durch Vergleich mit dem groftkanonischen Potential Q(T, Z, 1) aus auf Seite [78| folgt

Q(T7£7lu’) = F(Tv-iaN) _MN‘N N :E_TS(E7:Z'7N) _:U'N‘E:E(T,i,u) )

=N N=N(T,z,u)
sodass wir die Funktion p(FE,,Z, N) durch
1 1 e*ﬁ(En*uN)
p(En,Z, N) = exp (kTQ(T,:%,,u)> - exp (—kT(En — uN)) =: m
darstellen kénnen bzw. umgekehrt das grofikanonische Potential durch
NT,2,p) = —kTIn Zgy (T, T, 1) . (7.3)

Es erweist sich nun als sinnvoll, einen Hilbertraum des Systems ohne die Nebenbedin-
gungen an die Teilchenzahl NV zu definieren. Dieser hat die Form

H = é.oB Hy
N=0

mit der Orthonormalbasis {|n(Z))y : N,n=0,1,2,...}. Auf diesem Raum kiénnen wir nun
endlich den sogenannten grofikanonischen Dichteoperator, Dichtematrix, Gesamtheit,
Schar oder Ensemble durch

—B(En(Z,N)—pN)
€

pAk(T)jwu’) = ~

& Nz,r:n ng(T,x,,u)

In(Z)n Nn(n(Z)|: H — H

102



7.1. Herleitung

Mikrokanonischer Formalismus:

o (E) @(EfH(i))g(({:I)(;%)fE+6E) Z O(E—En (2 Q( ) En (& )7E+6E)|n(j)><n(j)|
Q) Sp [6(FE - H(%))O(H(2) — E +6E)] Z@(E—En(a}))G(En(:i) — E+6E)
(A(t)) Sp (pak(Z)A(t)) > (n(@)|A(t)n(%))
Kanonischer Formalismus: -
o—B(T)H (&) e B(T)En(2)
Pran (T, Z) 2T Z WW(@M”@)\
Z(T, &) Sp (e ATMIH (@) Z o BT En (@)
A o i o BT)En(3)
(A(t)) Sp (pran (T, 2) A(t)) Zn:<n($)A(t)|n($)>m
Groftkanonischer Formalismus:
o—B(T)(H(#)—pN) e~ B(M)(En(2,N)—pN) B
P12 0) e > A n(@)x ¥ (n(3)
Z(T,%, 1)  Sp (efB(T)(H(i)*uN)) Z o B(T)(En(#,N)—~pN)
. . e~ B(T)(En(%,N)—uN)
Aw) S (o(T 3 N)A®) Z N (@) A(®)|n@) n -

ng(T7 i'a /.L)

Tabelle 7.1.: Ubersicht iiber den statistischen Operator, die Zustandssumme und den Erwartungswert
der drei thermodynamischen Formalismen in quantenmechanischer Formulierung.

definieren. Damit ldsst sich der Erwartungswert ([7.2)) in die Gleichung

= N{n(@)|A{t)In(&))
N,n

fiir beliebige Observablen A(t)
also im Formalismus versteckt.

7.1.3. Teilchenzahl-Darstellung

efﬁ(En (irN) 7:U'N)

ng(Ta jy ,U)

= Sp (A(t)pék(Ta z, :u))

: H — H umschreiben. Das Warme- und Teilchenbad ist nun

Mit Ausnahme der vorigen Erwartungswert-Gleichung wurde bisher nur in der Energiedarstel-
lung gearbeitet. Wir wollen nun zu einer darstellungfreien Représentation iibergehen. In diesem
Fall sind Hilbertraum und System-Hamilton-Operator durch

und

H = é Hy
N=0

= Hy(3) =
N

S Bul@, N)ln(@)y n(n(@)]
n,N

gegeben. Aufkerdem definieren wir nun einen sogenannten Teilchenzahloperator durch

=) N-> (@)
N n

n(#)|=>_ NPy, ,
N
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7. GroRkanonischer Formalismus

wobei ]%(N der Projektor auf den N-Teilchen-Hilbertraum Hp ist. Mit diesem neuen Operator
lassen sich dann die groffkanonische Verteilung sowie die grofkanonische Zustandssumme durch

N o~ BH(&)—uN) - 4 Z(T.i Sp(e—BUHE)—uK)
Pk ( 7$7M)—W- — un ek(T', @, 1) = Sp(e )

ausdriicken. Anstelle der obigen darstellungsfreien Form erweist sich eine Art ,Zwischen-Form*,
die sogenannten Teilchendarstellung von H, als besonders zweckmafig. Man geht hierbei von
einem Hilbertraum

H = é Hy
N=0

aus, wobei innerhalb einzelner Hy stets darstellungsfrei gearbeitet wird. Dann ergeben sich die
Ausdriicke

) ) o—B(HN(&)—uN)
pex (T, &, 1) = Z mPg{N T H—H und
N g y Yy

gk T T M ZSpJ_{N (i)_MN)) ,

wobei Spgc, die Spur beziiglich des N-Teilchen-Hilbertraums Hy bezeichnet. Typischerweise
sind dann auch die Systemobservablen A(t) von der Form

=Y Ay(t): H — K

mit den N-Teilchenraum-Observablen A N(t) : Hy — Hy, sodass der Erwartungswert als
—B(Hn ()—nN)
. . e
A(t)) = Sp AN(t)————
() = 3 Sy ( 0 7w )

darstellbar ist. Damit hatten wir den quantenmechanischen grofkanonischen Formalismus kom-
plett hergeleitet.

7.1.4. Klassischer groBkanonischer Formalismus

Bei Betrachtung klassischer Systeme verfihrt man prinzipiell analog, der System-Phasenraum
wir dann durch die Vereinigung aller N-Teilchen-Phasenréume

r:UrN
N

erklart, d.h. fiir jeden Zustand ¢ € I' existiert ein N mit ¢ = ¢n € I'y. In diesem Sinne ist
dann auch das klassische grofskanonische Ensemble
(6T 5. p) e~ BHN(¢n,3)—puN) r R
k\@, 4,7, = o . —
Pe K ng(T7 z, M)

mit der klassischen grofikanonischen Zustandssumme

Zg(T, ) = / o BN (633 -N) g
N
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7.2. Ununterscheidbare Quantenteilchen mit vernachlassigbarer Wechselwirkung

definiert, sodass wir einen Erwartungswert im klassischen groftkanonischen Formalis-
mus schlielich durch

e BHN(¢N,Z)—pN)

o) =3 [ avo ™

erhalten. Genau wie zuvor erhalten wir somit einen Ubersetzungsschliissel zwischen klassischer
Integralformulierung und quantenmechanischen Spuren.

Bemerkung: Die Folgerungen fiir den grofkanonischen Formalismus ergeben sich nun analog
zum Ende von Abschnitt[6.1] des kanonischen Formalismus von Seite [91].

e Fiir die chemische Zustandsgleichung ergibt sich insbesondere

. o9
T,x

Falls N anstelle von 1 vorgegeben ist (was zumeist praktischer ist, da das chemische Poten-
tial p nur schwer zu messen ist), so liefert dies eine Bestimmungsgleichung fiir u(T,z, N).

e Aufserdem findet sich in Analogie zur bisherigen Definition der Entropie
S(E,z) = —k(ln pmk(E, T)) und S(T,z) = —k(Iln pxan (T, 7))
auch fiir den grofskanonischen Formalismus die Gleichung fiir die Gibbs-Entropie
S(T, &, 1) = —k(In p(T, 3, N)) .
Auch diese Entropie steht wieder im engen Zusammenhang mit der Shannonschen Infor-

mationstheorie.

7.2. Ununterscheidbare Quantenteilchen mit vernachldssigbarer
Wechselwirkung

Im letzten Abschnitt der Vorlesung wollen wir nun noch den grofskanonischen Formalismus
anwenden, um ein quantenmechanisches Aquivalent zur klassischen idealen Gasgleichung her-
zuleiten. Dabei werden wir sehen, dass diese bis auf mehrere Korrekturterme der klassischen
Gleichung sehr dhnlich ist.

7.2.1. Der Zustandsraum

Man betrachte nun ein System mit einer beliebigen festen Teilchenanzahl N. Die Einteilchen-
Hilbertraume H; mit ¢ = 1,..., N seien alle identisch, und fiir die zugehorigen Einteilchen-
Hamilton-Operatoren H; gilt

Hy(#) =) Bp(@)|k(2))ii(k(@)] : H; — H;  mit k=0,1,2,... ,
k
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7. GroRkanonischer Formalismus

welche ebenfalls identisch fiir alle ¢ = 1,..., N sind. Der N-Teilchen-Hilbertraum Hy wird in
der Besetzungszahldarstellung (vgl. Seite durch die Orthonormalbasen

{\ﬁ(i"»]v = |ng,n1,...(T))n :nk €N, an = N} fiir Bosonen,
k

{|ﬁ(:ﬁ)>N = |ng,n1,...(2))n : ng € {0, 1},an = N} fiir Fermionen,
k

aufgespannt, wobei ny, jeweils der Teilchenzahl im Zustand k entspricht. Damit haben wir den
bendtigten Zustandsraum bereits vollstiandig beschrieben.

Es sei explizit darauf hingewiesen, dass keine Aussage dariiber gemacht wird, welches Teilchen
sich in welchem Zustand befindet, was auch tiberhaupt nicht moglich ist, da die Teilchen nach
Vorraussetzung ununterscheidbar sind. Der zugehorige Hamilton-Operator ist wegen der zu
vernachlassigenden Wechselwirkung zwischen den Teilchen dann durch

N
Hy(3) =Y Hi(#) =Y Ea(& N)|A@)n v ()] : Hy — Hy
=1 n
mit den Energieeigenwerten der Besetzungszahldarstellung
Ea(@,N) = 3 npBy(@)
k

gegeben. Man beachte, dass wir dabei eine leicht geinderte Notation gegeniiber dem ersten
Abschnitt des Kapitels verwendet haben, anstelle von |n(Z))y und E,(Z, N) benutzen wir hier
|n(Z))n und Ej;(Z, N). Dies hat allerdings keine weiteren Auswirkungen, da n und 7 nur die
Laufindizes zur Nummerierung der Energieeigenzustiande und -vektoren sind.

7.2.2. Vorteile des groBkanonischen Formalismus

Bevor wir nun mit der Herleitung der quantenmechanischen idealen Gasgleichung beginnen,
wollen wir zunéchst noch betrachten, aufgrund welcher Probleme sich der grofkanonische For-
malismus besonders gut zur Darstellung eine Quantengases eignet.

Betrachten wir die mikrokanonische Zustandssumme fiir ein isoliertes System, fiir die

Q(E, %, N) = Anzahl der zugéinglichen Zustidnde
gilt, d.h. sie entspricht der Anzahl aller Energiezustands-Besetzungszahlen 7 mit
d mg=N und Y mpE(#) = Ea(i,N) € [E — 6E, E] .
k k
Das Problem sind die hier die auf den ersten Blick unscheinbaren Nebenbedingungen, die eine

Auswertung von €2 sehr schwierig machen.
Fiir die kanonische Zustandssumme der vorigen Kapitels gilt es es auf dhnliche Weise

Z(T,z,N) = Ze_ﬁEﬁ(j7N) mit an =N
n k

zu erfiilllen. Auch hier stellt die Auswertung von Z(7T,Z, N) aufgrund der Nebenbedingungen
ein grofse Schwierigkeit dar.
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7.2. Ununterscheidbare Quantenteilchen mit vernachlassigbarer Wechselwirkung

7.2.3. Herleitung des Quantengases fiir Fermionen und Bosonen

Inwiefern hilft uns also nun die neue grofskanonische Zustandssumme? Zunéchst einmal gilt nach
der vorigen Herleitung im betrachteten Fall die Gleichung

CEVES VD MRS TR it (—ﬁ (gnkm@ : M§nk>>

ank N

D) Gt

ng mni
und diese ist nun leicht auszuwerten, da keine weiteren Nebenbedingungen mehr existieren. Es
gilt also kurz geschrieben

ng(T7 z, M) = H 2k (Ta z, M) mit T z :u Z e —hn(Ei(
k

Im Spezialfall ununterscheidbarer Fermionen ist nach dem Pauli-Prinzip n € {0,1}, also gilt
2(T, 2, p) =1+ o B(ER(Z)—p) 7
wihrend fiir Bosonen mit n € N mithilfe der geometrischen Reihe 7% 2 = 12 die Gleichung
T 5 ) = 1
(T8 1) = T——gme
folgt. Somit ergibt sich fiir das grofkanonische Potential mit der Gleichung (7.1.2) von Seite[102]
AT, z,p) = —kT'In Zgp (T, &, 1) = ZwkTa:u

(7.4)

mit der Abkiirzung
wp(T, &, p) = —kT'In 2, (T, &, p) = FET In(1 + e FEE@=1))

wobei die oberen Vorzeichen (,—“ und ,,+*) fiir den Fall von Fermionen und die unteren (,,+*
und ,,—) fiir bosonische Systeme stehen. Ganz analog findet man dann fiir die grofkanonische
Verteilung ebenfalls eine Produktzerlegung der Form

pex (T, &, 1) = Hkarvu

widerum mit der Abkurzung
e_ﬁn(Ek (5;)

ﬁk(T7jalu’) :Zm kk n‘ Zpk )
n

wobei die Pm> . wie {iblich Projektoren sind. Mit der 24 (T, Z, 1)-Gleichung ([7.4)) folgt dann, dass
die Spur Sp(py) = 1 ist. Demnach sind die py jeweils Dichteoperatoren und es gilt jeweils
pr(n) = < P > _ die Wahrscheinlichkeit, dass der
F M Zustand k mit n Teilchen besetzt ist
Fiir die mittlere Besetzungszahl eines Zustands £ findet man dann weiter

Zn 5 ne—Bn(EBn(E)—p) _ 1% _ (%
pk’ Zk (T7 Z, /-L) B k (T7 :i" M) 8/-1/

1

T BE@ -1 1 (7.5)
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7. GroRkanonischer Formalismus

T groft < ( klein & Kurven ,flach“

T klein < (8 grof < Kurven ,steil”

doklng) = N, so gilt u(T, %, N), falls
N vorgegeben ist

e Fiir Bosonen ist nur u < Ey(z) fur
das chemische Potential mdoglich

o

Abbildung 7.2.: Darstellung der mittleren Besetzungszahl (n;) fiir Bosonen und Fermionen

7.2.4. Praktisches Vorgehen

Wir kénnen die durchgefiihrte Herleitung der Verteilung des Quantengases ein wenig zusam-
menfassen und verallgemeinern:

1. Man bestimme zunéchst das Einteilchen-Spektrum {Ex(Z)}.
2. Damit ldsst sich geméf Gleichung ((7.5) die mittlere Besetzungszahl (nj) bestimmen.

3. Alle weiteren Systemeigenschaften lassen sich nun durch

SE@-w - L oy

durch diese mittlere Besetzungszahl (ny) ausdriicken.

Die grofte und praktische Bedeutung der mittleren Besetzungszahlen lasst sich an den Dar-
stellungsmoglichkeiten

N(Tvi‘a :u) = Z(nk> )

k

E(T,%,p) = ZEk(j) - (ng) und
k

wi(T, &, 1) = £kTIn (1 F (i)

bereits ablesen.ﬂ Ist nun das System homogen, wie es z.B. fiir das ideale Quantengas der Fall ist,
so gilt nach der Euler-Gleichung pV = Q = ), wy, woraus dann die thermische Zustands-
gleichung

pV = FKT Y In (1 F (ny)) (7.6)
k

des idealen Quantengases folgt. Betrachten wir nun noch einige Grenz- bzw. Spezialfille.

2Der Beweis dieser Gleichungen sei als Ubung empfohlen.
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7.2.5. Hohe Temperaturen bzw. klassischer Grenzfall

In diesem Fall gilt 8 (Ek-',-l ) < 1 fiir alle k € N, genauer gesagt ist bei fest vorgegebe-
nem N die Differenz 8 (Ek ) 1 fiir k = ko > N. Fiir die Bestimmungsgleichung
des chemischen Potentlals = ,u(T , @, N) gilt dann

_ 1
N=3 ()= Xk: FED DL (7.7)

k

Dies ist nur dann 16sbar, wenn die Bedingungen
<nk;> <1 und e/B(Ek(j)fﬂ) > 1

fiir alle k erfiillt ist, wie sich mit einem einfachen Widerspruch beweisen ldsst: Man nehme
dazu an, dass die (ny) fiir mindestens ein k£ nicht klein sind, also die erste Bedingung verletzen.
Folglich ist auch ny fiir alle k& < ko nicht klein. Mit kg > N ergibt sich dann ein Widerspruch
zur Gleichung (7.7)).

Aus der Definitions-Gleichung der (nj) und den obigen beiden Bedingungen folgt dann
die Maxwell-Boltzmann-Statistik

(ng,) ~ ePrePEEE)

aus der sich mithilfe der Gleichung (7.7)) eine Normierungs- bzw. Bestimmungsgleichung fiir das
chemische Potential y = u(T, %, N) durch

ebr — N
Zk e*IBEk (55)

ergibt. Fiir homogene Systeme folgt dann mit der thermischen Zustandsgleichung ((7.6))

PV = FHT Y In (1F (m)) = NAT (1 tos Z<nk>2>

k k

wegen der Taylor-Entwicklung In (1 F (ng)) = F(ng) — 3(ne)> F ...

Diese Gleichung ist nun die thermische Zustandsgleichung des klassischen idealen Gases mit
den quantenmechanischen Korrekturen, genau genommen also die Zustandsgleichung des
quantenmechanischen idealen Gases. Dabei macht man die Feststellungen

Fermionen: pV > (pv)klassisch und Bosonen: pV < (pv)klassisch )

d.h. die Ununterscheidbarkeit der Teilchen verursacht eine Art effektive Wechselwirkung, die
sogenannte Pauli-Abstoftung bzw. die Bose-Anziehung.

7.2.6. Tiefe Temperaturen

Zum Schluff nun betrachten wir den anderen Grenzfall der tiefen Temperaturen. Hier ist um-
gekehrt B(Ej41(Z) — Ex(2)) > 1 fiir alle k. Man beachte, dass dies nicht-entartete Eigenwerte
voraussetzt, wobei allerdings die Verallgemeinerung kein Problem bereitet. Wir betrachten im
Weiteren die beiden Teilchenarten seperat:
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Te T Er

Abbildung 7.3.: Phaseniibergang mit Koexistenz
von Bose-Einstein-Kondensat und Gasphase.
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Abbildung 7.4.: Darstellung der Fermi-Energie.

e Bosonen: Gemiéfs der (ny)-Definitionsgleichung ([7.5)) ist nur Eo(Z) > p moglich und es gilt

zudem

@—H) fir £>0.

(no)

Wegen N = 3", (ng) — (no) folgen dann pu — Eo— und (ny) — 6y fiir den Grenzprozess
T — 0.

Im thermodynamischen Limes gilt typischerweise Ejy1(Z) — Ex(Z) — 0 fiir alle &, d.h.
der thermodynamische Limes ist nicht mit dem Temperatur-Limes T" — 0 vertauschbar.
Trotzdem kann der Grundzustand fiir geniigend tiefe Temperaturen ,makroskopisch be-
setzt“ sein, sodass

{ng) = O(N) , (nk>0) = O(N) fir T<T.,, N —oo.

Ist die kritische Temperatur 7T, > 0, so spricht man von der sogenannten Bose-Einstein-
Kondensation. In Abbildung [7.3]ist der Phaseniibergang mit der Koexistenz von Bose-
Kondensat (k = 0) und Gasphase fiir T < T, und N — oo dargestellt, der 1995 experi-
mentell nachgewiesen wurde.

Fermionen: Ebenfalls aus der (nj)-Definitionsgleichung (7.5) erhélt man fiir Fermionen
<nk> — @(EF — Ek(i'))
mit der Fermi-Energie Ep := p(T — 0), wobei mit N = 3", (n;) auch

é(EN(i") — En_1(T)) .

Mit ¥ €]0, 1] findet sich dann die Nullpunktsenergie

Ep =

N-1
B(T = 0)= 3 Bu@)m) = 3 By(@) = (Eo(@) +9(Er — Eo())) N,
k k=0

wahrend fiir den Nullpunktsausdruck fiir homogene Systeme geméf der Eulergleichung

poV =—E(T = 0) + TS+ T = 0) N = (Ey — VEp +9Eo + Ep)N
R
— Er

=(1—-9)(Er + Eo(2)) >0

gilt.



Teil II.

Anhang
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A. Ubungsaufgaben

A.1. Ubung 7 - Die Stirling-Formel

Aufgabenstellung:

a) Nachweis der Funktionalgleichung: Es ist zu zeigen, dass die Eulersche Gamma-Funktion
[(z) = [, e "*~1dt fiir alle reellen Zahlen 2 > 0 die Gleichungen

r)=1, T+1)=2T(x) und Tn+1)=n
fir n € N erfillt.

b) Stirling-Formel: Man leite die Stirlingsche Approximations-Formel
[(z+1) = V2 - 2% o+H01/2)

fiir n > 1 durch eine sogenannte Sattelpunktsapproximation her.

Losung:

a) Man berechnet mittel partieller Integration zunéchst einfach die Integrale

o] oo
[(z+1) :/ el dt = [—e 7] 0 +a- / e " dt = 2T ()
0 _/_/ 0
0

(1) :/ e 't0at :/ e tdt = [—e*t]zgo =1.
0 0

Per Induktion erhdlt man dann durch I'(z + 1) = zI'(z) direkt n! = I'(n 4+ 1) fiir alle
n € N, wobei der Induktionsanfang durch I'(1) = 1 gegeben ist.

b) Zunéchst bestimmt man durch ein gewohnliches Extremwertproblem das Maximum des
logarithmischen Integranden In(e™'t%), also

a In(e "t") =

d x
I [t—l—xlnt]:—1+¥:0<:>t::x.

dt

Um dieses Maximum ¢ = x entwickle man nun den Logarithmus durch

oo dn )2
lnt—zdtn |txt )”:lnx+t;$—;(tmf)

in eine Taylorreihe. Bezliglich dieser Entwicklung hat der logarithmische Integrand der
Euler-Funktion dann die Form

1(t—a)?
Teylor —t—}—xlnx—l—(t—x)—fﬂ—k

In(e ") = —t + 2lnt 5
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A.2. Ubung 9 - Master-Gleichung, H-Theorem und detailliertes Gleichgewicht

Indem man nun von dieser Entwicklung die Terme bis zur quadratischen Ordnung durch
Exponieren wieder als Integranden in das Euler-Integral der Gamma-Funktion einsetzt,
erhélt man

00 00 1(t — 2
Fxz+1) = / e T dt = / e fx%e! ™" exp <—($)> dt
0 0 2 X

o] _ 2
= :U”"e_x/ exp <—<t$)> dt .
0 2x

Ist nun x sehr grofs, so ist der Integrand nur innerhalb einer kleinen Umgebung um =z
wesentlich verschieden von Null, und mit

[oo( - e [

o0 . ~ o0 . _
= 23:/ e_t2 dt ~ / 253/ e_t2 dt = V27x
& =

erhalten wir so schliefslich die gesuchte Stirling-Formel

N(z+1) = V2rxz®e ™ .

A.2. Ubung 9 - Master-Gleichung, H-Theorem und detailliertes
Gleichgewicht
Aufgabenstellung:

Man betrachte einen stochastischen Prozess auf N diskreten Zustdnden, wobei die Diskretisie-
rung nur zur Vereinfachung der Rechnungen benutzt wird. p;(t) sei die Wahrscheinlichkeit, zur
Zeit t im Zustand 4 zu sein. Die Zeitentwicklung der Aufenthaltswahrscheinlichkeiten sei dann
durch die sogenannte Master- bzw. Pauli-Gleichung

5 N
&pi(t) — Z [(Wijpj(t) — Wiipi(t)]
j=1

gegeben, wobei die Ubergangswahrscheinlichkeiten pro Zeit Wi; >0, d.h. Ubergangsraten, von
j nach ¢ unabhéngig von ¢ sind.

a) Man gebe eine anschauliche Interpretation der Master-Gleichung.

Man nehme nun an, dass die Ubergangsraten W;; die Bedingungen des detaillierten Gleichge-
wichts bzw. der Mikroreversibilitit erfiillt, d.h. es existieren stationére Lésungen pf' mit

Wiipst = Wiip*
fiir alle 7 und j. Dabei sei zur Vereinfachung zusétzlich W;; # 0 fiir alle 4 und j angenommen.

b) Man berechne die stationiiren Losungen pS* als explizite Losungen der Ubergangsraten
W;; und zeige, dass insbesondere p$* > 0 fiir alle ¢ gilt.

¢) Was ist die anschauliche Beschreibung des detaillierten Gleichgewichts?
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Man betrachte nun die sogenannte H-Funktion nach Boltzmann, die durch

Hp) = émw In (p;?)

definiert ist.

d) Man zeige, dass H(t) > 0 fiir alle ¢ gilt.
e) Man beweise das sogenannte H-Theorem (in Analogie zum Superpostulat)

d
—H(t) <
dt (=0

und finde heraus, wann die Gleichheit gilt.

f) Man zeige, dass im Langzeitlimes ¢ — oo die Wahrscheinlichkeiten p;(t) — p5* konvergie-
ren, und zwar unabhéngig von den Anfangsbedingungen p;(to). Insbesondere ist dann die
stationédre Losung der Master-Gleichung eindeutig.

Losung

a) Die Master-Gleichung ldsst sich als der Wahrscheinlichkeitsfluf interpretieren, der die
zeitliche Anderung einer Aufenthaltswahrscheinlichkeit p;(t) gerade als die Summe aller
yzufliekenden und ,wegflieffenden Wahrscheinlichkeiten definiert.

b) Mit der Gleichheit
Wi-13pf = Wijapj = pj' = 375 —

erhélt man per Induktion direkt die Gleichung

n—2

st ani,nfifl st
i—0 n—i—1n—i

d.h. alle Wahrscheinlichkeiten pS' lassen sich durch die p$® ausdriicken. Verwendet man
nun noch die Gesamtwahrscheinlichkeits-Bedingung >, p5* = 1, so folgt

N N n—2
Wh—in—i-1 < Wa1 W3a
o= IR pit = 1+<1+1+...>):1
D | R A (SR Y (RECTIE

ne1 i=0 n—i—1n—i

1

— i = :
W- W
1+W—§;<1+W—;§(1+...))

Durch alleinige Vorgabe der Ubergangswahrscheinlichkeiten Wi; ist somit p5* und damit
die p§* bestimmt.

¢) Beim stationiren Gleichgewicht ist der Wahrscheinlichkeitsflut von i nach j gerade dem
Wahrscheinlichkeitsfluff von j nach ¢, d.h. die Wahrscheinlichkeiten sind zeitlich konstant
und damit die Verteilung stationar.
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A.2. Ubung 9 - Master-Gleichung, H-Theorem und detailliertes Gleichgewicht

d) Mithilfe der Darstellung

N
il = 3oy (20
=1 ¢

p

R SICOR 28

i=1

und durch die Abschdtzung zInx > x — 1 fiir alle x > 0, die aus dem Integral

=0

1
/ Inzdr = [xlnx—m]mzl -1
0

folgt, erhdlt man bereits die Aussage, da alle p; > 0 sind, und deshalb auch p* und p;—gf).

e) Unter Verwendung der Master-Gleichung erhéilt man fiir die zeitliche Ableitung der H-

Funktion
4, & om am(t):ipst 0 [mt), () _pi(t) , ] omilt)
dt “— Opi(t) Ot —"" opi(t) | p Pt Pt ot
o {1 . <p1<t>> Lpilt) 1 _1} Opi(t)
="\ Pt opi(t)  pit] ot
Y pit)\
= > () Y (Wm0 - Windo)]
i=1 g j=1

Da die stationédre Lésung die Gleichheit Wijpjt = W;;ps* erfiillt, ist an dieser Stelle bereits
zu erkennen, dass fiir p;(t) = p§* direkt £ H = 0 folgt. Mit

ol
Wipt = Wyip§® <= Wy = }ﬁWiJ
i

lasst sich dann die obere Gleichung weiter zu
N N
pz’(t))
(%)
i=1 P j=1
N
_ pi(t)
= Z In 5
— j2
N N
pi(t Wii s s
=3 % (B) S 0 - o)

st st
i=1 j=1 P Pj

o8
Wii=pi(t) — Wiipi(t)
P;

N ..
) S Wt [yt (1) — gt (1)]

st
j=1 p]

umformen. Nun fasst man in der Doppelsumme jeweils die beiden Paar-Terme (4, j) und
(7, 1) zusammen, und erhélt so

In <p m) [‘221 [95p; () — 15t pa(t)]

st

- ) [ (219) - (22)]

+1n (p;if)) {W;tj (B5'pi(t) — pi'p; (1))

A 7

p; ) A
Ji st st pi(t)pit
= p;'pi(t) —pipi(t)) In .
p;'t ( 7 J( ) J Z( )) pj-tpj(t)
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A. Ubungsaufgaben

Verwendet man nun noch die Abschétzung

r—y
>0
In (%)
fiir z := pS'pj(t) > 0 und y := p?tpi(t) > 0, so erhélt man schlieklich das H-Theorem, da

jedes Summanenpaar echt grofser Null ist.

(Weitere Ubungsaufgaben werden aus Zeitmangel hier nicht zur Verfiigung gestellt.)
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