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Teil |I.

Klassische Mechanik



1. Klassische Newtonsche Mechanik

Das physikalisch-mathematische Werk Philosophiae naturalis principia mathematica, verdffent-
lich 1687 von Sir Isaac Newton, markiert einen der entscheidenden Wendepunkte der Wis-
senschafts-Historie. Newton gelingt es, basierend nur auf drei fundamentalen Postulaten, die
gesamte bekannte Mechanik des 17. Jahrhunderts in einer mathematisch sauber hergeleiteten
Weise zu formulieren und abzuleiten. Insbesondere begriindet er damit die theoretische Physik,
d.h. die mathematische Formulierung von Gesetzen der Natur.

1.1. Die Newtonschen Axiome

Seit {iber dreihundert Jahren stellen die Newtonschen Axiome die Basis der gleichnamigen
Mechanik und Physik dar, daher werden wir mit ihnen beginnen.

1. Inertialsysteme: Jeder Korper verharrt im Zustand der Ruhe oder im Zustand der gerad-
linigen Bewegung, solange ihn keine Kraft zwingt seinen Bewegungszustand zu dndern.

2. Kraftgesetz: Die Anderung der Bewegungsgrofe ist direkt proportional der einwirkenden
(bewegenden) Kraft und geschieht in deren Richtung.

3. ,actio reactio®: Einer Kraft-Wirkung (eines Korpers auf einen anderen) ist immer entge-
gengesetzt gleich die zugehorige Gegenwirkung.

Newton selbst definierte den im zweiten Axiom verwendeten Begriff der Bewegungsgrofise als
ein Maf fir Bewegung, bestehend aus (tréger) MasseE] und Geschwindigkeit. Wir werden nun
die obigen drei Gesetze in mathematischer Form fiir einen Massepunkt oder ein System aus
Massepunkten zu formulieren, wobei ein Massepunkt dabei durch die Angabe seiner Masse
m und dem Ort 7 charakterisiert ist.

Definition 1: Unter der Bewegung eines Massepunkts versteht man eine (differenzierbare)
Abbildung R — R3 mit ¢ ~— 7(¢). Weiter bezeichnen die zeitlichen Ableitungen

d .
t— @F(t) =7 =14(t) die (instantane) Geschwindigkeit und
2 ..
t— Ef(t) =7=d(t) die (instantane) Beschleunigung

des Massepunkts. Die Bildmenge im(#) C R? nennt man auch Bahnkurve. Des weiteren heift
der Graph der Abbildung (das zugehdrige Raumzeit-Diagramm), also die Menge aller 4-Tupel
(t, F(t)), die Weltlinie der Bewegung.

Wendet man diese Definitionen auf die im zweiten Axiom verwandte Formulierung der Bewe-
gungsgrofe an, so erhalten wir jetzt

Bewegungsgrofe = g = mv (Impuls)

Man beachte den wichtigen Unterschied zwischen triger und schwerer Masse, auf den wir spéter noch genauer
eingehen werden.
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Unter der Vorraussetzung, dass die Masse m des betrachteten Massepunkts zeitlich unverandert
bleibt, findet sich nun nach dem zweiten Axiom

d - d dv v -

—p=F == —(mv) =m— =m—5 =F,

at” @M =M = M
und insbesondere folgt fiir kréftefreie Situationen dann die Bewegungsgleichung 0 = F = mf)',
also ist die Bewegungsgeschwindigkeit ¢ = iy konstant, wie im ersten Axiom gefordert.

Allgemeiner betrachten wir nun ein System aus N Massepunkten mit den einzelnen Massen

mi,...,my, deren Ortskoordinaten durch die einzelnen Funktionen 7i(¢),...,7n(t) gegeben
sind. Analog zur vorigen Definition fiir einen Massenpunkt heifit dann die Abbildung R — R3V
mit ¢ — (7_"1 (t),... ,FN(t)) Bewegung, wobei nach dem zweiten Axiom fiir alle ¢ gilt

d

Bemerkung: e Eine Kraft F bewirkt selbst keine Bewegung, sondern eine Anderung der
Bewegung. Umgekehrt schlieft man durch die Anderung des Bewegungszustands eines
Objekts auf die Anwesenheit einer einwirkenden Kraft.

e Die tridge Masse ist ein Maf fiir die Trédgheit des bewegten Korpers, d.h. des ihm innewoh-
nenden Widerstands vor Verdnderungen seines Bewegungszustands durch eine beliebige
einwirkende Kraft.

e Oftmals hiingt die Kraft F, die zum Zeitpunkt t auf einen Korper am Ort #(t) und der
Geschwindigkeit U(t) einwirkt, von eben diesen Gréfen (Zeit, Ort, Geschwindigkeit) ab,
sodass sich das Kraftgesetz als

3F
m@ = F(T(t),r(t))

formulieren lésst - dies ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung in der Ortsfunktion
7(t). Bei (expliziter) Kenntnis des Kraftgesetzes liefert diese Gleichung den Funktionen-
raum aller moglichen Bewegungen. Die im allgemeinen grofie Vielzahl von Méglichkeiten
(eine derartige Differentialgleichung hat zumeist unendlich viele Losungen) manifestiert
sich dabei in den verschiedenen Anfangsbedingungen. Dabei kénnen im Kraftgesetz (d.h.
der Funktion F(F,) selbst) verschiedene Eigenschaften des Korpers auftauchen (beispiels-
weise Ladung).

e Aus den vorgegebenen Anfangsbedingungen folgt dann zusammen mit dem Kraftgesetz
eine eindeutigeE| Bewegung 7(t), sodass in der klassischen Newtonschen Mechanik eine
strenger Determinismus herrscht.

e Obiges ldsst sich ebenfalls wieder auf die Situation mit N Massepunkten verallgemeinern,
hier lautet das Kraftgesetz dann analog
dQF% =, 5 5 5
mit—Q = F; (rl(t), e ,TN(t),rl(t),rN(t)) .
In vielen Féllen, insbesondere bei der Vernachléssigung von Reibungskréften, ist die Kraft
F' jedoch von der Geschwindigkeit der Massepunkte unabhingig.

2 Aus mathematischer Betrachtungsweise wird diese Aussage durch zwei fundamentale Sitze aus der Theorie der
Differentialgleichungen gestiitzt, den Existenzsatz von Peano und den Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindel6f.
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e Ort- und Zeitangaben haben nur nach Festlegung eines Bezugssystems eine sinnvolle Be-
deutung, wobei wir insbesondere spiter in der speziellen Relativitdtstheorie hierauf zu-
riickkommen werden.

Jene Bezugssysteme, in denen das erste Newtonsche Axiom gilt, heiffen Inertialsysteme. Eine
wichtige Vorraussetzung der Newtonschen Mechanik ist also, dass es iberhaupt ein Inertialsys-
tem gibt.

Definition 2: Ein Inertialsystem ist ein Bezugssystem, in dem sich mindestens drei von
einem Punkt in verschiedene Raumrichtungen fortgeschleuderte und dann sich selbst iiberlassene
Korper, geradlinig gleichférmig (d.h. mit konstanter Geschwindigkeit ¥ = #j) bewegen.

Beispiel: Man beachte, dass man bisher in der Natur kein echtes Inertialsystem gefunden hat,
da im bekannten Universum alle Objekte mehr oder weniger umeinander kreisen, sich gegenseitig
anziehen, o.4. Trotzdem ist ist beispielsweise das Sonnensystem eine sehr gute Nédherung fiir ein
Inertialsystem.

Kommen wir nun zur mathematischen Formulierung des Konzepts der Inertialsysteme. Nach
der obigen Formulierung liegt ein Inertialsystem dann vor, wenn die Bewegung eines jeden
freien Korpers, d.h. sich selbst iiberlassenen Korpers (kréiftefrei), relativ zu diesem System
durch

d2
ﬁf(t) =0 g 7(t) = vot + 7o fiir ¥y und 7 konstant

gegeben ist. Empirisch weifs man, dass jedes Bezugssystem, welches sich zu einem Inertialsystem
mit konstanter Geschwindigkeit bewegt, ebenfalls ein Inertialsystem ist.[ﬂ

1.2. Einige einfache Kraftgesetze

1.2.1. Bewegung im Gravitationsfeld der Erde

Newtons zweites grofes Verméchtnis bestand in der Entdeckung des nach ihm benannten Gra-
vitationsgesetzes, welches sowohl die zuvor von Kepler spezifizierten elliptischen Planetenbewe-
gungen zu erkléren vermag, aus dem aber auch die Galileischen Fallgesetze folgen.

Satz 3 (Allgemeines Newtonsches Gravitationsgesetz): Die Kraft, die ein Kérper 2 mit

der schweren Masse mg auf einen Kdrper 1 der schweren Masse mg austibt, ist durch

S,.S
~ mdm
ims
Faravi2 = —G—5—=712
12

gegeben, wobei G = 6.67 - 10_11kr;22 die Newtonsche Gravitationskonstante ist, 712 der Einheits-

richtungsvektor von Korper 2 nach Kérper 1 und rio der Abstand beider Korper.

Die schwere Masse m° ist dabei ein Maf fiir die Stiirke der Gravitationskraft, was von der
tragen Masse als Widerstand gegeniiber Bewegungsdnderungen zu unterscheiden ist.

3Man beachte dass die zugrundeliegende Definition eines Inertialsystems noch nicht das Kraftgesetz vorraus-
setzt. Umgekehrt zeigt sich aber, dass Newtons Ansatz zur Beschreibung der Mechanik von Kérpern nicht
sallzu falsch® gewesen sein kann, da aus dem Kraftgesetz wiederum gerade die geradlinige gleichférmige Be-
wegung von kriftefreien Kérpern folgt.
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Beispiel: Man betrachte einen Massepunkt 1 im Gravitationsfeld der Erde &, wobei man ein
Koordinatensystem wahle, welches im Mittelpunkt der Erde seinen Ursprung hat. Nahe der
Erdoberflédche gilt dann in guter Naherung

_, Mxm3
Fig ~ -G }622 173:9.815%-m§-f:gm§-f
)

gilt, wobei My = 5.977-10** kg die Erdmasse und Ry = 6.36 - 10°m der Erdradius ist. Nach
dem zweiten Newtonschen Axiom gilt dann das Kraftgesetz

T 7(t) = —gm®s
m——7(t) = —gm>2
dtz g b)

wobei Z der Einheitsrichtungsvektor in die normal zur Erdoberfliche stehende z-Richtung sein
soll.

Obwohl aus theoretischer Sicht trdge und schwere Masse iiberhaupt nicht miteinander in
Beziehung stehen, gilt empirisch jedoch m = m® und man erhilt direkt, dass die Beschleunigung,
die ein Korper im Feld erfahrt unabhingig von seiner Beschaffenheit ist. Dieses Prinzip ist auch
unter dem Begriff der Universalitdt der Bewegung im Gravitationsfeld bekannt.

1.2.2. Bewegung im Gravitationsfeld der Erde mit Luftreibung

Wird auch die Luftreibung bei der Bewegung mit in Betracht gezogen, 50 setzt sich die ein-
wirkende Kraft aus der Gravitationskraft Fgrav und der Reibungskraft FR zusammen, d.h. es
gilt

F = Fapay + Fr .

Es gibt mehrere unterschiedliche Arten von Reibungsgesetzen zur Beschreibung des Luftwider-
stands, etwa

B —A7  : fir kleine Geschwindigkeiten (Stokes-Reibung)
R™Y —Bo2.9 : fiir grobe Geschwindigkeiten

Zur Herleitung betrachte man den Grenzfall von nicht miteinander wechselwirkenden Molekii-
lenﬁ (wir betrachten also nur eine sehr stark vereinfachte Version). Nach dem dritten Newton-
schen Gesetz entspricht die Reibungskraft eines Korpers dem Umgekehrten der Impulse, die den
Luftmolekiilen durch Stéfe vermittelt wird. Mit dem Kraftgesetz folgt dann

., dp Ap - Ap

F= FrR=—

a~ A R™ A

Féllt ein Korper mit der Geschwindigkeit ¥, so erhalten alle Luftmolekiile innerhalb eines be-
stimmten Volumens V' den Impuls mpy¥, d.h. die gesamte Impulsdnderung ist durch

PLuft
mrm

= AU2pLuft At

Ap = MM - NLM = mimMQ0 - |4

“Der hauptsichliche Unterschied zwischen kleinen und groken Geschwindigkeiten ist in diesem Fall, ob die
Molekiile den hinter dem Objekt freiwerdenden Raum schnell genug wieder ausfiillen kénnen - bei hohen
Geschwindigkeiten entsteht also ein ,Luftloch®, welches ndherungsweise durch wechselwirkungsfreie Molekiile
beschrieben werden kann.
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gegeben, sodass Fr = —Appugv? die Reibungskraft ist. Um nun noch die aerodynamischen
Eigenschaften der Form der Fliche A zumindest rudimentér zu berticksichtigen, fiihrt man den
Faktor ¢, ein, sodass dann

Fr = —cpApLugv® = —pv?

mit ¢, < 1 folgt. Als gesamte auf den Korper einwirkende Kraft erhalten wir dann zusammen
mit der Gravitationskraft

F =Fg+ Fr = —mgz — B -y .
Man betrachte nun den freien Fall in z-Richtung, wobei die Anfangsbedingungen so gewahlt
seien, dass ¥(t) = v(t)Z fiir alle Zeitpunkte ¢ gilt. Es folgt also
S F
ma=F <— 6::—g<1—ﬁv2>2
m
fiir die Beschleunigung des Massepunkts, wobei aus den Anfangsbedingungen
=0 = &=x(0)=0 und j=0 = g=9(0)=0

folgt. Um den zeitlichen Verlauf der Geschwindigkeit zu bestimmen, setze man nun

- = f— aqQ = — =
mg  u? dt u?

ﬁ 1 _ dv g ( 2 2(t)) ’

d.h. wir erhalten eine Differentialgleichung vom Typ % = f(v). Zur Losung verwendet man
einen Trick (man betrachtet die Differentiale dv und dt als eigenstédndige Objekte, mit denen
wir mit gewohnlichen Variablen zu verfahren ist), dessen mathematische Rechtfertigung spater
noch zu zeigen ist:

dv dv vdy L
E:f(v)@f(v):dt — M:/dt+c

Konkret fiihrt dies im hier betrachteten Fall zu

v d’Ul __UQ/U dv’
)T g @

wobei dieses Integral mit Hilfe der Partialbruchzerlegung zu 16sen ist, es gilt

/qu—UUQ :/(u—}—vc)lzju—v) :/<ujj—1v + u{20> dv

Mit A1 = Ay = i nimmt das zu bestimmende Integral dann die Form

1 / dv +/ dv 1 (1 u+ v - In| D 11 u+v
— = —(Inlu+v]—-Inlu—2v]) ==—1In
2u U+ v U—v 2u 2u uU—v
an, also erhalten wir
v dy w2 [V dv u? 1 u+wv u . utwv
—_— —=——-—1In =——1In ,
f@") g u? —v'? g 2u |u-—vw 29 u—v
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wobei die Betrige wegfallen, da u > 0 und |v| < u sei. Die Losung der Differentialgleichung zur
Bestimmung der Geschwindigkeit ergibt sich dann durch eine algebraische Umformung aus

U u + U+ v 29, _2g
——1In =t4+c << wtemwC
29 u—wv U—v v
29 2 k—efl

_ —204 T
— k(ut+v)=(u—v)e v'=¢"(u = UL T

wobei die Konstante k iiber C' mit dem Anfangswert verkniipft ist. Zum Startzeitpunkt ¢ = 0
sei die Anfangsgeschwindigkeit v(t = 0) = vp, so findet man

k—1 _u—ug
k+1 _U+U0'

Vo — —Uu

Speziell fiir den Fall vg = 0 (einfaches Fallenlassen) folgt k£ = 1, also erhélt man dann

1—e!

v(t) = U o T

= —u tanh (gt) .

u

Fir kleine Argumenteﬂ lasst sich der Tangens hyperbolicus durch tanht¢ = ¢ — %t?’ + ... appro-
ximieren, fiir grofle ¢ gilt tanht¢ = 1, also erhalten wir schliefilich

— 19°43 C iy e
u(t) = gt+ gzt + ... f}.lr kleine ¢
—U = Voo . fiir grofse t

Beispiel: Berechnen wir die Endgeschwindigkeit v, fiir einige Objekte explizit, wobei sich
diese betragsmaéisig durch

\/ myg myg
U = u= _— _—
> B PLuft Acy,

ergibt. Fiir einen Menschen mit m = 80kg Gewicht, der Widerstandsoberfliche A = 0.5 m? und
cw = 1 gilt folglich vy, ~ 140 kTm - bereits in diesem einfachen Modell zeigt sich also, dass ein
Sturz aus groBer Hohe definitiv tédlich ist. Bei einem Fallschirmspringer gleichen Gewichts, aber
erhéhter Oberfliche von A = 30 m?, erhélt man nur eine Endgeschwindigkeit von ve, = 18 kTm

Neben der zeitlichen Abhéngigkeit der Geschwindigkeit ist auch die Bahnbewegung 7(t) von
Interesse. Aus

v(t) = —utanh (%t)

erhalten wir durch Integration dann

t g w2 (it u? g
z(t) = —u/ tanh (—t’) dt' + zo = —/ tanh(t') dt’ + zo = —— Incosh (—t) + 20 .
u g g u

Die héufig in der Physik verwendete Formulierung ,fiir kleine Argumente stellt prinzipiell eine Abkiirzung fiir
diejenigen Argumente dar, fiir welche die Taylor-Approximationen noch genau genug ist.
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dy R(x)

dz S(y)

Mathematischer Einschub: Differentialgleichungen der Form

An dieser Stelle soll der zuvor verwandte Trick zum L&sen der Differentialgleichung mathema-
tisch hergeleitet werden. Betrachte zunéchst

R(xz)dz+ S(y)dy =0

als totales Differential einer Funktion f(z,y) in zwei Verénderlichen, wobei hierfiir ganz allge-
mein df = g—ﬁ(:r, y) dx + g—i(x, y) dy gilt. Also gilt die Identifikation

_9f
- Ox

_9f

R(z) =9

und S(y)

und die urspriingliche Differentialgleichung lasst sich als df = 0 schreiben, sodass f(z,y) = C
die triviale Losung ist. Andererseits lasst sich aufgrund der eingeschrankten Abhéngigkeit (R
und S hdngen nur von jeweils einer Variable ab) aber auch

fag) = [ R@ & +0)  wd fy) = [ S@)d + e
formulieren. Durch Gleichsetzen und Umstellen erhalt man daraus dann
[ B@ o - gate) = [ S0y - 1(0)

wobei die linke Seite lediglich von z abhéngig ist, die rechte nur von y - sie kénnen also nur
dann identisch sein, wenn beide gleich einer Konstante C' sind, es ist also

faw) = [R@ o+ [S@dy-C'.
d.h. die Losung der urspriinglichen Differentialgleichung ist implizit durch
/R(x)dm+/5(y)dy:C+C’/

gegeben. All dies folgt ausschlieflich aus der urspriinglichen Differentialgleichung S(y) dy =
—R(x) dx und einer unbestimmten Integration, sodass

—/R(a:)d:n—i—C: /S(y)dy
gilt. Im oben betrachteten Fall war R(z) = —1 und S(y) = (F(y))_1

1.2.3. Der harmonische Oszillator ohne Reibung

Eines der wichtigsten physikalischen Systeme ist der harmonische Oszillator, den wir spéter auch
noch in seiner quantenmechanischen Variante betrachten werden. Der klassische harmonische
Oszillator ohne Reibungseinfliisse ist in einer Dimension durch die Gleichung

mi = —kxr < a'c'—l-ﬁﬂs:()
m
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gegeben. Es handelt sich dabei um eine gewthnliche lineare Differentialgleichung zweiter Ord-
nung, die zudem noch homogen mit konstanten Koeffizienten ist. Dabei verstehen wir allgemein
unter einer homogenen linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung eine Gleichung der Form
d"y dy
an(x)w +...+ al(x)% +ap(x)y=0.

Losungen homogener Differentialgleichungen geniigen insbesondere dem physikalischen Super-
positionsprinzip, d.h. aus mathematischer Sicht ist also auch jede Linearkombination ayy;(x) +
agy2(x) von Losungen y;(x) und ya(x) ebenfalls eine Losung. Fiir eine homogene lineare Diffe-
rentialgleichung mit konstanten Koeffizienten

d"y dy
anﬁ+...+a1%+aoy:0

A\x

wéahlt man den Losungsansatz y = ™", einsetzen in die Gleichung liefert dann

(ap "™ + A A"V e+ ao)em =0.
Da e® # 0 fiir alle x € C ist, erhélt man somit eine einfache algebraische Gleichung
AN+ A A N+ N +ag=0,

welche bis zu n komplexwertige Losungen A1, ..., A\, hat (nach dem Fundamentalsatz der Al-
gebra mindestens eine). Da (wie schon erwiahnt) die allgemeine Losung eine Linearkombination
dieser Losungen ist, hat sie die Form

y(x) = c1eM% 4 ..+ ¢t

mit freien Linearfaktoren cq,...,¢, € C.

Es stellt sich allerdings noch die Frage, wie sich aus dieser im Allgemeinen komplexwertigen
Losung eine reelle physikalische Information erhalten ldsst. Wir bezeichnen eine derartige Diffe-
rentialgleichung als physikalisch, wenn die Koeffizienten ay, . .., a, reell sind, dann ist auch mit
jeder im Allgemeinen komplexwertigen Losung y(z) das komplex konjugierte g(z) eine Losung,
und aufgrund der Linearitat sind dann auch

Rey() = 5 (u(e) +9()  wnd  Smy(e) = o (=) ~ 5()

Losungen der Differentialgleichung.

Bemerkung: Sind die Anfangsbedingungen einer physikalischen Differentialgleichung ebenfalls
reell, so sind auch die zugehorigen Losungen reell.

Wir betrachten nun erneut die Bewegungsgleichung mi = —kz der reibungsfreien harmoni-
schen Oszillators, wobei der Ansatz x(t) = e* durch Einsetzen

k k k
<)\2+> M=0 = A2 = +/—— = +iwg mit wo = \/>
m m m

liefert. Die allgemeinste Bewegungsfunktion ist daher durch

x(t) _ Cleiwot + CQG—iwot
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mit ¢, ca € C gegeben. Durch x(0) = xp und v(0) = vy seien nun Anfangsbedingungen spezifi-
ziert, diese fithren dann zu den beiden Gleichungen

To =1+ ¢ und vo = iwp(e1 — ¢2)

zur Bestimmung der Linearfaktoren ¢; und co, welche sich damit zu

1 1
== wo—iv—o und Cco = — m0+i@
2 wo 2 wo

ergeben. Die Bewegungsgleichung zu gegebenen Anfangsbedingungen zg und vg lautet damit

2(t) = % (m _ i”°> (cos(wot) + isin(wot)) + % (mo 4 150) (cos(wot) — isin(wot))

wo 0
= Acos(wot + ¢) ,

wobei sich unter Verwendung der Additionstheoreme die Beziehungen

2
v v v
Acosp = xg Asincp:——o - A= a:g—i—(O) tanap:——o

wo wo Zowo

ergeben. Fiir die Periodendauer gilt dabei T' = 377;7 wobei wy = 27v die Kreisfrequenz ist.

1.2.4. Der harmonische Oszillator mit Stokes-Reibung

Nun sollen die Auswirkungen eines Reibungseinflusses auf den klassischen harmonischen Oszil-
lator betrachtet werden. In diesem Fall lautet die Bewegungsgleichung

b k
mi=-bt—kxr <— i+ —2+—x=0
m m

Mit demselben Ansatz wie zuvor fiihrt man die Losung der Differentialgleichung mit dem Ex-
ponentialansatz z(t) = e** auf ein Polynom

2 b k b . . _ , b2
N4+ —A4+—=0 = Ao =—— Fiw mit W=1\/wf— —5
m m ’ 2m 4m?

zuriick, wobei die Vorraussetzung wg > (%)2 gelten soll. Als allgemeine Losung erhélt man
hier somit

_ b 4 _ b4 s __b io i
.’E(t) = cie 2mt+1wt+c2e 5 t—iwt —e 2mt(016Mt+626 1wt) .

Betrachten wir das Problem nun wieder unter gegebenen Anfangsbedingungen x(0) = x¢ und
v(0) = vy, so folgt

sin(wt) | = Ae 2t cos(wt + ¢)

2
b b
e A x3+<v0+ amﬂfo) imd tang — 0T B0
hy)

10
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1.2.5. Der periodisch angeregte Oszillator

Zuletzt betrachten wir noch, welche Auswirkungen eine periodische Anregung des reibungsfreien
harmonischen Ostzillators zur Folge hat. Die Bewegungsgleichung lautet

mi = —kz + fcos(w't) <= mi +kx = fcos(w't) .

Hier treffen wir das erste Mal auf eine inhomogene Differentialgleichung, deren Losungen im
Allgemeinen von der Form x(t) = Zpom(t) + xin(t) sind. Die Losung zpom () der homomogenen
Differentialgleichung kennen wir bereits, sie lautet

. k
mit wo=14/— .
m

iwot —iwgt

Thom(t) = c1€“°" + coe
Um eine spezielle Losung des inhomogenen Anteils zu finden, betrachte man die folgende (kom-
plex ergénzte) Differentialgleichung, deren Realteil grade mit der zu untersuchenden Differenti-
algleichung iibereinstimmt:

min + kxy, = fel't ) R
mggl; + ki-i; — feiv't = mRediy + kRexy, = if(e“" +e W = fcos(w't)

Es liegt nun nahe den Ansatz zy,(t) = Age®’t mit noch zu bestimmendem Ay, zu wihlen. Es
findet sich schlieflich

;o1 o1
Ap=———— = Tin(t) = ——5——e“'t
P el - WP in(t) mwt — "

und damit folgt fiir den Realteil dieser komplexwertigen Losung
f
2

Re a:ih(t) = % w
0

— cos(w't) ,

womit eine spezielle Losung der inhomogenen Differentialgleichung gefunden wére. Als allgemei-

ne Bewegungsfunktion des periodisch angeregten harmonischen Oszillators erhdlt man damit
_ iwot —iwopt f 1 /

z(t) = 1'% + e + ——5—— cos(w't) .

mwi — w?

homogener Teil

inhomogener Anteil

Anfangsbedingungen seien nun wie tiblich durch z(0) = xp und v(0) = vy gegeben, dies fiihrt
dann zu

f 1 , f 1 vy .
t) = ———— t) + e — t)+ — t) .
x(t) 8 = cos(w't) o 8 5 cos(wot) " sin(wot)

Damit ist eine Losung der Differentialgleichung unter den gegebenen Anfangsbedingungen ge-
funden.

1.3. Abgeleitete Gesetze der Mechanik eines Massepunkts

1.3.1. Arbeit und kinetische Energie

Zur Vereinfachung betrachten wir zunachst nur eine eindimensionale Bewegung eines Teilchens
in x-Richtung, auf welches eine konstante Kraft ebenfalls in z-Richtung einwirkt, also Fy =

11



1. Klassische Newtonsche Mechanik

(Fy,0,0). Durch diese Kraft werde das Teilchen durch die Anderung seines Bewegungszustands
innerhalb der Zeit ¢ von zy nach z(t) bewegt. Wir nennen dann Fy - (z(t) — z¢) die Arbeit, die
von der Kraft am Teilchen verrichtet wurde, aus der Bewegungsgleichung folgt

d F F Fyt?
mi=Fy — —i=-" =— jc(t):—ot—i—vo = x(t):—o——i—vot—i—xo.
dt m m m 2

Verwendet man nun nach entsprechender Umformung ¢ = 7 (&(t) — vo), so folgt

N 1F0m2
_2'mF02

= A=Fy- (z(t) - x) = %(f(t)Q - Ug)

2(t) (&) — vo)” + vo

Definition 4: Wir bezeichnen mit 7'(t) := 22@(t)? die kinetische Energie. Dabei gilt, dass
die von einer Kraft geleistete Arbeit gleich der Anderung der kinetischen Energie ist.

Man betrachte nun weiter den Fall, dass sich das Teilchen nur in z-Richtung bewegen kann
(beispielsweise durch eine Fiihrungsschiene), allerdings sei die konstante Kraft nun anders ge-
richtet, es gilt Fy = F,& + F,3. Der Kraftanteil K,y wird dabei durch die Reaktionskraft mit
der Schiene kompensiert, es folgt also

_ Fpcosy

(t)

t+vo .
m

Durch analoges Umformen wie oben erhalten wir dann letztlich den Term

Fy - (a(t) — o) cosp = T ((t)? = f ) = T(t) = T(0) .
Setzt man nun weiter Fp - (:U(t) —:L‘(]) cosp = Fy - (F(t) —Fo) = [y - AF = A, so ist eine
allgemeinere Definition fiir die Arbeit in diesem Fall gefunden.

Abschlieftend wenden wir uns dem allgemeinsten Fall einer krummlinigen Bewegung durch
ein allgemeines Kraftfeld zu. Zur Bestimmung der Arbeit unterteilt man hier die Weglinie in
kleinere Wegsegmente, die so klein sind, dass die Kraft iiber jedes einzelne Wegsegment als
konstant angenommen werden kann - sodass man sich wieder im vorigen Fall befindet, und
folglich die Arbeit jedes einzelnen Wegsegments kennt. Anschliefend summiere man iiber alle
Segmente. Bezeichnet C die Bahnkurve, so erhélt man fiir die Arbeit A¢ entlang C' dann

A:ZE-AQ%/FCZ(?:AC,
i C

wobei man die Anzahl der Unterteilungen gegen unendlich laufen ldsst, sodass die Summe in
ein Kurvenintegral iibergeht.

Mathematischer Einschub: Berechnung von Weg- und Kurvenintegralen

Obwohl das Auftauschen des Kurvenintegrals in voriger Betrachtung v6llig natiirlich geschieht,
muss noch geklart werden, wie ein solchen Kurvenintegral explizit zu berechnen ist. Gegeben
sei eine Kurve C' im R?, die durch 7 — 7(7) = (2(7), y(7), 2(7)) mit 7 € R parametrisiert sei,
sowie weiter zwei Funktionen f : R3 — R und §: R?® — R3. Es ergeben sich nun die folgenden
Definitionen fiir Kurvenintegrale:

12



1.3. Abgeleitete Gesetze der Mechanik eines Massepunkts

e Wegintegral iiber eine Bogenlange:

/fds— lim Zf (7% ASZ_/a () |7 (7)| dr

N—oo

o Wegintegral iiber Projektion:

b
/Cfdxzjv@oozi:f(ﬁ)mi:/ F(F(r))a! (1) dr

a

e Allgemeines Wegintegral (mit Vektorfunktion als Integranden):

fdi= [ fedz+ [ fydy+ [ f.dz= bf(f(f))w'(f)df
Jo 7= [ gedos [ gt [ ge= |

Wird die Bahnkurve mittels der Zeit ¢ parametrisiert, so gilt also im zuvor behandelten Fall fiir
die Arbeit entlang C'

AC:/Cﬁd§:/t:B FF() - #(t) dt .

Um die Bedeutung der Arbeit zu verstehen, d.h. also den Begriff sinnvoll zu interpretieren,
betrachte die Bewegungsgleichung mi” = F(7), es folgt

e (3 rr

/t:B : (% ’) d :/t:BF(F(t))'?*(t)dt:Ac:/CF*dg,

d.h. es gilt Ac =T(tg) — T(ta) und mit der kinetischen Energie T'(¢) = % 2(t) folgt also

F(

3

mr = F(F) <

ﬁl

Ac = S2(tp) = 577 (t) -
Damit haben wir die bereits in der Definition der kinetischen Energie getitigte Aussage, dass
die Arbeit der Differenz der kinetischen Energie entspricht, gezeigt.
Alternativ kann man die Situation auch differentiell interpretieren: Innerhalb der (infinite-
simalen) Zeitspanne dt ist die (ebenfalls infinitesimale) Anderung der kinetischen Energie dT
gegeben durch

ar 5 . = dA
=F .- F=F - 7=—
dt T
d.h. die pro Zeiteinheit geleistete Arbeit entspricht der instantanen Leistungsaufname P. Die
Arbeit A¢ hingt dabei vom ganzen Weg C' ab, wihrend T'(tg) — T'(t4) nur vom Anfangs- und
Endpunkt abhéngt. Interessant ist daher der Fall, dass auch die Arbeit nur vom Anfangs- und
Endpunkt des Wegen abhéngt, nicht aber von ganz C.

13



1. Klassische Newtonsche Mechanik

1.3.2. Potentiale

Definition 5: Ein Kraftfeld F (7) heikt konservativ, wenn das Arbeits-Wegintegral iiber jede
Kurve C' nur vom Anfangs- und Endpunkt abhéngt.

Konservative Kraftfelder haben wichtige Eigenschaften, so gilt stets

yﬁﬁdgzo
C

iiber jede geschlossene Kurve C. Entlang eines geschlossenen Weges wird also in einem konser-
vativen Kraftfeld auch keine Arbeit verrichtet. Des Weiteren existiert eine Funktion U, sodass

/ Fds=U(F4,78)
C

gilt, wobei 74 bzw. g der Anfangs- und Endpunkt von C sind. Wie sieht nun diese Funktion
U konkret aus? Dazu betrachten wir drei Punkte ff, B und C im Raum, sowie Wege Cy von A
nach C , C1 von A nach B und C, von B nach C. Da die Arbeit nach Vorraussetzung unabhéngig
vom konkreten Weg ist, gilt dann folglich

/ ﬁdgz/ ﬁd§+/ Fds « U(A,C)=U(A,B)+U(B,C) .
Co C1 Ca

Die linke Seite ist dabei offensichlich unabhingig vom Punkt B , wahrend auf der rechten Seite
B explizit auftaucht, es kann demnach nur eine Gleichheit gelten, sofern es eine Funktion V' (7)
mit U(A, B) = V(A)—V (B) gibt. Eine solche Funktion V() heikt Potential des konservativen
Kraftfelds F (7), es gilt dann folglich

/ Fds= V(i) — V(Fy)
C

Zur expliziten Berechnung von V(7) aus F wiihle man einen beliebigen Weg C' von 74 nach 7,
dann gilt

V(F):—/CﬁdE’Jr V() .

Sei nun weiter C' = dC ein infinitesimaler Weg von 74 nach ¥ = ¥4 + AS, dann folgt mit der
Taylor-Néherung erster Ordnung im dritten Schritt

/ Fdi=F-A5=V(fy) — V(fa+ A3
dcC
= V(7a) — (V(Fa) + AF-VV (7)) = ~VV(7a) - AF,
also gilt F(7) = —VV (7). Insgesamt haben wir nun damit den folgenden Satz hergeleitet:

Satz 6: Das Kraftfeld F(F) ist genau dann konservativ, wenn es ein Potential V() mit der
Figenschaft F(r) = —VV(F) gibt.

Beweis. o ,=*: Dies haben wir gerade gezeigt und aus 950 Fds=0 gefolgert.
e <" Folgt aus dem Satz von Stokes, auf den wir gleich eingehen. O
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1.3. Abgeleitete Gesetze der Mechanik eines Massepunkts

Mathematischer Einschub: Gradient, Divergenz und Rotation

An dieser Stelle soll die Bedeutung dreier wichtiger mathematischer Differentialoperatoren ge-
klirt werden. Man betrachte eine beliebige Funktion ¢ : R? — R mit 7+ ¢(7), dann wird der
Gradient von ¢ in kartesischen Koordinaten durch

grad ¢ := 6@ = <8f of af)

oz’ dy’ 0z

definiert. Zur Interpretation habe die Funktion an einem beliebigen Punkt 7y den Wert ¢(7) =
©0. Man zeichne dann die Hyperfliche ¢(7) = oo im R3, auf der dieser Funktionswert konstant
gleich bleibt. Der Gradient ist dann proportional der Normalen auf der Fliche.

Nun betrachten wir eine vektorwertige Funktion A : R3 — R3 mit 7 — A(7), eine solche
Vektorfunktion wird héufig mit Hilfe von Feldlinien veranschaulicht. Man ordnet nun diesem
Vektorfeld ein Skalarfeld, die sogenannte Divergenz von A zu, welche in kartesischen Koordi-
naten durch
- 0A, 0A, 0A,

ivA(F) =V A=
div A(F) =V 0m+8y 0z

erklart ist. Anschaulich beschreibt die Divergenz die Quellstarke, ist also ein Maf fiir die Er-
zeugung bzw. das Verschwinden von Feldlinien. Ist AV ein Volumenelement bei 7, so gilt

: 1 Pod . 7
Al\l/nalowﬁg@v) AdS = div A(F) .

Zuletzt sei die Rotation eines Vektorfeld genannt, sie ist durch das Kreuzprodukt mit den
Nabla-Differentialoperator V erkliirt. Anschaulich beschrieben gibt die Rotation die Wirbelstér-
ke eines Vektorfelds an, sie ist also ein Maf fiir die Geschlossenheit der Feldlinien. Explizit lasst
sie sich in kartesischen Koordinaten durch

Lo . [0A. 0A, 0A, 0A. 0A, 0A,
rOtA_vXA_(E)y 0z 0z ox ' Ox 8y>

angeben. Sei AS ein Fldchenelement bei 7 und 7 der zugehorige Normalenvektor auf dieser
Fléche, dann gilt

Aus der Theorie der Integration auf Mannigfaltigkeiten sind aus der Mathematik zwei wichtige
Spezialfille an Integralsdtzen zu nennen:

Satz von Gauf: # AdS = /// div A dr = /// (V- A)dr
S(V) 1% 1%

Satz von Stokes: §1§ Ads = // rot AdS = //(6 x A)dS
a(s) s s

Eine wichtige Beziehung herrscht nun zwischen den zuvor besprochenen konservativen Kraft-
feldern und den Wirbeleigenschaften eines Kraftfelds.

Satz 7: Ein nicht singuldres Kraftfeld ﬁ(f’) st genau dann konservativ, wenn rot F =0 dberall
gilt, d.h. das Kraftfeld F' rotationsfrei ist.
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1. Klassische Newtonsche Mechanik

Beweis. o = Ist F konservativ, so gibt es eine Darstellung in Form von F = —VV durch ein
Potential. Explizites Nachrechnen liefert dann, dass rot F =V x F =V x VV =0 istﬁ

e <= Sei umgekehrt rot F = 0, dann betrachte einen beliebigen geschlossenen Weg C. Nach
dem Integralsatz von Stokes gilt dann

55 ﬁdé‘://rotﬁdg:@.
C S

Damit erhalten wir bereits die Aussage des Satzes. O

Bemerkung: Man beachte stets, dass das Potential V (7) eines Kraftfelds F(7) nur bis auf eine
additive Konstante bestimmt ist.

1.3.3. Beispiele fiir konservative Krifte

Jede Zentralkraft, wobei das Zentrum im Ursprung 0 liegt, ist konservativ. Kraft und Potential
sind in diesem Fall durch

ﬁ(f’) = f(r)? und V() =V(r)=- /T f(r)dr

gegeben. Um dies zu zeigen, rechnet man leicht nach, dass

oV _oVor vy 9 ra sy, b 2z — v . E
5 = arax—V(r) o VT Ty e =V'(r) 5 ﬁ—l—yQ—l—zQ_V(r) .

mit V'(r) = —f(r) gilt. Also folgt —VV = V(1)L = -V'(r)i = f(r)i = F, also erhalten wir
eine giiltige Potentialdarstellung unserer Zentralkraft, und damit ist diese konservativ.
Speziell fiir die Gravitationskraft mit einer Masse mg im Ursprung 0 findet sich so

mamy .

p) 7ﬂ:.f(7ﬂ)7q

Fgrav =-G r

fiir das Kraftfeld, was nach obiger Gleichung auf das zugehorige Gravitationspotential fiihrt:

V(r)= —/ f(s)ds = Gmima g = gmmz

r

Ein weitere Beispiel ist im Zusammenhang mit dem zuvor besprochenen harmonischen Os-
zillator gegeben. Im eindimensionalen Fall ist das Kraftfeld durch F = (Fy,0,0) bestimmt,
wobei F,, = —kx ist, also lautet das Potential V (r) = %l’Q. In mehreren Dimensionen verallge-
meinert sich dieses dann einfach zu

5Man kann das Verschwinden der Rotation in diesem Fall auch eleganter aus der de Rham-Kohomologie folgern,
flir ndhere Informationen siehe beispielsweise Jénich: , Vektoranalysis“.
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1.3. Abgeleitete Gesetze der Mechanik eines Massepunkts

1.3.4. Der Energiesatz fiir einen Massepunkt

Wir betrachten ein Teilchen unter der Wirkung einer zeitunabhéngigen, konservativen Kraft ﬁ,
es folgt

— % (;mf'2> =mr- 7= —VV(Ft) - 7(t) = —%V(F(t))
= % (572 +V(i®)) =0,

Energie £
d.h. die Energie ist zeitlich konstant langs der Bewegung 7(¢). Wir haben somit gezeigt:
Satz 8: Die Gesamtenergie E =T +V ist eine Erhaltungsgrofie.

Man beachte, dass sich mit Hilfe des Energiesatzes schon einige qualitative Schliisse {iber die
Bewegung ziehen lassen, denn fiir eine kinetische Energie T' = 3 72 >0 folgt, dass V(1) < E
fiir vorgegebenes E sein muss. Mit anderen Worten kann sich die Bewegung nur in jenen Raum-
bereichen abspielen, in denen die potentielle Energie V(7) < E ist. Wahrend der Bewegung
findet sténdig eine Umwandlung von kinetischer Energie in potentielle Energie statt und umge-
kehrt. Im Falle einer eindimensionalen Bewegung ist die Bewegung sogar vollstéindig durch das
Potential V' (x) bei vorgegebener Gesamtenergie F bestimmt:

E:T+V:%jz2+V(x) — ab:i%: %(E—V(x))
x dl’l
=  z(t) = +C
/ m(E=V(@)

Bemerkung: e Sei F = ﬁ(f’, t) ein konservatives Kraftfeld, aber explizit zeitabhingig.
Dann gilt fiir das zugehorige Potential V = V (7, t)

d__,_ oV dx v = B 1%
%V(r(t),t) é)Mhyr.+(% VV . +E‘

Aus der Newtonschen Bewegungsgleichung erhélt man dann durch Multiplikation mit 7

it (37) =79V P g = (57 V0.0) =

Energie E = E(t)

° Betrachte nun ein Kraftfeld der Form F = Fkons +FR = —VV+FR, wobei der zusétzliche
Term FR beispielsweise eine Reibungskraft KR — b7 sein kann. Hier folgt dann

. - ) d )
mit = =YV — b = o (—*2+v) e

hier nimmt also T + V stdndig ab, d.h. es kommt zu einem Energieverlust durch Rei-

bung. Es sei angemerkt, dass die Energie natiirlich nicht verloren geht, sondern auf die

reibungsverursachenden Teilchen iibergeht - lediglich aus Sicht des eigentlich interessie-

renden Massepunkts geht Energie verloren.
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1. Klassische Newtonsche Mechanik

1.3.5. Impulssatz fiir ein Teilchen

Nach dem zweiten Newtonschen Axiom fiir den Zusammenhang der Bewegunsgrofe und einer
Kraft erhalten wir direkt

d.
atl =

ist also die einwirkende Kraft F' = 0, so ist p konstant - demnach gilt also Impulserhaltung.

1.3.6. Drehimpuls

Wir definieren allgemein zu einem beliebigen Vektor @ sein Moment beziiglich des Ursprungs 0
als Kreuzprodukt 7 x d@. Speziell das Moment des Impulsvektors D helfét Drehimpuls L =7x Dy
wiihrend das Moment des Kraftvektors als Drehmoment M = 7 x F bezeichnet wird.

Es gilt dabei, dass |L| = |]-|p]-sin ¢ = |7]-|FL | ist, wobei ¢ der Winkel zwischen den Vektoren
7 und p ist, sowie p| der orthogonal beziiglich 7 stehende Anteil vom Impuls p. Mit anderen
Worten ist der Drehimpuls also proportional jener Impulskomponente, die eine Drehung um den
Ursprung beschreibt. Analog ist das auch das Drehmoment proportional jeder Kraftkomponente,
deren Anderung der BewegungsgroRe analog eine Drehung um 0 bewirkt. Es gilt dabei auferdem
der Zusammenhang

—Fx F=DM.

Satz 9: Der Drehimpuls eines Teilchens dandert sich nach MajfSgabe des Drehmoments, bei ver-
schwindendem Drehmoment ist der Drehimpuls eine Erhaltungsgrifse.

Beispiel Fiir F =0 Verschwindet auch das Drehmoment M. Ist F dagegen eine Zentralkraft,
also F = f(r)?, so folgt M=7xF=fx 71f(r) =0, d.h. in einer Zentralkraft bleibt der
Drehimpuls L entlang einer Bewegung konstant. Ist die Richtung des Vektors L konstant, so
bewegt sich der betrachtete Massepunkt in einer Ebene, die orthogonal zu L steht. Im Falle von
|L| konstant verifiziert man dann leicht

, : . L A _|L
|L| dt = m|F" x 7| dt = mr|F|dtsing — dA:|277ldt = Cilt:|27r|L:kOHSt’

d.h. der Radiusvektor iiberstreicht pro Zeiteinheit gleiche Flichen, falls eine Zentralkraft vor-
liegt. Der Vektor 7 wird dabei vom Zentrum der Kraft aus definiert (vgl. zweites Keplersches
Gesetz, auf das wir spéter genauer eingehen).

1.3.7. Bewegungsgesetze fiir ein System von Massepunkten

Nun betrachten wir ein System von N Massepunkten, wobei 7; die Koordinaten, 7 die Ge-
schwindigkeiten und m; die Massen der Teilchen fiir = 1, ..., N seien. Die Kraft, welche dann
auf ein einzelnes Teilchen 7 einwirkt, ist beschrieben durch

miri(t) = Fy = F (71, 0) + ) Fy (73,7, 0)
i#j

Einige der vorigen Gesetze konnen wir nun auf ein Massepunkt-System erweitern:
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1.3. Abgeleitete Gesetze der Mechanik eines Massepunkts

o Impulssatz: Esist p=3) .p; =), m;7; der Gesamtimpuls, fiir den gilt
dp_z P =S EY )+ 3 B ZF
7 = m;r = i (Tla )+ zj(""u"“]a 7"17 )
i i i#j

da sich die Zwei-Teilchen-Wechselwirkungen paarweise aufheben. Im Falle, dass die Summe
aller duferen Kréfte verschwindet, ist der Gesamtimpuls somit konstant.

o Schwerpunktsatz: Der Schwerpunkt eines Systems und die zugehorige Bewegungsgleichung
lauten

5 Dl _ T 5 :
R== = == = mgestg m;T; = E F 7“2, ,
i

Zi my Mges

d.h. im Falle eines abgeschlossenen Systems - also keine resultierende dufiere Kraft - bewegt
sich der Schwerpunkt kréftefrei, sprich gleichférmig geradlinig.

o Gesamtdrehimpuls beziiglich des Koordinatenursprungs: Es ist L= > L; = DT X Py =
>, mT; x 7; der Gesamtdrehimpuls eines Systems von Massepunkten. Fiir die zeitliche
Anderung gilt dabei

0

dL TN
Zmz<r2xrz+mxrl> anmzrz
_ZTZ ><F )+Zrl ><F” TZ,TJ, t),

i#]
wobei der zweite Summand wegen
S x By = 5 SO x By + 7y x F) = 5 S = 75) x By =0
— 2 = 2
i#] i#] i#]

verschwindet, also folgt Cé =) ,Ti X F => M; = M. Der Gesamtdrehimpuls ist also
erhalten, wenn das Gesamtdrehmoment verschwindet, in volliger Analogie zur Beziechung
von Impuls und Kraft.

o FEnergiesatz: Wir betrachten die verrichtete Arbeit fiir die Verschiebung von Py nach P
hin, hier gilt

Apy—p, = Z/ drl —i—Z/ dn ij = Z/ dnmm

i#£]

_Z/ dt mm Z/ dt 7 - Fim; = Z/tl t?%‘;
_Z/t atTi =" (Tit) — Tilto) ) = T(tr) = Tto)

7

Um von hier aus weiterzukommen, macht man zwei Annahmen: Zum einen sei die dufsere
Kraft konservativ und zeitunabhéngig, es gilt also F ) —VZV;(TZ), zum anderen gelte
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1. Klassische Newtonsche Mechanik

fiir die inneren Kréafte F’ij = —ﬁiVij(mj]) mit 7j; = 7 — 7, d.h. sie sind nur vom Abstand
abhéingig, nicht aber von der Richtung. In diesem Spezialfall gilt dann

AR = }:/ di; v, v, E:/hﬁnVV’ (7)

a —

31 V. .
D
~ /s, dt

=3 (V9 () - VO (fitt0))

i

fiir den Anteil der dufleren Kréifte, wiahrend fiir die Zwei-Teilchen-Wechselwirkungen

i1
APO%P1 = Z/ d'rz ij = Z/ dtrzvm‘/zj )

i) 1#]
11 1 . )
= _Z/ dt (= 1) Vig Vij (7iy) = —52 <Vz‘j (735 (t1)) — sz(nj(to))>
i#i i#i
wegen ﬁiViJ’(Fij) = 6z‘Vij(f} — ;) = V4;Vij(7i;). Fir die kinetische Energie folgt damit
dann

t

T(ty) — :5:: Ve

- 5 2Vl

to Z#J

sodass sich fiir die Gesamtenergie schliefslich

E(t) = T(t) + YV (7t Zm

E(to)
%#J

ergibt. Fithren wir V (7, 72,

™) = >,V a)( )+ >izj Vij (75 — 75) als Abkiirzung
ein, so konnen wir kurz T'+V = E konstant forrnuheren die Gesamtenergie ist also unter
den obigen Annahmen eine weitere Erhaltungsgrofie

Betrachten wir nun zwei Korper, die lediglich untereinander wechselwirken, aber keiner du-
Reren Kraft ausgesetzt sind. Hier haben wir als Bewegungsgleichungen

12 und maty = Fy = Fyy = —Fpp

fiir die einzelnen Korper. Als Zwei-Korper-Problem bietet es sich an, die Schwerpunktskoordi-

naten zu verwenden. Fiir den Massenmittelpunkt R des Systems gilt bekanntlich
~ M7 + mar; -
R:—L%%iﬁ = =R+

—

MQF und o=R—

SE
=3

flir ¥ = 7 — 7 = 712, und wegen mﬁ_:'l + mg?g = 0 folgt MR = 0, also R = V konstant und
R(t) = Vt 4+ Ro, d.h. der Schwerpunkt des Zwei-Korper-Systems vollfithrt eine gleichférmig
geradlinige Bewegung, demnach ist auch der Gesamtimpuls P konstant. Weiter gilt

mi (é"‘ %F) — mo (é— %F) = 2ﬁ12 — ﬁ12 = m1m2';’+: ,U/F,
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1.4. Bewegung im Zentralfeld und das Keplerproblem

wobei p die reduzierte Masse des System bezeichnet. Somit erhélt man durch die Schwerpunkt-
skoordinaten ein effektives Einkdrperproblem mit der Bewegungsgleichung

MF - ﬁlQ )
auf welches sich die zuvor behandelten Erhaltungssitze anwenden lassen. Die Wechselwirkungs-

kraft Fjy sei aus dem Potential Via(712) = Vio(7) abgeleitet, also Fio = —V1Vis.

Der Impulssatz liefert dann P = M R konstant und der Schwerpunktsatz R(t) = V¢ + Ry, da
keine duflere Kraft am Schwerpunkt anliegt. Der Drehimpulssatz ergibt

-

L:Mﬁxﬁ—l—lufxf":konst

wobei allgemein (siehe Einschub) fiir L=MRxR+ > mi&; x & gilt %E = M® =0, dabei
sind die ¢; die Koordinaten relativ zum Schwerpunkt. Fiir den Energiesatz gilt schlieftlich noch

my -, 1
E=T+V =3 T+ V¥ + 2% V= konst |
i i i#]
wobei der mittlere der drei Terme hier verschwindet. In Schwerpunktkoordinaten ergibt sich
dann

e
2

72+ V(7) = konst = K2 + V() = konst

H 3o
2 2

fiir die Energieerhaltung.

Einschub: Zerlegung des Gesamtdrehimpulses

Bevor wir die Bewegung in einem Zentralfeld behandeln, soll fiir ein Mehr-Teilchen-System
die Zerlegung des Gesamtdrehimpulses in den Schwerpunkt- und Relativdrehimpuls genauer
untersucht werden, die bereits oben verwendet wurde. Ausgehend vom Schwerpunkt R ist die
absolute Koordinate eines Teilchens durch 7; = R + é; gegeben, fiir den Gesamtdrehimpuls gilt

L=> mx 7= mi(R+&) x (F+€)

=S m(Rx R)+ 3 (Rxmi€) + 3 (mid x B) + 3 mi(§ x &) -

Wegen . mzé = 0 folgt auch ), mzé = 0 und dies liefert dann insgesamt die Zerlegung

Schwerpunkt Relativkoordinaten
o\

L=MExR)+> m(&=8) .

1.4. Bewegung im Zentralfeld und das Keplerproblem

Im folgenden Abschnitt soll nun die Bewegung von Korpern in einem Zentralfeld genauer un-
tersucht werden, wobei wir insbesondere die elliptische Form der Planetenbewegung gemafs den
Keplerschen Gesetzen ableiten werden. Im Wesentlichen betrachten wir somit zwei Korper unter
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1. Klassische Newtonsche Mechanik

dem Einfluss einer isotropen Zentral-Wechselwirkung Vi2(7) = Via(]7]) = Via(r) oder dquivalent
einen Korper im Zentralfeld eines statischen Potentials, was auf die Bewegungsgleichung

ur = —ﬁV(r)

fithrt. Ein besonderer Spezialfall eines Zentralfelds sind Potentiale der Form V (r) = ¢,r"™. Wir
betrachten speziell ¢, = —a und n = —1, also V(r) = —%. Die Lésung der Bewegungsgleichung
lasst sich durch den Energie- und Drehimpulssatz

E = %'rm:’2 + V(r) = konst und L = m# x ¥ = konst
herleiten, wobei L beziiglich des Ursprungs 0 zu verstehen ist. Bleibt der Drehimpuls L er-
halten, so wissen wir bereits, dass die Bewegung in einer Ebene orthogonal zu L stattfindet.
Daher wihlen wir nun zweidimensionale ebene Polarkoordinaten r, 9 relativ zu 0 als Koordina-
tensystem mit den zugehorigen Einheitsvektoren 7 und V. Fiir die Umrechnung von kartesischen
Koordinaten (x,y) in Polarkoordinaten (r, ) gilt dann

¥ =r x =rcost y=rsint ,
also folgt fiir die zeitliche Ableitung des Ortsvektors 7 in Polarkoordinaten

- AR
Tt T w T e T

wobei noch # r zu bestimmen ist. Es gilt #2 = =1, also folgt 2 = gt(f ) = 0, mit anderen Worten
stehen also # L # aufeinander, sodass folglich 7 = B9 gelten muss. Weiterhin gilt fiir das Quadrat

des Differentials
(di)?* = (7 dr)? + (rd dv)* = dr® + r? do?

was direkt auf die beiden Identitaten

dit\ 2 dr\ 2 do\? :
(dZ) :<dz> + 72 <dt> =72 4+ 292 und

i\ > N .
(d:> = (i + rB0)° = i + 1282 + i1 - = i + 282

fithrt. Der Vergleich beider Identitédten liefert dann § = ¥ und somit erhalten wir schlieRlich
F =7 4 rdd als Ableitung des Ortsvektors. Einsetzen in den Drehimpuls-Vektor liefert

— PPN . ~

L = mri x (i + rd9) = mr?9(7 x 9) ,

woraus insbesondere L = ]E\ = mrX) — J = # folgt. Die Gesamtenergie kénnen wir
damit als
E =" 40207 + V(r) = 22 4 L vy = 2 4 V()
2 2 2mr? 2 ¢
A —
Ve ()
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1.4. Bewegung im Zentralfeld und das Keplerproblem

darstellen, und durch entsprechendes Umformen erhalten wir daraus die Diffentialgleichung

2
m

¢mE Verr (1))

t :/ \/%(E— Vet (1)

Man erhélt also eine Abhéngigkeit ¢ = ¢(r) und somit (zumindest lokal) auch umgekehrt r =
r(t), womit sich wiederum ¢ = 9(t) berechnen lésst. Bevor wir aber diese beiden Funktionen
r =r(t) und ¥ = J(¢) bestimmen, analysieren wir die Gleichung fiir 7 genauer.

Falls also £ < 0 = V4 ist, dann ist die Bewegung auf den Raumbereich ry < r < ro
beschréankt, analog findet die Bewegung fir £ > 0 nur in rg < r < oo statt.

Nun fithren wir eine konkrete Berechnung fiir den Fall V(r) = —% durch, wobei hier nur die
Bahnkurve berechnet werden soll. Sei r = r(¢), dann haben wir

dr . dr L dr 2 dr mrQ\/Q
dt—%—ww—\/mw‘%ﬂ“)) = gg= 1\ Verln) =T()

und diese Differentialgleichung léasst sich durch

r /
a = o — 19:/ dr +c / +C
T(r) /2\/2m o)

2mr’2

losen. Man setze nun u = % mit du = —r'2dr’, also gilt

/V /V s Al

Durch Definition von a = 2mE b="7 und c=a+ b? nimmt das Integral dann die Form

/r du G du 1 fr du
— 2 —D2 " ’
Vet el Vel ey
wobei die Wurzel aus ¢ wegen
m2a®  2m m2a? _2m
22 ) L2

u2+au

c=a+b = —E+

L2 I+ 12 (E = Vinax) > 0
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1. Klassische Newtonsche Mechanik

L\;Eb mit dv = % du, so folgt

wohldefiniert ist. Substituieren wir noch v =

1_
r

Ve dv i 1 [1 b
\/17_7?}2 = arcsin % ; —
fiir das Integral, und damit ergibt sich schliefslich fiir die Funktion
1 [1 1 ]1
Y¥(r) = — arcsin <\[ [ —b]) +C = g — arcsin (\[ { —b]) —g +C
1 Cl r clr y
= arccos <ﬁ [7“ — b]) +C .

Man wihle die Anfangsbedingungen (rg, ) nun so, dass die additive Konstante C’ verschwin-
det, dann hat man

¥(r) = arccos 1 }—b <:>cosz9:i }—b — L ccosty +b
velr "

1 5
b+ /ccos? 1+%cosz9_ 1+ecosd’

<~ r(9)

wobei die neue Grofsen p und e durch

1 L2 ve L2 [2m ma? 212
P=y T a2 . T ma\/L2 ( T ore ) T e

gegeben sind. Die Bahnengleichung ist gegeben durch die Parameterform r(J) = 1%%7 die
einen Kegelschnitt darstellt. Fiir die Form gilt dabei

e<1 (Ellipse) : E <O
e>1 (Hyperbel) : E>0

Beweis. In Polarkoordinaten ist = r cos ¥ und y = rsin®, durch einfach algebraische Umfor-
mungen gilt dann

r4recost =p <= a2+l tex=p = (1 —e?)z? + 2pex + 9 = p?

2pe
= (1-¢?) (x2+ P 2x)+y2:p2

1-¢
2 pe ? pe’ 2 2
<:> ]._5 - =
( )<x+152 1—52+y P
2\, /2 2 _ pe’ 2 . ;o PpE
<:>(1—€)x +y —1_7824-]9 mit x_$+1—62
NP P2 ) y?
/
— (1—-¢&)x +y—1_52<:> — =1
2y 1=
Nun definieren wir weiter a? = % und % = 16252 fiir e < 1 sowie b? = _13252 fir e > 1.

Falls nun ¢ < 1 ist, d.h. die Gesamtenergie F < 0, dann erhdlt man als Bahnengleichung

2 2
Y
a b2
welche eine Ellipse um den Mittelpunkt der z’-y-Ebene beschreibt. ]

24



1.5. Bewegung in beschleunigten Bezugssystemen

Mit den obigen Definitionen fiir a? und b? erhélt man nun direkt noch die Eigenschaften

X

—Frp =0

. 1. .
Fap = —(Fx D) - = V(r)=—
RL a(?“x ) (r) g

7]

fiir den Vektor ﬁRL, dieser liegt in der Bahnebene und zwar in der groffen Halbachse. Weitere
Korrekturen dieser Approximation, besonders durch die spezielle und allgemeine Relativitdts-
theorie, fiihren zu einer Perihelverschiebung und zu einer Rosettenbahn.

a d
-

1.5. Bewegung in beschleunigten Bezugssystemen

Als letzten Aspekt der klassischen Newtonschen Mechanik werden wir beschleunigte Bezugssys-
teme behandeln. Diese haben insofern eine Sonderstellung, da das erste und zweite Newtonsche
Axiom nur in Inertialsystemen giiltig ist - man erwartet also modifizierte Gesetze bzw. zuséitz-
liche Effekte im Zusammenhang mit Beschleunigung. Es sei vorweggenommen, dass auch in der
Relativitdtstheorie beschleunigte Bezugssysteme eine Sonderstellung haben. Wie die Newton-
sche Theorie ist auch die spezielle Relativitdtstheorie nur fiir Inertialsysteme formuliert, erst die
allgemeine Relativitatstheorie erweitert die entsprechenden Konzepte auf beliebige Bezugssys-
teme.

1.5.1. Beziehungen zu einem Inertialsystem

Wir betrachten nun ein Inertialsystem IS mit den Koordinatenachsen KS, die durch 7 fiir
i = 1,2,3 gekennzeichnet sein. Sei weiter ¥/ ein beliebig dazu bewegtes (im Allgemeinen also
beschleunigtes) Bezugssystem mit Koordinatenachsen KS', benannt geméaf e fir i’ = 1,2,3.
Sei dann P ein Massenpunkt, der sich irgendwie bewegt. Dann betrachten wir die Bewegung
dieses Punktes relativ zu den beiden Koordinatensystemen. Grundsétzlich gilt dabei

ris(t) = a(t) +7(t) ,

wobei d(t) der Verbindungsvektor der Urspriinge der Koordinatensysteme in Richtung X' sei,
d.h. die Raumkoordinaten von P relativ zu KS sind

TS, = i + 75 bzw. fis = 15 .

Die Raumkoordinaten von P relativ zu KS’ sind dagegen durch r; gegeben. Nach dem zweiten
Newtonschen Axiom gilt die Bewegungsgleichung mi's ; = F;, da ¥ bzw. KS ein Inertialsystem
ist. Wir sind jetzt an m#; interessiert, d.h. an der Bewegungsgleichung in beliebig bewegten
Bezugssystemen.

Zu jedem Zeitpunkt ¢ ist die Lage von KS' relativ zu KS durch eine Translation des Nullpunkts
0 und eine Drehung von KS' bestimmt. Da sowohl {#() : i = 1,2,3} als auch {¢(*) : i/ = 1,2, 3}
eine Basis bilden, gilt

o) — ﬁ(j)Rﬁ/ 7

wobei wir die Einsteinsche Summenkonvention verwenden, nach der iiber einen gleichen oben
und unten stehenden Index summiert wird (in diesem Fall also Z?Zl). Die neun Zahlen R;;
mit 7/, 7 = 1,2, 3 definieren eine 3 x 3-Matrix R, deren Eintrige sich explizit durch

a0 . @) = a0 AW Ry = 6,4 Ry = Ry
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1. Klassische Newtonsche Mechanik

berechnen lassen. Dabei ist R eine orthogonale Matrix (also R*R = 1), denn es gilt
e eU) = (AW R ) (WY Ryyr) = 2™ - 2O Ry Ryjr = (RY) iy Ryjr = (RER)iryr = 6irjr -

Dann folgt auch automatisch A" = Rijé(j/). Fiir einen beliebigen Vektor ¥ gilt die Darstellung
7 = v;a® = e, und durch Multiplikation mit 7() ergibt sich

e e g
v i) - ) = gy pl0) . el) — vj = Rjyvy
055 Rji’

Daher gilt speziell fiir den Ortsvektor ris;(t) = a;(t) + r;(t), wobei @ und R zeitunabhiingig
sind,

m1s,i(t) = ai(t) + Rijimrj(t) = Fisi(t) = ai(t) + Rijry + Ripvyr .

Wegen R'R = 13 erhilt man nun weiter die Eigenschaft

d ) . ) ) )
SRR =RR+R'R=0 < R'R=-RR=—(RR)",

d.h. die Matrix © := R'R ist antisymmetrisch, also gilt fiir die allgemeine Form von €

0 —Ww3 w2 . )
Q= w3 0 —w |=R‘R=R'R,
—Ww9 w1 0

wir interpretieren diese w; als die Komponenten eines Vektors relativ zu K/, also @& = wjé® +
W@ + w38 = W, el Weiter lisst sich dann Q als Qyjr = —€yjrpwy mit dem total antisym-
metrischen Levi-Civita-Symbol

1 (¢4, K) = (1,2,3) oder gerade Permutation
€5t ik = —1 : ungerade Permutation
0 : sonst

schreiben. Man betracht(? dann wieder ‘den Ausdruck ris; = a; + Rij/rj/ + R;jrjr. Mit der
Ableitung R;jy = (RR™'R);jy = Ry (R'R)pj» = RijQyj erhéilt man dann

1S, = Qi + Rip (—€prjrows )0 + Rijitjr = @ + Rijvjr + Ripr€gr g jrwg Ty

= (LZ + RZ]’T]’ —|— Rijlejls’t’ws’rt’ s

wobei im letzten Schritt lediglich die Indizes umbenannt wurden. Schreibt man nun statt
ejrgpwy Ty kurz das Kreuzprodukt (& x 7);/, so erhélt man schlieflich

s = i + R (750 + (& x 7))

Dabei ist 77 ; die Geschwindigkeit des Massepunkts relativ zu ¥ bzw. KS und 7 die Geschwin-
digkeit relativ zu ¥’ bzw. KS'.

Bemerkung: Nebenbei haben wir in der etwas indexlastigen Rechnung eine niitzliche allge-
meine Aussage hergeleitet: Die Wirkung einer antisymmetrischen Matrix auf einen Vektor (also
eine Matrix-Vektor-Multiplikation) ldsst sich auch als Kreuzprodukt darstellen.
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1.5. Bewegung in beschleunigten Bezugssystemen

1.5.2. Bedeutung von &

Als néchstes soll der Vektor & der antisymmetrischen Matrixkomponenten interpretiert werden.
Man betrachte den Fall @ = 0, in dem dann auch a=0 gilt. Sei dann 7 ein starr mit KS'
verbundener Vektor, sodass 7j = 0 ist und 715 ; = R;j (& x 7). Es stellt sich die Frage, welche
Punkte P so liegen, dass 75 ; = 0 ist, also ihre Geschwindigkeit auch relativ zu KS verschwindet.
Dies sind genau jene 7, mit & x7 = 0, also jede Punkte mit || auf der momentanen Drehachse.
Weiter gilt, dass w = || gleich der momentanen Winkelgeschwindigkeit ist.

Beweis. Fiir einen solchen starr mit KS’ verbundenen Punkt gilt die Eigenschaft

—

fis,i = R (0 X 7 = Rijiisi = Rijr Rigs (60 X 7)pr

und mit Rz‘j’f'IS,i = (Rt)j/ﬂ'ﬂsﬂ‘ = 7"IS,j’ und Rij’Rik’ = (Rt)j/iRikl = (RtR)j/k/ = 5j’k’ folgt dann
TS, = (@ x F)j’) also auch é(]l)ﬁs’j/ = é(]/)((ﬁ X F)j/’ und damit

dris

H:c?><77<:>dﬁs:(wxf)dt = |dris| = |& x 7] dt .

Die geometrische Verdnderung von 77 entspricht einer Drehung um &, wobei

1

|4l

|dris| = pde = |Fis| sin(7is, &) de |& x 7 de

gilt. Vergleicht man die gefundenen Identitaten fiir |diis| miteinander, so ergibt sich sofort die
Identifikation

1 do
dt = —dp = — =|d|,
ik i
womit gezeigt wire, dass w = |J| gleich der momentanen Winkelgeschwindigkeit ist. O

1.5.3. Das Newtonsche Gesetz in beliebigen Bezugssystemen

Man betrachte nun die Beschleunigung, also eine weitere Ableitung, die nach dem zuvor detail-
liert behandelten Schema hergeleitet wird, es gilt

. . S, - . d
Fis; = di + Riw (P + (& X 7)) + R (ka + dt(Gk%/j/%/?“j/)) :
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1. Klassische Newtonsche Mechanik

Mit R = Ry Qg = Rypr€pryrprwyy und %(ekxslj/wsfrj/) = €p/g ! (CZ)SIT‘]‘/ + wsfi“j/) folgt

(FXF)y (GX(BXF))pr

Fisi = i + Ripr i +Rigs €qratiown (@ X 7)o

—I—Rik/fk./ + Rik:’ Eklslj/djsl’r‘j/ +R’Lk:’ Eklslj/wsl’f‘j/
N’ N’
(X (@)
:CLZ-i-le/[T’k/—F (O._}X (wa))k,+2(u7XF)k/+(u7XF)k/] .

Nun gilt im Inertialsystem ¥ bzw. KS das zweite Newtonsche Axiom miis; = F;, also

mi; +mRay [rk + (& x (@ x 7)), + 2@ x P+ (& x F)k/] =F;
= m(Rd;) +m RS Ry [rk + (@ X (@ % 7)), +2(E % P + (@ x P | = Fy
N—_—— N—_——

CLj/ (Sjlk/

= miy +miy + (md x (& x 7) + 2m(@ x ) + m(@ x 7)), = Fj

<~ mi“'j/ :Fj/—mdj/—mo?}x ((I}‘Xf‘)j/—Qm(wX’l%‘)j/—m((jxf‘)j,
= mr=F —md—mdx (& x7) —2m(@ x 7) —m(d x 7) .

Damit haben wir das Analogon des zweiten Newtonschen Axioms fiir beliebige Bezugssysteme
hergeleitet.

1.5.4. Typen von Scheinkriften

Es verbleibt noch, die zusétzlichen Terme des verallgemeinerten Newtonschen Axioms zu inter-
pretieren - sie entpuppen sich als die Scheinkréfte.

e Translationsbeschleunigungen: Sei @ = 0, d.h. man wihle R = 1 und es gilt R = 0, dann
erhalten wir einfach nur

mr =F —mad

als Newtonsches Axiom. Sei speziell a= é’o konstant, dann betrachten wir eine konstante
Beschleunigung des Bezugssystems KS' relativ zu KS. Fiir ein System von Teilchen in
einem homogenen Gravitationsfeld gilt in X

MaTa:1i = Fai +MagGi

fiira =1,...,n. In ¥’ bzw. beziiglich KS' ist dann
MaTar = Fayir + maggir — madopr -

Weiter wihle man KS und KS’ achsenparallel, so hat man mit der Matrix R = 1 weiter
MaTa; = Fai +ma(99; — Go;) -

Wenn nun also @y = gg ist, so gilt in ¥/, dass M = F, gilt, d.h. in diesem beschleunigten
Bezugssystem ist das Gravitationsfeld nicht spiirbar.
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1.5. Bewegung in beschleunigten Bezugssystemen

o Zentrifugal- und Corioliskraft: Sei @ = 0 und @& konstant. Einsetzen liefert dann das Gesetz

—

mr=F —m& x (& x 7) — 2m(& x 7).

Zentrifugalkraft Corioliskraft

Ein Effekt der Corioliskraft ist beispielsweise, dass auf der Nordhalbkugel alle Bewegungen
nach rechts abgebogen werden - auf der Siidhalbkugel analog alle Bewegungen nach links.
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2. Der Lagrange-Formalismus

Im letzten Abschnitt iiber beschleunigte Bezugssysteme haben wir erkannt, dass im Rahmen
der Newtonschen Mechanik bzw. des Newtonschen Formalismus der Wechsel von Bezugs- und
Koordinatensystemen oftmals sehr mithsam ist, und die eigentlich interessierende Physik hinter
deutlich komplizierteren Gleichungen verschwindet. Daher wird nun der Lagrange-Formalismus
eingefiihrt, der die Mechanik von einem anderen Gesichtspunkt her aufzdumt, dafiir aber we-
sentlich universeller anzuwenden ist.

2.1. Zwangsbedingungen fiir verallgemeinerte Koordinaten

Die mogliche Bewegung eines Korpers bzw. Teilchens ist oftmals durch Zwangsbedingungen
eingeschriankt. So haben wir beispielsweise feste Unterlagen im Gravitationsfeld (schiefe Ebene,
Erdkugeloberfliche,. .. ), Gasmolekiile in einem Volumen, Schienen oder Fiithrungen, Molekiile
eines starren Korpers, Perlen auf einer Schnur, etc. Prinzipiell gilt, dass alle Zwangsbedingungen
- von welcher Natur auch immer sie sein mégen - die Wirkung von Zwangskriften darstellen.
Praktisch sind aber diese Zwangskrifte in ihrer Grofe nicht direkt bekannt.

2.1.1. Arten von Zwangsbedingungen

Unser weiteres Vorgehen héngt von der Art der Zwangsbedingungen (engl. ,constraints) ab.
Man unterscheidet einerseits holonome und nicht holonome Zwangsbedingungen sowie an-
dererseits skleronome und rheonome. Holonome Zwangsbedingungen sind analytisch aus-
driickbar durch Gleichungen in den Ortskoordinaten, eventuell auch in der Zeit, etwa durch

fZB’s(Fl,...,TTN,t):O fiir s=1,...,k.

Beispiel: In einem starren Korper kann etwa (7; — FJ)Q —¢;j = 0 fiir alle i # j die Absténde
der Molekiile fixieren.

Nicht-holonome Zwangsbedingungen dagegen fithren auf Ungleichungen in den Koordinaten
71,...,7n (evtl. auch in t), beispielsweise fiir Molekiile in einem Volumen (72 — R? < 0) oder
sind durch nicht totale Differentiale (sogenannte Differentialformen) bestimmt. Weiter versteht
man unter skleronom zeitunabhéngige, unter rheonom zeitabhéngige Zwangsbedingungen.

2.1.2. Holonome Zwangsbedingungen

Wir werden unsere Betrachtung auf holonome Zwangsbedingungen einschréanken. Fiir & Zwangs-
bedingungen (also einzelne Gleichungen) liegen nur 3N — k = f unabhéngige Freiheitsgrade fiir
den betrachteten Korper vor, d.h. nicht alle der 3N Koordinaten 7;, mit ¢ = 1,..., N und
a = 1,2, 3 sind unabhéngig voneinander.

Es liegt daher nahe, f neue Koordinaten ¢, fiir a = 1,..., f so zu wéahlen, dass diese dann
unabhéngig voneinander sind. Im trivialen Spezialfall, wo iiberhaupt keine Zwangsbedingungen
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2.2. Das D'Alembertsche Prinzip und Lagrange-Gleichungen

vorliegen, gilt dann beispielsweiseﬂ wieder q; = 71,1, g2 = r12 bis zu gy = rn 3. Meistens ist
aber eine andere Wahl geeigneter.

Seien nun verallgemeinerte Koordinaten ¢, = ¢o(71,...,7n,t) fiir « = 1,..., f gewahlt.
Bestimmt man dann die Umkehrung 7 = 7(q1, . .., ¢y, t), so sind automatisch die & Zwangsbe-
dingungen des Systems berticksichtigt.

Beispiel: e Fin Massepunkt befinde sich auf einer masselosen starren Stange, die um den
Ursprung 0 beliebig drehbar ist. Es ist also N = 1, da wir nur einen Massepunkt haben,
und daher haben wir 3N = 3 Koordinaten. Weiter ist k = 1, da wir durch die starre
Stange die Abstandsbedingung 7> = R? <= 72 — R?> = 0 erhalten. Damit bleiben
f=3N — k =3—1=2 unabhéngige Freiheitsgrade fiir das betrachtete System tibrig.

FEine giinstige Wahl fiir die zwei unabhéngigen verallgemeinerten Koordinaten sind dann
die Raumwinkel 9 und ¢, d.h. die Verwendung von sphérischen Koordinaten. Es ist dem-
nach ¢ = v und g2 = @, wobei die beiden verallgemeinerten Koordinaten mit den drei
kartesischen Koordinaten durch

r1 = Rsind cosp ro = Rsindsin @ r3 = Rcosv
in Beziehung stehen, die r; sind dabei also von der Form r; = r;(¥, ).

e Als zweites Beispiel betrachten wir ein Doppelpendel in der z-z-Ebene mit folgender Kon-
figuration: In diesem Fall ist N = 2 und k = 4, also haben wir f = 3N —k = 2 unabhéngige

\ -

y1 =0 y2 =0 17| =1 |7y — 71| =2

gegeben sind. Eine praktische Wahl der verallgemeinerten Koordinaten geschieht durch
die Winkel, also q¢1 = 91 und qo = v, es gilt dann beispielsweise umgekehrt fiir die
kartesischen Koordinaten des ersten Korpers i, = 71 (91, 92) = (I3 sin 1,0, —l; cos ).

2.2. Das D’Alembertsche Prinzip und Lagrange-Gleichungen

2.2.1. Virtuelle Verriickungen und das D’Alembertsche Prinzip

Gegeben sei nun ein System von N Teilchen unter Zwangsbedingungen, welche die effektiven
Wirkungen der zugehorigen Zwangskrafte Fi(z) sind. Man betrachte dann zur selben Zeit ¢ zwei

Man beachte, dass die verallgemeinerten Koordinaten g, auch andere Koordinatensysteme darstellen kénnen.
Sind die 7; kartesische Koordinaten, so kénnen die g, auch Polarkoordinaten o.4. darstellen.
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2. Der Lagrange-Formalismus

infinitesimal benachbarte raumliche Konfigurationen des Systems, die beide mit den Zwangsbe-
dingungen vertraglich sind. Die zugehorigen Koordinatendifferenzen bezeichnet man als virtu-
elle Verriickungen.

Das System sei nun in einem Zustand statischen Gleichgewichts, d.h. es gilt F; = 0 fiir alle
i=1,...,N. Nun ist F; = F;-(e) + F;(Z), dann gilt nach dem zuvor behandelten Prinzip ,,Arbeit
ist Kraft mal Weg“ fiir die Arbeit der infinitesimalen Verriickung

0, da keine virtuelle Arbeit der Zwangskréafte

—
S EBar =Y 9+ Y FPdri=0 = Y F94r=0.

Beispiel: Wir betrachten einen Hebel in der x-z-Ebene, also zwei Massenpunkte 1 und 2, unter
den folgenden Zwangsbedingungen:

z-z-Ebene Léangen der Hebelarme Form des Hebels

y1 =10 yo =10 l1 = ag = konst l> = aj, = konst 1D2 ist eine Gerade

Als einzige verallgemeinerte Koordinate wéhlen wir fiir den einzigen verbleibenden Freiheitsgrad
den Winkel ¢ = ¢. Nach dem Prinzip der virtuellen Verriickungen gilt nun

FOdi + Fdi =0 =  Kdi+Ld=0.

Ausgedriickt mittels der verallgemeinerten Koordinate q1 = ¢ und den Gréfen |dry| = ax dp
und |dra| = ar, dy gilt dann

|F| - |di| cos @ + |L| - |di| cos(m — @) = 0 <= (Kag dp — Lag dp) cos p = 0

ar,

L,

aK

das Krafteverhéltnis fiir ein statisches Gleichgewicht ist also erwartungsgemaf durch das Léan-

genverhéaltnis der beiden Hebelarme bestimmt.

< Kag =La; <— K =

Fassen wir noch einmal zusammen: Allgemein fiihrt man also Zwangskréfte ein, die verhin-
dern, dass die Zwangsbedingungen verletzt werden. In Newtonsche Formulierung gilt also

ﬁ:ﬁ(e)+ﬁ1i(z) —s ]j»i_ﬁii(e)_ﬁ(z)zo'

% %
Ist dann d7; eine infinitesimale, im Rahmen der Zwangsbedingungen erlaubte Anderung der
Koordinaten 7, so gilt stets, dass die Zwangskréfte Fi(z) orthogonal zu dr; stehen, also

N
dri B =0 = Y (5~ FY)-dii=0,
i=1
dies ist das D’Alembertsche Prinzip. Demnach ist die virtuelle Arbeit, die von den Zwangs-
kraften verrichtet wird, gleich Null.
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2.2. Das D'Alembertsche Prinzip und Lagrange-Gleichungen

2.2.2. Lagrange-Funktion und -Gleichung

Das Prinzip von D’Alembert und das Konzept der virtuellen Verriickungen verwenden wir nun
weiter. Dazu betrachten wir ein System bestehend aus N Teilchen unter k& holonomen Zwangs-
bedingungen, sodass wir folglich noch f = 3N — k unabhéngige System-Freiheitsgrade haben,
fiir die die verallgemeinerten Koordinaten ¢, ..., qs eingefiihrt werden. Im Zusammenhang mit
den verallgemeinerten Koordinaten ¢, gilt dann

o
0qa
1

oF;

di;, = -
" 0qa

N
dqa = Z (ﬁz - ﬁi(e)) dga =0
=1

a=1

fiir das D’Alembertsche Prinzip. Da die verallgemeinerten Koordinaten ¢, nach Wahl stets
unabhéngig voneinander sind, gilt also

N -
S (@ - A ori _
g (pi_Fi )8(104_0

fiir alle . Differenzieren von 7 nach der Zeit ¢ liefert dann

aﬁ, , 87“1 or; O

wobei die zweite Gleichung durch Differenzieren nach den ¢, folgt. Weiter hat man dann

i or; Zf: . 0?7 %
dt 0qa aQOz OQB aQOz ot 4o
und es folgt somit unter Verwendung von ﬁz = m%f“’i aus dem D’Alembert-Prinzip
N
(2 d (2 e _;
_ Z ml (97“ il or; Fi( ) OF
— 8qa dt qa 0Go,

4 (FZZ) L OF o) OF
Z[a(a o, )‘maq‘F .

-, OF; 0 (mZ ﬂ2> '

mit m;r;—— =
' 18Qa aQa !

N mZT‘2

Wir definieren die gesamte kinetische Energie nun als T'=) ." ; sowie durch

N

o5
%= %,

=1

verallgemeinerte Kréfte, dann erhalten wir aus der obigen Umformung des D’Alembert-Prinzips
folglich die deutlich kiirzere Beziehung

dor  or _
dt 84e  Oqa “r
Betrachten wir nun als speziellen Fall Potentialkréfte fiir die externen Kréfte F; (e ), also von
der Form F; ZAR v iV (71,...,7n,t), dann erhalten wir als verallgemeinerte Krafte folglich
N
- or; ov dor 0T ov
o= -V,V =—— == — — =

@ Z( ) 9qa 9qa dt 9qq 9qa 9qa
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2. Der Lagrange-Formalismus

Verwendet man nun insbesondere noch gTV = 0, so erhalten wir daraus dann
«@

i@(T—V)_@(T—V)_O N d oL 9oL _
dt  0qq 0a dt 04e  Oqn
durch Definition von L = T — V. Auf die wichtige Bedeutung der L-Funktion kommen wir gleich
zuriick.
Jetzt untersuchen wir noch geschwindigkeitsabhéngige Kréfte, die ein verallgemeinertes Po-
tential U = U(q1,...,q¢,41,---,q4f) besitzen. Hier gilt dann fiir den Zusammenhang zu den
verallgemeinerten Kriften

was wir ahnlich wie zuvor durch Definition von L = T — U in die Form

daor-v) or-v) doL 9L _
dt Oda Oqe  dtdje  O0qa

bringen konnen. Wir erhalten also auch fiir geschwindigkeitsabhéngige Kréfte wieder dieselbe
Gleichung, diese nennt man Lagrange-Gleichung zweiter Art, wobei die Funktion L die
Lagrange-Funktion ist. Kurz gesagt liefert uns also die Lagrange-Gleichung die Bewegungs-
gleichungen eines Systems fiir die verallgemeinerten Koordinaten, wobei die Systemeigenschaften
in der Lagrange-Funktion stecken.

Beispiel: Wir betrachten ein geladenes Teilchen in einem &ufseren elektromagnetischen Feld
E(F, t) und B (7, t), welches sonst keinen weiteren Zwangsbedingungen unterworfen ist, es gilt
also q1 = x, qo = y und q3 = z fiir die verallgemeinerten Koordinaten. Die Coulomb- und
Lorentz-Kraft, die dann auf das Teilchen der Ladung q wirkt, ist durch

L. L1 .
F:Fem:q<E+17><B>
C

gegeben, wobei in diesem Fall die oben angegebene Coulomb- und Lorentz-Kraft in kartesischen
Koordinaten gleich der in den verallgemeinerten Koordinaten ist. Zu dieser Kraft gibt es nun
ein verallgemeinertes Potential

. 1 =
Ui =a (- LA7)
c
wobei ®(7,t) und A(7,t) die Potentiale von E und B geméf

Fo vo 194 d B-vx4A
c Ot

sind. Die Potentialeigenschaft ist durch eine etwas ldngliche Rechnung nachzupriifen, wie es fiir
die x-Komponente demonstriert werden soll. Einsetzen liefert

0P 10A 1 - -
Fem:p: — = = —(v A
’ q< or ¢ Ot * c(v>< (V ))z)

00 104, 1 04y,  0A;| 0A;  0A;
e\ | oz oy Y178, Ox

00 104, 1( 04, 04, 04, ~ O(A7)
c ar dy T g, ox
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2.3. Eigenschaften der Lagrange-Gleichung bzw. -Funktion

wobei angenommen wurde, dass die v, vy und v, unabhéingig von x sind. Es gilt dann

A, _OAds  DAdy Az OA, A, 0A, 04, OAs
At T ox dt oy dt | 0z dt ot ox * T oy Y

sodass sich die obige Gleichung noch einmal drastisch zu

Fem,x =q (8(1) - EEA + 18(14'0))

or cdt’ ® ¢ Ox

verkiirzt. Berechnet man schliefllich auch die y- und z-Komponente nach demselben Prinzip, so
erhélt man schlieflich fiir die Kraft die direkte Potentialabhangigkeit

-, - 1d > 15, -, = o) 1d -
Fem:q<_vq)_Cth+CV( U)) —q<—V [‘P—AT]—Cth> .

o=

Durch eine explizite Rechnung zeigt sich dann, dass mit obigem Potential U = q((I> — _’F’)

ebenso (wieder nur beispielhaft fiir eine Komponente berechnet)

oU  d U 0% 19(AF) d (1
—— - o= += - ——4,

Oor dt 0% dr ¢ Ox q%
ob 1d 1 8(Av)
= —Qa_ *7143: - = Fern T
4 ( or cdt + c Ox > ’

folgt. Also erhalten wir als Lagrange-Funktion eines geladenen Teilchens im elektromagnetischen
Feld schliefslich

L7 =T-U =25~ ((I)(F,t) Lawy. ?)
C

erhélt. Die zugehorigen Lagrange-Gleichung fiihrt dann wieder auf die gewohnliche Newtonsche
Bewegungsgleicung mr = Fyp.

2.3. Eigenschaften der Lagrange-Gleichung bzw. -Funktion

2.3.1. Kovarianz unter Punkttransformation

Bereits mehrfach wurde auf die iiberaus niitzliche Beliebigkeit der Wahl der verallgemeinerten
Koordinaten hingewiesen - nun soll sie auch tatsdchlich gezeigt werden. Die Frage ist also, wie
sich die Lagrange-Gleichung bei einem Wechsel g, — ¢, dndert.

Da die g, als geeignete verallgemeinerte Koordinaten vorrausgesetzt werden, gilt zunéchst
einmal die Lagrange-Gleichung

d oL 0L
dt 04o  0qa
fir « = 1,..., f mit geeignetem L = L(q, ¢,t). Betrachte dann die Transformation g, — Go =

dolq1,--.,qz,t), wie etwa beim Koordinatenwechsel (z,y,2) — (r,9,¢). Aus mathematischer
Sicht sei diese Transformation durch einen Diﬂ’eomorphismusﬂ gegeben, d.h. es gilt umgekehrt

2Ein Diffeomorphismus ist eine bijektive und beliebig oft differenzierbare Abbildung, bei der auch die Umkehr-
funktion beliebig oft differenzierbar ist.
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2. Der Lagrange-Formalismus

auch ¢o = ¢a(q1,---,qy,t). Eine derartige Transformation heift Punkt-Transformation, es
gilt dann fiir die Ableitungen der neuen Koordinaten insbesondere

Y

L d B %dQﬁ 8QO¢ a(Ia . aQa
da = dtqa(%t) - GQB dt Z

d.h. es gilt die Abhéngigkeit o, = Ga (g,4,t), die insbesondere linear in ¢ ist. Umgekehrt gilt
analog auch

s an; a%z
f— t p— —_—
do = 4a(q, G, 1) : 8qﬁq5+ 5

Insbesondere folgen mit diesen beiden zeitlichen Ableitungen der Koordinaten die Gleichheiten

Jo o 04 Jo oo o
% = Z 04 9 _ 94 und analog 8(]; = 8({ sowie
94y 045 9y~ day 9gy 94y
GO 0wt i 40w Ok
dt 0gq, - Oqy dt - 0qy & dt 0q, B 0qy

Man betrachte nun die transformierte Lagrange-Funktion L(q,§,t) = L(q(q~, t),q4(q, cj,t),t),
dann folgt fiir diese durch eine einfache Rechnung

d 0 =, - d 0 ~ RS d 8L 3(]
B d OL 3q5 d Oqp OL aqg oL 8q5
B Zﬁ: (dt a@) Z 95 (dt D Z 945 04 Ddp i
0 - RS oL d aL oL
= 8qaL(Q(q7t)aQ(q7q7t>at) ~ %da — %@—@ =0,

die Lagrange-Gleichung bleibt also unter beliebigen Punkttransformationen form-invariant
bzw. kovariant, wobei sich die neue Lagrange-Funktion L(q,q,t) aus L(q, ¢,t) durch einfaches
Einsetzen der neuen Koordinaten ergibt.

Bemerkung: Man beachte dabei noch einmal, dass die Newtonschen Bewegungsgleichungen
nicht forminvariant sind. Sei beispielsweise mi = —VV eine Bewegungsgleichung in kartesischen
Koordinaten, dann gilt beim Wechsel ¥ = (z,y,z) — (1,9, ¢) zu rdumlichen Kugelkoordinaten
sicherlich m# # %V und mi) # %V, also keine Forminvarianz.

2.3.2. Eichinvarianz der Lagrange-Funktion

Es bleibt zu kléaren, ob bei einer gegebenen Konfiguration von Teilchen und Kréften die Lagrange-
Funktion L(q,q,t) eindeutig bestimmt ist. Dies ist nicht der Fall, da durch die auftretenden
Differentiationen mit L auch L+ c oder oL fir «, ¢ € C gleichwertige Losungen sind. Aufterdem
fithrt mit L(q, ¢,t) auch

L(q,q,t) + dtM(q, t)

d

zu derselben Lagrange-Gleichung, wobei M eine beliebige Funktion der verallgemeinerten Ko-
ordinaten (nicht aber deren Ableitungen!) und der Zeit darstellt. Eine derartige Transformation
heifst Eich-Transformation.
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2.4. Anwendungsbeispiel: Spharisches Pendel

Um die Giiltigkeit der eichtransformierten Lagrange-Funktion L = L+ %M Zu zeigen, miissen
wir eigentlich wieder nur

doL OL d o d ) d
dtaqa‘aqa—dtaq-a< dtM> 9n (“dtM>

ausrechnen, was unter Verwendung von

o d OM 04 OM
— M
Diadi DT Z 45 Seio+ o — 0q5 e Dda

d(?dM daM 0 dM

dt Oqq, dt dt 0qy  Oqu dt

geschieht, also erhalten wir nach Addition der letzten Gleichung mit der Lagrange-Gleichung
d 0 d 0 d
—— | L+—M L M) =0.
dtaq'a< T ) aqa< T ) ’

2.4. Anwendungsbeispiel: Spharisches Pendel

Als ausfiihrliches Rechenbeispiel betrachten wir das sphérische Pendel. Dabei ist ein Kérper
fix mit dem Nullpunkt verbunden (wir gehen von einer starren Befestigung aus) und befindet
sich zugleich im homogenen Erdgravitationsfeld. Geeignete verallgemeinerte Koordinaten sind
dann ¢; = ¥ und g2 = . Zunichst wird die kinetische Energie T' = %F 2 mit 7 = fl—f in diesen
Koordinaten ausgedriickt. Fiir das Differential von raumlichen Kugelkoordinaten gilt

di =7dr +9-rdd+ ¢ - rsinddy — F=77+0-r0+ @ rsind

also folgt 72 =2 422 4 r2¢? sin? ). Im Falle von 7 = 0 (also keine Anderung der Abstands-
Koordinate der raumlichen Kugelkoordinaten) erhélt man dann eine kinetische Energie

T =T(q,q) = T(®,,9,¢) = ) iz = 5 D292 4 2 sin2 ) .

Das Erdfeld wird durch das Potential V' = V(¢) = mgR(1 — cos(m — ¥)) représentiert. Be-
zeichnet dann @ := 7 — ¥, so gilt einerseits sin? ¥ = sin? @ und die Lagrange-Funktion lisst sich
als

L=T-V= %R2(92 + ¢?sin?0) — mgR + mgRcos 0 = L(6, p, 0, )

schreiben. Bei der Berechnung der Bewegungsgleichungen gilt dann ganz ausfiihrlich

L L
q=20: (29 mR20 20 = mR%¢?sinf cos § — mgR sin 0
L L
== ;tgg (6‘99 mR20 — mR2p?sinf cos § + mgRsin = 0
L L
@=p: oL _ = mR%psin’ 6 oL =0, d.h. ¢ ist eine zyklische Koordinate
op I

doL 0L d
4ok R2psin?0) = 0,
= @wop oo a" psin® 0) =
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2. Der Lagrange-Formalismus

wobei die letzte Gleichung wegen der zeitlichen Ableitung insbesondere

C

R2osin’f=0C <— p= ——
it s v mR2 sin? 6

impliziert. Setzen wir diesen Term in die erste Lagrange-Gleichung fiir ¢; = 6 ein, so folgt

0 —sinfcos)————5— + 5sinf =0 <= 0 =cos————=—- — 5 sinf .
m2R*sin*0 R m2R*sin®0 R

Hieraus lasst sich die Bewegung 6 = 0(t) mit einem Trick bestimmen: Man betrachte die rechte

Seite der letzten Gleichung als —%%5(9), also

0 g . C? cosf g 1 C? 1
—Veg(0) = =sinf — ———=— Ver(0) = == cosl + - ———— .
gg et(0) = sl — e 1(0) = RS0t R 2

Damit haben wir nun ein ,Potential“ Veg(6) bestimmt, durch welches wir tiber

1.
= 0+ Vea(0)=C

das Problem in eine quadratische Differentialgleichung erster Ordnung fiir 6(¢) umformen. Hier-
mal erhdlt man nun zumindest eine qualitative Bestimmung der Bewegung, so gilt in den beiden
Grenzfillen des Bewegungszustands

0 —0: Veg(f) — o0 und 0 —m: Veg(d) = o0

Falls 6 = 6y konstant gilt, dann ist das zugehérige ¢ ebenfalls konstant (vgl. obige Einsetzung
von ¢ in die Lagrange-Gleichung), d.h. es gibt hier eine konstante Azimutalgeschwindigkeit
(Kreisen des Pendels um die Normale der Erdoberflache). Falls die Konstante C' > Cj ist, so
muss die Bewegung auf 61 < 6 < 6, eingeschrankt sein, fiir C' > Cj kann sie auch nah bei 6y
sein. Entwickle nun

OVest 0Fy g 9
_IVell _ o 0) = Fy(6o) +(0 — 00) | — —(6—6 | 9
20 0(0) p(00) +( o) 98 |, ( 0)(:0890( + 3 cos” )
0 TV

w?2
in eine Taylorreihe bis zu ersten Glied, dann erhalten wir mit

0 = Fy(0) = —(0 — 0p)w?
und 0 — 0y := 0’6’ + w?#’ = 0 einen harmonischen Oszillator, also ist 6’ o Asin(wt). Es folgt

. c 1 .
o(t) = g = 0 =0y + Asin(wt) .

2.5. Das Hamiltonsche Prinzip der kleinsten Wirkung

Bisher haben wir die Lagrange-Gleichung aus dem Differentialprinzip von D’Alembert abgelei-
tet bzw. aus der Newtonschen Bewegungsgleichung. Alternativ werden wir sie nun aus einem
Integralprinzip herleiten, welches sich auf die Bewegung als Ganzes bezieht. Dazu ist aber zuerst
einige mathematische Vorbereitung nétig.
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2.5. Das Hamiltonsche Prinzip der kleinsten Wirkung

2.5.1. Variationsrechnung in einer Funktion

Gegeben sei eine Funktion y : R — R, wobei die Funktion y(t) und ihre Ableitung y(t)
irgendwie miteinander funktional zu einer neuen Funktion I (y(t), y(t), t) verkniipft seien. Fiir
zwei beliebige feste Werte ¢; und ¢5 betrachte man dann das Integral-Funktional

s=al= [ 10, 9(0).1) -

Dies ist ein Funktion y(t) — J[y] € C. Das Problem der Variationsrechnung ist nun: Fiir welche
Funktion y(t) nimmt J einen stationéren, extremalen Wert an, wenn man sich auf solche y(t)
beschriankt, die an den Grenzen bestimmte vorgegebene, feste Werte haben, sodass y(t1) = y1
und y(te) = yo gilt?

Beispiel: Betrachten wir beispielsweise als Funktional die Bogenldnge des Graphen der Funk-
tion y(t), also

2 dy to to
/ds—/ = dT—/ 1-|- dt /vl—}—y dt .

Fiir welche Funktion y(t) ist die Bogenliange S|y] bei vorgegebenem (tl, y1) und (t2,y2) minimal?

Eine notwendige Bedingung fiir die Extremalitdt des Funktionals ist zunéchst einmal die
Stationaritét. Sei y(t) die gesuchte Funktion, die das Funktion J extremal macht, dann betrachte
eine infinitesimal benachbarte Funktion, welche durch dieselben Anfangs- und Endpunkte geht.
Die Variation der Funktion y(¢) sei durch dy(t) gegeben, die infinitesimal benachbarte Funktion
sei also §(t) = y(t) + dy(t), und insbesondere muss dann fiir das Funktional dieser Variation
0J = 0 gelten. Man setze

oy(t) =en(t) ,

wobei die Funktion 7(t) beliebig mit n(t1) = 7n(t2) = 0 sei. Dann setze der Kiirze halber
y(t,e) :=y(t) + dy(t) = y(t) + en(t). Man bilde damit dann nun

to to
Jelyl = / Iy, g, t) dt = / I{y(t,e),4(t,€),t) dt ,
t1 t1
sodass bei gegebenen Funktionen y(¢) und n(t) das Funktional eine Funktion in e ist. Damit
das Funktional J. nun stationér wird, muss
d

—J:

de =0

e=0

gelten. Berechnen wir explizit die e-Ableitung des Funktionals, so erhalten wir

d d [" 2 79I dy OIdy
—Je=— I.dt = — =+ —=— | dt
de”* de/t © /t <8y de * oy ds)

1 1

mit Z—g = n(t) und dy = did—y = %n(t) wegen Vertauschbarkeit von Differentiationen, also folgt

d [ rorl oI dn o1 d oI oI
= [ (G S50) ™ [ (Giate) = 5 5n0) ae+ St

——

2 /91 d 8]) 0
= _—— —— t)dt .
/t1 <8y dt 0y n(t)

to
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2. Der Lagrange-Formalismus

Nach der geforderten Stabilitdtsgleichung folgt dann nun die Bedingung

t2 /o1 d ol
—— — — ) n(t)dt
/t1 <8y dt@y) n(t)

und da diese fiir beliebige Variationsfunktionen 7(¢) mit n(t1) = n(t2) = 0 gelten muss, erhélt
man nun mit

ol dol

dy dtoy
die Euler-Lagrange-Gleichung des Variationsproblems. Diese Differentialgleichung fiir y(¢) hat
im Allgemeinen unendlich viele Losungen. Jede Losung, fiir die die Randbedingungen y(¢1) = y1
und y(t2) = yo erfiillt sind, ist die gesuchte Funktion.

:()7
e=0

Beispiel: Im vorigen Beispiel der Bogenlinge hat man als Funktion I(y,y,t) = /1 + 32(¢),
also folgt durch Einsetzen

—\/ - = (t
dt a A dt 1 /1 P
wobei letzteres die zum Problem gehérende Euler-Lagrange-Gleichung ist. Die Lésung ist dann
wegen der zeitlichen Ableitung durch

. 2 B
Y 20@92:70 =C

V1472 1-c2
gegeben, also ist § konstant. Aus den Randbedingungen ergibt sich dann y(t) = at + b, und
offensichtlich ist eine gerade Strecke die richtige Lésung zum Problem der kiirzesten Bogenldnge.

=0,

2.5.2. Variationsrechnung fiir mehrere Funktionen

Das vorgestellte Variationskonzept lasst sich auch auf mehrere Funktionen verallgemeinern.
Dazu betrachte f Funktionen yi(t),...,ys(t) und I = I(y1,...,y¢,¥1,-..,9s) als das Integral-
definierende Funktional zu

J[yb...,yf] = /t i I(yl(t),...,yf(t),yl(t),...,yf(t),t) dt .

Analog zum vorigen Fall stellt sich nun die Frage, fiir welche f Funktionen y(t),...,y¢(t)
dieses Integral stationdr wird, wenn die Randbedingungen y;(t1) = yfl) und y;(t2) = yZ@) fest
sind. Dazu betrachte wieder die Variation

yi(t) = yi(t) + 0yi(t) = vi(t) +eni(t) = vi(t, )
mit 7;(t1) = n;(t2) =0 fiir alle i = 1,..., f und das entsprechende e-abhéngige Funktional
to
Jg[yl,...,yf]:/ T(a(t, )y yp(ts )i (6, 0), i (t2), ) dt
t1

Nach der allgemein giiltigen Stabilitdtsbedingungen diejé}é-:o = 0 erhalten wir dann

t2 oI dyl oI dy;
J = — | dt
/ Z (3.% de Oy ds) 0
B2 ol d 8[) oI 2 oI d oI
P.L
= > — o ) dt+ Y —mit = — =
/t1 - (3% dt 0y ) — Oyi ) " Oyi  dt Og;
fiiralles = 1,..., f - also genau dieselbe Euler-Lagrange-Gleichung, wie zuvor fiir eine Funktion.
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2.5. Das Hamiltonsche Prinzip der kleinsten Wirkung

2.5.3. Das Prinzip der kleinsten Wirkung

Das gefundene Ergebnis muss nun physikalisch interpretiert werden, denn ersetzen wir in der
vorigen, prinzipiell rein mathematischen Betrachtung, y;(t) — ¢o(t) und I(y,y,t) — L(q, q,t), so
erhalten wir genau die Euler-Lagrange-Gleichung, die zuvor aus dem D’Alembertschen Prinzip
der virtuellen Verriickungen hergeleitet wurde.

Da die Losung der Lagrange-Gleichung genau die physikalische Bewegung des Systems be-
schreibt und vollstédndig durch Vorgabe von g, (¢1) und ¢ (t2) determiniert ist, sie aber ande-
rerseits auch jede Funktion darstellt, welche das Integral

to
/ L(g,d. ) dt

t1

stationdr macht, gilt das Prinzip der kleinsten Wirkung. Ubertragen auf die Lagrange-
Funktion lasst sich dieses wie folgt formulieren: Ein System sei beschrieben durch die Lagrange-
Funktion L(q,q,t). Fiir zwei beliebige Zeiten ¢; und ¢ sei die Konfiguration des Systems vor-
gegeben durch

Ga(t) =qV  und  gu(te) = ¢ .

Dann ist die tatsichliche (physikalische) Bewegung des Systems zwischen q((ll) und q,(f) jene, fiir
die das Wirkungsfunktional

Slql = / 2L(q, q,t)dt

t1

stationar ist, moglicherweise ein Extremum annimmt, oder - was &quivalent ist - bei deren
speziellen Variationen d¢(t) mit dg(t1) = dq(t2) = 0 fiir das Wirkungsintegral 05 = 0 liefert.

Bemerkung: Das Prinzip der kleinsten Wirkung ist in der Physik von zentraler Bedeutung.
Es handelt sich dabei um ein Integralprinzip (im Unterschied zum differentiellen Prinzip), d.h.
die Wirkung ist von der Bewegung {q(t) : fiir alle t} abhéngig. Prinzipiell ldsst sich die gesamte
Mechanik auch auf diesem Prinzip aufbauen, wie etwa von Landau unternommen. Aulerdem
handelt es sich auch um ein koordinatenunabhéngiges Prinzip, welches sich leicht auch nicht-
mechanische Probleme verallgemeinern ldsst - es ist ein fundamentales Prinzip der Okonomie
der Natur, und findet auch in Wirtschaftsfragen eine Anwendung. Die Eichfreiheit der Lagrange-
Funktion unter L — L = L + %M ist deutlich sichtbar im Wirkungsfunktional

to

_ ta to d
St = [ L nd= [ Leand+ [ M@0 d =S+ MGl
t1 t1 t1
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3. Symmetrien und Erhaltungssatze

3.1. Allgemeines iiber Symmetrietransformationen

Erscheint eine der verallgemeinerten Koordinaten gg des Systems {qa ra=1,..., f} nicht ex-
plizit in der Lagrange-Funktion L, wohl aber ihre zeitliche Ableitung ¢g, dann nennen wir diese
Koordinate zyklisch. Fiir sie gilt unter Verwendung der Euler-Lagrange-Gleichung dann insbe-
sondere

oL _
Oqp

. aor _
dt Oqp N

Man definiert nun allgemein durch

oL
P

den zu einer (beliebigen) verallgemeinerten Koordinate konjugiert kanonischen Impuls. Fiir
eine zyklische verallgemeinerte Koordinate gg folgt dann %pg = 0. Man beachte, dass allgemein

ps = pp(a, 4, t) = pa(q(t), 4(t),t) gilt.

Definition 10: Eine Variable V(q, ¢,t) heifft Erhaltungsgrofie oder Konstante der Bewe-
gung, wenn

d

%V(Q(t)y Q(t)7 t) =0

fiir jede Bewegung ¢(t), die der Lagrange-Gleichung geniigt, gilt.

Demnach ist der zu einer zyklischen Variable konjugiert kanonische Impuls eine Erhaltungs-
grofse. Oft ist eine zyklische Koordinate mit einer Symmetrie des Systems verkniipft, wie wir es
etwa beim sphérischen Pendel gesehen haben - dort lag eine Zylindersymmetrie um die z-Achse
vor. Man vermutet daher einen Zusammenhang zwischen Symmetrie und Erhaltungsgrofien.

Definition 11: Man betrachte eine Punkt-Transformation der (verallgemeinerten) Koordinaten
do — Ga(q,t) = fal(q,t) fir a = 1,..., f, diese sei invertierbar, d.h. es existiert umgekehrt auch
da = Ga(q,t). Diese Transformation ist eine Symmetrietransformation, wenn sich dabei die
Physik nicht dndert, d.h. (im Rahmen der Mechanik) wenn die Bewegungsgleichungen dieselben
bleiben.

Die Bewegungsgleichungen seien dabei durch einen funktionalen Zusammenhang der Form
Xi(q,q,4,t) = 0 gegeben, dann ist g, — Ga(q,t) eine Symmetrietransformation, wenn auch

Beispiel: Betrachte beispielsweise X; : mi; — F(r;,7;,t) = 0, dann ist r; — 7; eine Symmetrie-
transformation, wenn auch mr; — F(7;,7;,t) = 0 gilt.
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3.2. Das Noether-Theorem

Es stellt sich die Frage, was diese Forderung fiir eine Lagrange-Funktion impliziert. Zunéchst
einmal muss die Wirkung S[g] dieselbe sein. Mit der aus dem Prinzip der kleinsten Wirkung
bereits bekannten Beziehung

S—/Ldt

hat man nun zwei Moglichkeiten: Entweder ist die Lagrange-Funktion invariant, d.h. sie hat
dieselbe funktionale Form in den ¢, und den g, oder sie &ndert sich nur um eine totale Zeitab-
leitung (die in der bereits behandelten Eichinvarianz der Lagrange-Funktion aufgeht).

Dies ldsst sich auch anders ausdriicken: Sei die Lagrange-Funktion L(q, ¢,t) in den verallge-
meinerten Komponenten ¢, eines Systems bekannt und ¢, — Gn(q,t) eine Symmetrietransfor-
mation, dann gilt

. ~ L~ A NS Sym. JOS d ~
s . d ., . . d

also ist eine Transformation g, — §un(q,t) genau dann eine Symmetrietransformation, wenn eine
geeignete Funktion F(q,t) existiert, sodass

L@,.1) = L(a,0.1) + 5 Fa,1
gilt. Im Bezug auf die Fichfunktion F' fithrt man folgende Fallunterscheidung ein: Gilt %F =0,
so ist die Lagrange-Funktion streng invariant, fiir %F # 0 nur quasi-invariant.

Héufig treten Symmetrietransformationen in Gruppen, sogenannten Symmetriegruppen,
auf. Die verschiedenen Transformationen dieser (kontinuierlichen) Gruppen werden mittels re-
eller Parameter €1,...,&, gekennzeichneﬂ}-]7 z.B. durch ¢ (Zylindersymmetrie) oder w (Kugel-
symmetrie), etc. Eine beliebige Symmetrietransformation ist also beschrieben durch

do = Ga(q,t) = falg, tie1,. .. er) .

Im Folgenden bezeichnen wir mit ; stets einen kompletten Satz von r Parametern.

3.2. Das Noether-Theorem

FEines der wichtigsten Theoreme der Physik wurde von der Mathematikerin Emmy Noether
formuliert, es liefert den Zusammenhang zwischen Symmetrietransformationen und den asso-
ziierten Erhaltungsgrofen. Wir betrachten ein System mit der Lagrange-Funktion L(q,q,t),
welche invariant unter den Transformationen der Symmetriegruppe

G = {qa — Go = falg, t;e1, ... er) =t f(q, t; ;) fur alle eq, . .. ,5T}

ist, wobei fo(q,t;0) = (q,t) gelte, sprich fiir £; = 0 erhélt man die unmodifizierten Koordinaten.
Dann gilt fiir jeden festen Satz von Parametern ¢; nach dem Ergebnis des letzten Abschnitts

N . . d
L(§ = fa(g. t;€5),G,t) = L(g,4,t) + St £j) -

! Aus mathematischer Sicht sind Symmetriegruppen also in der Regel Lie-Gruppen, d.h. kontinuierliche Grup-
pen, die zugleich differenzierbare reelle Mannigfaltigkeiten der Dimension r sind.
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3. Symmetrien und Erhaltungssatze

Man differenziere nun nach einem beliebigen Parameter €; und setze dann ¢; = 0, also

d . d d d
—L(q,q,t) = —0L(q,q,t) +——F(q,t;¢;
. (G:q,t) &, (¢4, )ersidt (¢, t;€5)
0
OL djgs 0L dgs d d
z,b’: (8% de; 8(15 de; dt ds;
.. . AL _ d 8L dis 4 dq . .
fiir alle s = 1,...,7. Mit a5 = di g, dg’f = E% ergibt sich daraus
d oL\ dq oL (d dq oL dq d d
Z[(d ) U <d qﬁ)] *Z e
3 L0qs | €i 8q5 t g 3 8q5 &; t de;

Setzt man nun €; = 0, so folgt in der Formulierung mit gz = f3

d OL dfs d
s (o2 e
dt 5 aqﬁ I de; ¢4=0
= — — | =—F(q,t;¢5) =0,
dt Z 8qﬁ & Ej:O dei ’ &‘j:O

d.h. wir erhalten schlieflich r Erhaltungsgréften der Form

df o d
Z 9qa (d51> (dle>sj:0

flir ¢ = 1,...,r. Zu der r-parametrigen Symmetriegruppe G existieren also r Erhaltungsgrofsen,
sogenannte Noether-Ladungen, @; fiir ¢ = 1,...,r. Ist insbesondere die Lagrange-Funktion
streng invariant unter den G-Symmetrietransformationen, so verschwindet wegen F'(q,t;¢;) =0
der zweite Term, und es gilt

_ dfa
Q= Za% <d5i>aj0 .

3.3. Die zehn fundamentalen ErhaltungsgroRen

Mithilfe des Noether-Theorem werden wir nun aus einfachen Symmetrieeigenschaften, die in
nahezu jedem System gegeben sind, die zehn fundamentalen Erhaltungsgréfsen herleiten. Dazu
betrachte ein System ohne Zwangsbedingungen mit der Lagrange-Funktion

L=T-V= me Py TN

wobei dann als verallgemeinerte Koordinaten die kartesischen ¢, = r;, fiir 7 = 1,..., N und
a=1,2,3 gewidhlt werden.
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3.3. Die zehn fundamentalen Erhaltungsgrolen

3.3.1. Raumliche Translations-Invarianz: Impuls

Die Lagrange-Funktion L sei (quasi-)invariant unter der Gruppe der rdumlichen Translationen,
die durch

P =7

fiir einen beliebigen Translationsvektor E = (&1,&2,&3) fiir alle i = 1,..., N gegeben ist. In den
einzelnen Koordinaten ausgedriickt gilt also r; 4 = 7.0 = 1i.q + &a-

Falls die Lagrange-Funktion streng invariant ist, also %F = 0 gilt, so erhalten wir als Noether-
Ladungen

df A
Qi = Z Ida < ,)qo wobei 20 — il Mitia

gilt. Wegen fo(q;€) : ria = Tia = Tia+&a = fia(1;€1,&2,&3) erhalten wir eine drei-parametrige
Symmetriegruppe, wobei die &1, &2, &3 die Gruppenparameter €; sind. Es gilt also

0fa  Ofia
oe; | &,

:60,0 — Qz_>Qc Zmzrza ac Zmzrzc—zpzc_P

Demnach folgt also aus der Invarianz bzw. Symmetrie unter Translationen die Erhaltung des
Gesamtimpulses. Bei einem abgeschlossenen System garantiert die Homogenitit des Raumes
die Translations-Invarianz und damit die Gesamtimpulserhaltung.

Beispiel: Fine translationsinvariante Lagrange-Funktion ist etwa durch

L= thg > Vil

i#]
gegeben, denn es gilt 7y — 7; — 7 — 7 = (F; + &) — (7 + @) = 75 — 7.

Sofern am System ein &ufseres Feld anliegt, geht im Allgemeinen leider keine oder nur noch
eine eingeschriankte Translations-Invarianz, also ist der Gesamtimpuls P nicht erhalten.

Beispiel: Betrachte ein dufseres Gravitationsfeld. Gilt F— mgZz = 0 fiir die vom Gravitations-
potential V = V' (z) = mgz représentierte Kraft, so bleiben nur P, und P, erhalten.

Ein zweites Beispiel ist durch ein geladenes Teilchen gegeben, welches sich in einem &dufse-
ren elektromagnetischen Feld, dargestellt durch die Potentiale (P, /_1‘), befindet. Die Lagrange-
Funktion lautet hier

. 1 ..
L:mF2q(q>AF) :
2 c

d.h. eine Impulserhaltung liegt nur fiir den Fall ®(7 + £) = ®(7) und A(7 + £) = A(F) vor -
und dies impliziert konstante Potentiale, welches wiederum zu verschwindenden Feldern fiihren.
Sind aber ® und A nur von den Koordinaten y und z abhéngig, so bleibt p, erhalten und es
gilt p, = mi — 1A,.

Zuletzt betrachten wir noch den Fall, dass die Lagrange-Funktion L nur quasi-invariant unter
der Gruppe G ist. In diesem Fall ist nicht der Gesamtimpuls P, sodern die Groke P, — %F fiir
c=1,2,3 erhalten.
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3. Symmetrien und Erhaltungssatze

3.3.2. Riaumliche Rotations-Invarianz: Drehimpuls

Als néchstes sei die Lagrange-Funktion invariant unter der Gruppe der Drehungen, also unter
7; — 7 = RF;, = & X 7;, wobei die Matrix R € SO(3) die Rotation darstellt. Dabei ist die
SO(3)-Rotationsgruppe bzw. der Vektor & ebenfalls drei-parametrig, und in Koordinaten gilt

Tia — 7:i,a = €adeWdTi,e = f’i,a(wl7w2)w3) >

also folgt wie zuvor

OL 9L _ i fa _ Ofia
8@04 af‘z}a - ’ 851' 8&20

= 6adeédcri,e = €acel'ise >

sodass wir als zugehorige Noether-Ladungen bzw. Erhaltungsgrofien

Qi = Qc= § m;Ti a€acelie = § €ceali,eMiTiq = § (Ti X miri)c = E gi,c = L.
i,a 7,0 %

(2

fiir ¢ = 1,2,3 bekommen. Demnach liefert die Invarianz bzw. Symmetrie unter Drehungen des
Systems die Erhaltung des Gesamtdrehimpulses L. Bei abgeschlossenen Systemen garantiert die
Isotropie des Raumes die notwendige Invarianz unter Drehungen.

Beispiel: Betrachte noch einmal die zuvor bereits erwédhnte Lagrange-Funktion, jetzt allerdings
mit Betragen

myg -, o o o

L= 57 =2 Vyllfi=75)) (+sz»<|m>)
% 1#£] %

sodass jegliche Richtungsabhéingigkeit des Systems herausféllt.

Falls nur eine Invarianz unter Drehungen in eine Richtung gegeben ist, dann ist folglich auch
nur die Projektion des Drehimpulses auf diese Richtung erhalten.

3.3.3. Spezielle Galilei-Invarianz: Schwerpunktsbewegung

Nun sei L quasi-invariant unter speziellen Galilei-Transformationen der Form

fir ¢ = 1,..., N, also unter Transformationen fiir Relativbewegungen konstanter Geschwindig-
keit ¥. In einzelnen Koordinaten gilt also r; , — 74 = 74,4 + Vot = fi.a(v1,v2,v3), sodass man
fiir die kinetische Energie T' dann

o m; -, = m; 5, m; -, m; , IR o
T(r;) = Z ?ZTZ-Q - T(r) = Z 77’1"1»2 = Z ?zrf + Z ?1(1)2 +207;) # T(7%)
(]

% % 7

erhélt - diese ist also nicht invariant unter den speziellen Galilei-Transformationen. Der zusétz-
liche Term geht durch

m; , e d m; , s d . .
Z ?Z(U2 + 207T;) = T zZ: 71(1)% + 20T;) =: — F (7 7)

i
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3.3. Die zehn fundamentalen Erhaltungsgrolen

in die zuséatzliche Eichfunktion von Symmetrietransformationen ein, somit liegt kein Problem
vor. Das Potential V' sei nun aber invariant unter Galilei-Transformationen, dann gilt

8—% — 78@*,@ = M;Tiq und 9e, — a0,

= 5act

wegen f; o = Tiq + Ugt, und man erhélt als zugehorige Noether-Ladungen

d . m;
Qi — Qc Z m;r; aéact < F) = tz m;Tic — Z J(Q'Uct + 2Ti,c)
dve /=0 ~ ~ 2 ;=0
j i i j
=tP, —tv, Z m; - Z m;iTic
)

i
Es ist also tP — MR = MRy < R = ﬁﬁ + Ry die Erhaltungsgrofe zur speziellen Galilei-
Invarianz, diese liefert uns folglich den Schwerpunktsatz.

=tP.— MR, .

vj= v;=0

3.3.4. Zeitliche Translationen: Energie

Bisher haben wir als Symmetrietransformationen lediglich Koordinatentransformationen der ¢,
betrachtet. Da Zeit (in der Newtonschen Mechanik, nicht aber etwa in der Relativitatstheorie)
universell vorgegeben ist, macht es physikalisch zunéchst keinen Sinn einfache Zeittranslationen
der Formt -t =t —|— b zu betrachten. Wenn aber die Lagrange-Funktion L(g, ¢,t) nicht explizit
von t abhéngt, albo = 0 gilt, so ist L formal invariant unter einer derartigen Transformation
t—=t=t+0. Betrachte dann die vollstandige Zeitableitung

d d
—L=—L(q i(t
TP OL _ d oL G, = L
so ergibt sich unter Verwendung von Bee = di Dia nach Euler-Lagrange und Go = ;¢ dann

d d OL Y . oL
dtL_%:<dtaqa>q“+ e <q) dtzaqa

Somit erhalten wir eine zeitlich unabhéngige Grofie

oL .

h(Qa Q) = £QQ - L )

die sogenannte Energie- bzw. Jacobi-Funktion. Invarianz unter ,Zeit-Translationen“ (also
keine explizite Zeitabhéngigkeit) fiihrt also zu der Erhaltung der Energiefunktion und damit
zum Energieerhaltungssatz.

Um die physikalische Bedeutung der Energie-Funktion h(q, ¢) genauer zu verstehen, betrachte
den Prototyp

L=T-V =3 ZWZ=V(i,....7x, 1)
7
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3. Symmetrien und Erhaltungssatze

einer Lagrange-Funktion. Das System sei dabei ohne Zwangsbedingungen, sodass wir fiir die
Verallgemginerten Koordinaten die gewohnlichen kartesischen verwenden konnen, also g, — 74
und L(7,7) gilt. Dann nimmt die Energie-Funktion die Form

h=h(F ") =Y mifia- i — (Z %?ﬁ - V) =3 %ﬁ? LV =T + V(@)

ia i i
an, also ist h die Gesamtenergie T 4 V' ausgedriickt durch 7 und 7 Wir kommen im néchsten
Kapitel von einem ganz anderen Betrachtungspunkt aus noch einmal auf diese Funktion zurtick.

3.3.5. Ubersicht

Wir haben somit vier Typen von Erhaltungsgréffen gefunden, den Gesamtimpuls, den Gesamt-
drehimpuls, die Schwerpunktsbewegung sowie die Gesamtenergie. Die jeweils drei Komponenten
der ersten drei Grofsen liefern somit zusammen mit der Gesamtenergie zehn Erhaltungsgrofien,
die noch einmal abschlieftend in einer Tabelle zusammengefasst sind:

Symmetriegruppe folgt aus ‘ Erhaltungsgrofie
rdumliche Translationen | Homogenitit des Raumes Gesamtimpuls
raumliche Drehungen Isotropie des Raumes Gesamtdrehimpuls
spez. Galilei-Transf. eingeschranktes Relativitéatsprinzip | Schwerpunktsbewegung
zeitliche Translationen Homogenitat der Zeit Gesamtenergie

Tabelle 3.1.: Die zehn fundamentalen Erhaltungsgréfen

Die hier aufgefiihrten Symmetrietransformationen und ihre Kombinationen bilden zusammen
dann die vollstdndige Galilei-Gruppe, deren Transformationen sich als

ForF=RF+0t+da t—1i=t+D

formulieren lassen - diese ist folglich zehn-parametrig.
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4. Der Hamilton-Formalismus

Im Lagrange-Formalismus wurde die Physik durch die verallgemeinerten Koordinaten g, sowie
ihre zeitlichen Ableitungen ¢, beschrieben. Diese Ableitungen sind aber prinzipiell recht ,,unphy-
sikalische Objekte, daher werden wir nun versuchen, eine Abhéngigkeit von g, und p, = 8‘%

zu finden.

4.1. Legendre-Transformationen

Zunichst betrachten wir eine Funktion y = y(z). Ihr Informationsgehalt wird vollstdndig vom
Graphen {(x,y) ty = y(a:)} wiedergegeben. Man kann dieselbe Information mittels D = %

beschreiben, beispielsweise wie folgt:
_ %y

dx
Einsetzen von « = z(D) in die Funktion ergibt y(z) = y(z(D)) = y(D), aber y = y(D) enthilt
nicht mehr die gesamte Information, die in y = y(z) enthalten ist

D = D(x) x=uz(D) .

Beispiel: Die Ableitung der Polynomfunktion y(z) = 322+ 3z+1 lautet D(z) = y/(z) = 2+3,
also gilt umgekehrt x = D — 3 = x(D). Aber der Graph von y = y(D) = 5(D* — 7) hat eine
andere Form, als der von y(z).

1
2

Die Frage ist, wie man die volle Information durch eine Funktion der Ableitung D ausdriicken
kann. Dazu benétigen wir den Zusammenhang zwischen Punkt- und Liniengeometrie. Eine Kur-
ve (der Graph eine Funktion) ist entweder bestimmt durch die Menge der Punkte (z,y) oder
durch die Menge der einhiillenden Tangenten, wobei wiederum jede Tangente eindeutig durch
D und den Schnitt S mit der y-Achse bestimmt ist. Der Zusammenhang ist dabei explizit durch

D:T <— y—-S=Dzr <= S=y— Dz

gegeben. Man erhélt so eine Abhéngigkeit S = S(D) der Schnittpunkte, indem man aus der
Ableitung D = D(x) = g—g durch Umkehrung # = z(D) und dann wieder y(z(D)) = y(D)
bestimmt. Letztlich folgt dann

S(D) = y(D) — Dz(D) = g2 (D) ,

Steigung D
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4. Der Hamilton-Formalismus

wobei die neue Funktion g, als Legendre-Transformierte von y hinsichtlich der Variable =
bezeichnet wird.
Verallgemeinern wir dies nun auf eine Funktion in mehreren Variablen. Dazu sei eine Funk-

tion y = y(x1,...,zN) gegeben, deren Graph als Hyperfliche im N + 1-dimensionalen Raum
interpretiert werden kann. Durch
Oy 9y Oy
D Dy = —* . D

1= 8.%'1 2 8%2 ’ ’ N= 61’]\[
seien die partiellen Ableitungen der Funktion benannt. Genau wie zuvor betrachten wir dann
die Inversion z1 = z1(D1,...,Dn) bis zu ay = xn(D1,...,Dy). Man bilde nun wieder den
Schnittpunkt

S:S(DlvaN):y_ZDkxk‘ — g[xl,...,xN}(Dla"wDN)’

wobei y = y(Dy,...,Dy) und zp = zi(D1,...,Dy) gilt. Die Legendre-Transformation lauft
fiir mehrere Variablen also genauso ab, wie im vorigen Fall.

Um eine brauchbare Transformation zu erhalten, benétigen wir noch eine passende Um-
kehrtransformation. Dazu betrachte man zunéchst das totale Differential der Schnittfunktion,
welches die Form

ds = zN:anDk = dy%xdek — zN:Dkdxk
iz 0Dk k=1 k=1
annimt. Wegen dy = ), % dxy, =Y Dy dxy, erhdlt man daraus direkt
il oS
kg@l)dek_zk:( l‘k)de <~ l‘k—*aka (Dl,... DN)
< Dk = Dk(l‘l,...,xN) ,

sodass schlieflich die urspriingliche Funktion

y:S+ZDk.’L'k :S(Dl(xl,...,.’L’N),...,DN(I'l,...,{EN)) +2Dk($1,...,$1\[)
k

folgt. Damit ist die Bijektivitdt der Transformation zeigt, sodass wir nun ein Hilfsmittel zur
Verfiigung habe, welches direkte Abhéngigkeiten gegen Ableitungen der Funktion tauscht.

Beispiel: Betrachten wir die Funktion y(z) = sinz, dann ist D = gﬂyg = cosz = D(x) die
Ableitung und x = x(D) = arccos D die zugehérige Umkehrfunktion. Damit erhalten wir dann

y = y(D) = sin (z(D)) = sinarccos D, sodass dann
S = sinarccos D — D arccos D = S(D)
die Schnittfunktion ist.

Es sei noch angemerkt, dass auch partielle Legendre-Transformation hinsichtlich nur einiger
Variablen moglich sind. Sei dazu y = y(x1,z2) eine Funktion in zwei Variablen, so gilt fiir die
Legendre-Transformation hinsichtlich xo dann
9y
8952
Somit erhalten wir Abhéngigkeit xo = xo(z1, Do) fiir die zweite Variable, sodass die Funktion
y= y(xl, xo(x1, Dz)) = y(x1, D2) beziiglich der zweiten Variable Legendre-transformiert ist.

Uws) (21, D2) =y — Doy mit Dy = = Da(x1,2) .
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4.2. Die Hamiltonschen Gleichungen und Bewegungen im Phasenraum

4.2. Die Hamiltonschen Gleichungen und Bewegungen im
Phasenraum

Mit der zuvor erlduterten Legendre-Transformation kann nun eine Variable ersetzt werden. Die
Physik eines Systems ist bestimmt durch die Lagrange-Funktion L = L(q1,...,qf, 41, --,qf,t).
Um die hierin enthaltene Gesamtinformation durch qi,...,qs,p1,...,ps auszudriicken, bilde
man (wie oben erkldrt) die Legendre-Transformierte E[(Jh--.,q' - Dazu bestimmen wir zunéchst
die Variablenabhéangigkit

oL oL
1 8(]1 b1, ) f aqf ps o (]a(%p)
und erhalten damit dann die beziiglich ¢z, ..., ¢s Legendre-transformierte Lagrange-Funktion
Ligyois) = L= Pata = L(4,4(¢,p), Zpaqa ¢,p) = —H(q,p,1) .

Die neue Hamilton-Funktion H (g, p,t) beinhaltet ebenfalls die gesamte Information iiber die
Physik des Systems und ist damit gleichwertig zur Lagrange-Funktion.

Es stellt sich nun die Frage, wie man aus H(q,p) = >, Pada — L(q, ¢,t) mit ¢ = ¢(g,p,t) die
Physik erhélt. Dazu bilde man zuerst das totale Differential

dH = —dpa Z dqa—i-—dt andpaJeradqa—
Zza:dadme;padq’a— - quadqa_ - gqidqa—%fdt

= > dadpa+ (o) daa — o

der Hamilton-Funktion, woraus man dann durch entsprechenden Summandenvergleich

) OH ) OH d OH oL
= — = — — n - = -
“=5p  PT To " ot ot

flir k=a =1,..., f erhalt. Dies sind die sogenannten kanonischen Hamilton-Gleichungen.

Diese 2f Differentialgleichungen erster Ordnung ergeben die f Lagrange-Gleichungen erster
Ordnung, die Losungen sind die ¢, (f) und p,(t). Die Anfangsbedingungen sind im Hamilton-
Formalismus durch Vorgabe von ¢4(0) und p,(0) gegeben, im Lagrange-Formalismus durch
4o (0) und ¢, (0), wir haben also jeweils 2f Anfangsbedingungen.

Beispiel: Betrachte ein Teilchen ohne Zwangsbedingungen in einem Potential V (7). Fiir die
Lagrange-Funktion gilt dann

L=Liriy) =T -V =25 =V,

sodass die zugehérige Hamilton-Funktion die Form

H= Zpkrk - L= Zpk* - *Z (%)2 + V()
k

—'2 =2 =2
m 2m V() = 2m + V() = H(7p)

o1



4. Der Hamilton-Formalismus

annimmt. Uber die kanonischen Hamilton-Gleichungen erhélt man dann die Bewegungsgleichun-
gen des Systems, hier gilt
. _OH _pi L7 . OH oV L -
= — = — — r= = d = - = —— e _":—VV s
"k Opr, m " m utt Pk ory, ory, p ()
jeweils fiir k = 1,2,3. Durch Lésung der Bewegungsgleichungen erhédlt man dann wie iiblich die
Bewegung des Teilchens.

Allgemein gilt fiir ein System unter holonomen skleronomen Zwangsbedingungen mit konser-
vativen echten (duReren) Kriften mit den verallgemeinerten Koordinaten ¢, (Ubung)

ZST(]a—Z—rv
oL

und da die Kréafte konverservativ sind C'?TT = bic> sodass man als Hamilton-Funktion

P = Y podeop) ~ L (o) = 3 5~ L
=N - (T-V)=2T—(T-V)=T+V

erhélt. Die Hamilton-Funktion entspricht also - &hnlich wie die Energie-Funktion h(q, ) - der
Gesamtenergie des Systems. Besonders interessant ist der Fall, dass H, also die Gesamtenergie
E=T+V, eine Erhaltungsgréﬁe ist. Allgemein gilt

OH OH OH OH 0H  0H _ 0H
Z q”Z t_zaqaapa - Opa Oaa | O O

héngt also die Hamilton-Funktion H nicht explizit von der Zeit ab, so ist die Gesamtenergie H
eine Erhaltungsgrofse des durch die Hamilton-Funktion beschriebenen Systems, also %H = 0.
Anders formuliert ist bei skleronomen Zwangsbedingungen mit konservativen (und zeitunab-
héngigen) dufseren Kréiften die Energie erhalten.

Wie wir bereits gesehen haben, beschreiben die Hamiltonschen Gleichungen die verallgemei-
nerten Koordinaten g, (t) und die konjugiert kanonischen Impulse p,(t). Der 2 f-dimensionale
Phasenraum der zugehorigen Bewegung wird dann durch diese Funktionen ¢, und p, aufge-
spannt, die Phasenraumbewegung ist durch die Abbildung

t (qu(t), .. qp (), pr(t), ..., pr(D))

gegeben, die zugehorige Bildmenge heifst Phasenbahnkurve. Jeder Punkt des Phasenraums ent-
spricht dabei einem vollstédndig spezifizierten Zustand des betrachteten Systems zur Zeit ¢.

Man kann nun zeigen (Ubung), dass die Hamiltonschon Gleichungen auch aus der Phasenraum-
Form des Prinzips der kleinsten Wirkung abgeleitet werden kénnen. Dazu definiert man das
Wirkungsintegral im Phasenraum durch

S:qu / <ZPQQO¢_ Q>q7t)> dt?

dies liefert ein Funktion in g, (¢) und p,(t). Durch die analogen Variationsmethoden, die wir be-
reits zuvor bei der Herleitung der Lagrange-Gleichung durch das Prinzip der kleinsten Wirkung
verwendet haben, gelangt man dann auch hier auf die Hamiltonschen Gleichungen.
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4.3. Poisson-Klammern

Im Phasenraum lautet das Prinzip der kleinsten Wirkung dann: Die tatséchliche Bewegung
im Phasenraum bei vorgegebenen Werten von ¢(t) und p(t) bei t; und t3 ist jene, fiir die 6.5 = 0
bei infinitesimaler Variation von ¢(¢) und (unabhéngig davon) p(t) gilt, wobei dq(t) und dp(t) bei
t1 und to verschwinden. Daraus folgen dann die kanonischen Gleichungen als Euler-Lagrange-
Gleichung des zugehodrigen Variationsproblems.

Fiir die praktische Berechnung der Bewegung liefern die Hamiltonschen Gleichungen keine
groften Vorteile. Ein Vorteil zeigt sich jedoch dann, wenn einzelne Koordinaten zyklisch sind,
also auf eine mogliche Symmetrie des Systems hindeuten. Sei dazu ¢, zyklisch, dann gilt fiir die
Lagrange-Funktion

L:L(QL-~~7QS—1795+17~-ana(_il,--wQSw--anat)

was zu %ps = 0 und damit ps; = as konstant fiihrt. Andererseits hat man fiir die Ableitung
dieses konjugiert kanonischen Impulses
OH
9qs
d.h. die Hamilton-Funktion H ist eine Funktion in 2(f — 1) Variablen. Falls H dann bekannt
ist, dann erhélt man die verallgemeinerte Koordinate gs(t) aus

2‘?8: 0 = H:H(q17"'7q5—17q5+17'"7qf7p17'-'7a87"'7pf)7

_OH 0H
= ap. ~ Bas

4.3. Poisson-Klammern

Die Variablen ¢, (t) und po(t) sind messbare Grofen eines physikalischen Systems. Daher be-
zeichnet man (im Rahmen der Mechanik) jede Funktion f(q,p,t) auch als Observable. Be-
trachten wir die zeitliche Anderung einer beliebigen Observable, so gilt

d af . of . of of OoH 0f OH of
- =Y L P = = L )
AR za;aqaq +§a;8pap * ot %: 940 Opn  Opada.) ot

Der eingeklammerte Teil taucht bei der Berechnung von zeitlichen Ableitung (und an anderen

Stellen) immer wieder auf, daher definieren wir der Kiirze halber fiir zwei beliebige Observablen
f(gq,p) und g(q,p) die Poisson-Klammer

{f. g} ::%:<Wag_afag> ‘

0qa Opa OPa 0qa

Die obere zeitliche Ableitung lésst sich dann kurz als

d af
%f(qapat) - {f?H}PB + E

schreiben, d.h. falls keine explizite Zeitabhéingigkeit vorliegt, also %{ = 0, so folgt

d

%f((bpat) = {f?H}PB .

Demnach ist die Observable f also genau dann eine Erhaltungsgréfie, wenn %{ = 0 gilt und
auferdem die Poisson-Klammer {f, H}pp = 0 verschwindet. Man kann auch die kanonischen
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4. Der Hamilton-Formalismus

Gleichungen mithilfe der Poisson-Klammern ausdriicken, es gilt ndmlich fiir eine beliebige Ob-
servable f(q,p)

of _
0o

—{Pa, f}pB und ﬁ ={¢a, f}rB -

Wir wollen diese Aussage fiir den ersten Fall explizit nachpriifen, wozu die Klammer geméf

_ Opa Of  Opa OF \ _ of __of
{pa’f}PB_Zﬁ:(aqﬁapﬁ opp 0qs) %:5 dqs 04

auszurechnen ist, wir konnen also die Hamiltonschen Gleichungen auch mit Hilfe der Poisson-
Klammern als
0H 0H
o = — = {qa, H und o = — 5 — = Pa H
G = Hpm {40, H}pB Pa 90 {Pa; H}pB
schreiben. Fiir die {qq, f}pp-Klammer verlduft die Rechnung natiirlich véllig analog,.

Die Poisson-Klammern haben aber auch eine sehr wichtige andere Bedeutung, auf die wir
insbesondere spater im Rahmen der quantenmechanischen Unschéarferelation zuriickkommen
werden, denn der Hamilton-Formalismus bildet die Basis fiir die Formulierung der Quantenme-
chanik. Einige wichtige Poisson-Klammern sind dann die folgenden:

{¢asq8tpB =0 {Pasps}rB =0 {ga,ps}PB = 0
{Li,rj}pB = €jure {Li,pjte = €ijrpe {Li, Lj}pe = €ju Ly

Es sei noch angemerkt, dass fiir zwei Erhaltungsgréffen f und g auch die Poisson-Klammer
{f,g9}pB wieder eine Erhaltungsgrofe ist. Poisson-Klammern sind invariant unter kanonischen
Transformationen, die wir im nachsten Abschnitt behandeln.

4.4. Kanonische Transformationen

4.4.1. Das Problem der Forminvarianz konjugiert kanonischer Impulse

Nachdem wir die wichtige Bedeutung zyklischer Koordinaten bereits im vorigen Kapitel gesehen
haben, stellt sich die Frage, ob es moglich ist durch Wahl einer geeigneten Transformation
Koordinaten zyklisch zu machen. Wenn es moglich wire g, so zu wihlen, dass 86~L = 0 fiir alle
a=1,...,f gelten wiirde, so wére

i:i(o,...,o,gl,...,gf) bzw.  H=H(a,...,az,t)

wobei die a, = Konstanten wiren. Fiir die kanonischen Gleichungen wiirde in diesem Fall

8~
H H .
gﬁa an (o = aiaH(al, ... af) = konst = wq,

folgen, also wére G, (t) = wat + @4 fiir alle a. Durch reine Punkt-Transformationen ist dies im
Allgemeinen aber nicht moglich, also durch Transformationen mit ¢, — Go = Ga(q,t), WO Do
ungeéndert bleibt.

Im Hamilton-Formalismus hat man aber 2f unabhéngige Variablen ¢, und p,, also sind
allgemeiner auch Tranformationen

Qo — qa = Cja(%pa t) Pa — ﬁa = ﬁa(%pat)
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4.4, Kanonische Transformationen

denkbar. Es lasst sich nun fragen, ob derartige Transformationen neue Koordinaten liefern, fiir
welche die kanonischen Gleichungen

oK . oK
OPa 0qa

o =

und Po = —

gelten. Um diese Bedingung genauer zu verstehen, betrachten wir zundchst nur Punkttransfor-
mationen

q—q=4q(g,t) p—p.

Wir wissen bereits, dass fiir die Lagrange-Funktion f/(cj, q, t) = L(q((j, t),4(q, q, t),t) ebenfalls
auf die Lagrange-Gleichung

d 0L 0L

dt 9G, Oda

fiihrt. Fiir den transformierten konjugiert kanonischen Impuls gilt dann

0L 0q
Z 95 8% > psla.d.t

B

Zcﬁa pﬁ t) ( . t)) )

Oé

3%

also gilt pa(q, (j,t) % Da (q(cj, t),4(q, q, t),t), die Impulse ergeben sich bei einer Punkttransfor-
mation also nicht einfach durch Einsetzen der neuen Koordinaten - im Gegensatz zur Lagrange-
Funktion sind die Impulse, und damit auch die Hamilton-Funktion, nicht forminvariant. Daher
setzen wir nun

K(§,p) =Y Patdo — L(G,4,t) # H(a(G,5,1),p(q, D), 1)

mit der Ableitung § = (j(cj, p,t). Unter Verwendung der Ableitung

oL _d oL _d
4o dtog, dt

4 Pa —pa

erhalten wir fiir das totale Differential der Lagrange-Funktion in den neuen Koordinaten
. oL oL oL R . 0L
dL=) 5 dqa+z dqa tdtzgpadqw;padqwadt,
also folgt fiir das totale Differential der Funktion K damit

0K oK 0K . . -
K = « e = Na ~a ~a ~a_ L
d e i, + e dpo + — - dt %:p dg +§a:q dpa — d

s . 0L
= ZQdea - Zpaan - Edt
[0 6
Folglich erhalten wir daraus dann entsprechend

0K . 0K 0K oL

= —— un —_— = ——
e’ PT Toq ot ot

o =
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4. Der Hamilton-Formalismus

also sind die kanonischen Gleichungen forminvariant unter Punkttransformationen, allerdings
gilt nicht mehr eine Invarianz der Form K(q,p) = H(q(cj, D, t),p(q, P, t),t), wie es noch bei
Lagrange-Funktionen der Fall war. Somit bedeutet die Aussage der Forminvarianz der kano-
nischen Gleichungen strenggenommen nur, dass es eine geeignete neue Funktion K (g,p) gibt,
sodass die kanonischen Gleichungen erfiillt sind, also

0K
9

0K
9o

qa

und Po =

gilt. Dieses Ergebnis ist noch nicht wirklich das, wass wir eigentlich suchen.

Wir betrachten nun ein System, welches durch die Koordinaten g, und die konjugiert ka-
nonischen Impulse p, mit der Hamilton-Funktion H(q,p,t) gegeben ist. Dann gelten zunéchst
einmal die (urspriinglichen) Hamiltonschen Gleichungen

_OH , OH

o = — und =——.
qo e Pa YR

Sei weiter T eine beliebige Transformation mit der Umkehrtransformation 7! der Gestalt

T: Qa_>q~oz:(ja(%p’t) Pa %ﬁa:ﬁa(%pat) .

Dann sind automatisch die Ableitungen der neuen Koordinaten ¢, und p, bestimmt durch die
kanonischen Gleichungen und durch die inverse Transformation 77!, denn es gilt

. oH . ) - _
o= g5~ = 4a(q:p) = 4a(a(q, B, 1), p(q, D, 1))

und analog auch fiir p,, womit fiir die neuen Ableitungen
3 o . 0Go . | 0 (8(}@ OH  0¢, OH ) oG . . .
Ga = o 48t ) A b3t 5= a7 | — = = (Dt
zﬁ: 8Qﬁ 25: 8]9,8 ot 25: aCIﬁ 8}?5 8}95 6(]5 ot ( )

folgt. Analog verfihrt man auch fiir p, und pg, d.h. G, und p, sind bereits fixierte Funktionen
von ¢ und p. Dann wird es aber im Allgemeinen keine Funktion K (g, p,t) geben, sodass diese
schon fixierten Funktionen sich darstellen lassen als

0K 0K
~ OPa o

qa

und Po =

Definition 12: Eine Transformation heifst kanonisch, wenn es zu jeder Hamilton-Funktion
H(q,p,t) eine geeignete Funktion K (q,p,t) gibt, sodass die kanonischen Gleichungen

oK . 0K
o =

~ Opa 94

und Pa =

gelten. Folglich sind die kanonischen Transformationen jene Transformationen, welche die ka-
nonischen Gleichungen forminvariant lassen (vgl. noch einmal die obigen Ausfithrungen dazu).

4.4.2. Kriterium fiir Kanonizitat einer Transformation

Wir wollen nun ein einfacher anzuwendendes Kriterium fiir die Kanonizitit einer Transformation
T finden. Dazu sei noch einmal daran erinnert, dass die kanonischen Gleichung zum Prinzip der
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4.4, Kanonische Transformationen

kleinsten Wirkung im Phasenraum #quivalent sind, also zu 65[q, p] = 0, wobei das Phasenraum-
Wirkungsfunktional die Form

Slg,p) = /f (Zpada —H> dt

hat, d.h. go(t) und p,(t) geniigen genau dann den kanonischen Gleichungen, wenn 6S|q, p]
verschwindet. Man betrachte nun eine Transformation g, — ¢, und p, — P, dann ist diese
genau dann kanonisch, wenn fiir

§ / (ZPQQQ - K(q, ﬁaﬂ) dt

gilt §S = 0 fiir ein geeignetes K, d.h. wenn es eine geeignete Funktion K(q,p,t) gibt, sodass
gleichzeitig mit 65 = 0 auch 6S = 0 gilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn

. o - d
> pada — H(g,p,t) — (ZpaQa - K(q,p,t)> - Fa,p.6.5,1)
[e% «

ist, denn aus dq(t1) = dq(t2) = op(t1) = op(ta) = 0 folgt 6G(t1) = 0G(t2) = 0p(t1) = 0p(t2) = 0.

Damit ist nun eine Kriterium gefunden, wann eine Transformation 7" kanonisch ist. Nun sind
aber die 4f Variablen q., pa, §o und p, durch die 2f Transformationsgleichungen in 1" mitein-
ander verkniipft, d.h. nur 2f der Variablen sind unabhéngig. Die Funktion F' = F(q,p, q,p,t)
ist also nicht von allen vier Koordinaten bzw. Impulsen abhéangig. Es kann sein, dass

G, ).

e ¢, und G, unabhingig sind, dann gilt F' = Fj(q
do und p, unabhéngig sind, dann gilt F' = Fy(q,p, ).
(

)
Po und ¢, unabhingig sind, dann gilt F' = F3(p, q,t).
e p, und p, unabhingig sind, dann gilt F' = Fy(p,p,t).

Allerdings sind auch gemischte Fille moglich, diese wollen wir aber nicht weiter betrachten -
das Prinzip ist vollig analog.

Beispiel: Bei einer reinen Punkttransformation qo, — Go = 4a(q,t) und p, — Po sind q und ¢
nicht unabhéngig voneinander, also existiert keine erzeugende Funktion Fy(q,q,t), aber p und
G sind unabhéngig. Demnach existiert eine erzeugende Form Fs(p, q,t).

Man betrachte nun den Fall, dass ¢, und ¢, unabhéngig voneinander sind. Dies ist sicherlich
dann der Fall, wenn die Transformationsgleichung Go = Gn(q, p,t) nach den p, auflosbar ist,
also po = palq, q,t) gilt, denn dann ist auch

Pa = Palq, P, t) = Pa(q,p(q, 4, 1)) = Palq, G, 1) -

Damit lasst sich fiir die Funktion K

. d
a.a_H 9 7t - NQNQ_K ~>~>t 7F I 8
%:pq (¢,p,t) (%:pq (G,p )> 2 F1(a,0,1)
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4. Der Hamilton-Formalismus

herleiten, und mit der vollstdndigen zeitlichen Ableitung

d. N 9h, or . OR
dt ' T 290, " T 2 0g, T i

erhalt man dann weiter die Gleichheit

8F1 . ~ aFl Z aFl_
S (= ) o= X (ot g )i+ K- =0,

«

Nach Vorraussetzung sind g, und g, unabhiingig, also sind auch ¢, und ¢, unabhingig, sodass
wir die Gleichungen

OF 1 OF 1

=—_— Poe = — == d K(q,p,t) = H(q,p,t) + —
P =G Pa==p-— W (@5,t) = Hlg,p,t) + —,

erhalten. Also ist eine Transformation 7', bei der die ¢, und ¢, unabhéngig voneinander sind,

genau dann kanonisch, wenn es neben der Funktion K(g,p,t) auch eine Funktion Fj(q,q,t)

gibt, sodass die ersten beiden der vorigen Gleichungen erfiillt sind. Es gilt dann weiter die dritte

Gleichung. Analoge Kriterien finden sich auch fiir die {ibrigen drei der zuvor aufgelisteten Fille.

oF;

4.4.3. Anwendungsbeispiel

Zur Veranschaulichung der vorgestellten Konzepte soll abschliefslend noch ein ausfiihrliches Bei-
spiel fiir die eine kanonische Transformation bzw. Erzeugende gegeben werden. Wir betrachten
dazu den eindimensionalen harmonischen Oszillator in ¢ = x und p, der durch die Hamilton-
Funktion

2 2

p k’z p m 9 9 . 2 k
Ly o2 £ o t _
om 127 Tog, Towe mtwr=ou

beschrieben wird. Weiter erkldre man die transformierten Koordinaten ¢ und p durch

. 2 - - — -
q(q,p)=\/m\/ﬁsmq und  p(g,p) = V2mw+/peosq ,

sodass fiir die zugehorigen Umkehrfunktionen dann

H(q,p) =

1 2
G(q,p) = arctan <qu> und p(g,p) = = (qu2 + p)
P 2 mw
gilt. Da diese Transformation zeitunabhéngig ist und zudem ¢ und ¢ voneinander unabhéngig
sind, kann Fi(q, §) als Erzeugende gewéhlt werden, und es gilt

s o o 1 5 m 20
K(q,p.t) = H(q(q,p), (4, D)) = %2mwp0082 g+ 5w2

P . o-. -
sin“§ = wp .
w
Wegen K (q,p) = wp ist folglich ¢ zyklisch. Fiir die kanonischen Gleichungen hat man nun
oK oK E

7= — _O f— ~:—’
= op BT P=4

w und D=

also gilt insgesamt G(t) = wt + ¢ und p(t) = % Die Integrationskonstanten F und ¢ kénnen
durch die Anfangswerte ausgedriickt werden. Aus T folgt dann

q(t) = \/z\/f sin(wt + ) = \/g sin(wt +¢) und p(t) = \/f cos(wt + ¢) .
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4.4, Kanonische Transformationen

Es bleibt noch zu zeigen, dass die Transformation auch tatséchlich kanonisch ist, d.h. dass es
eine Funktion Fj(q,q) gibt, sodass die beiden Gleichungen

_OF

oF OR
Pa = 94a

9o

und Pa =

gelten. Dazu behaupten wir, dass fiir die gesuchte erzeugende Funktion
~ mw ~
Fi(g,q) = =-q" cotq

gilt. Einsetzen und Nachrechnen liefert dann direkt

o0F; N - 1p q
p=— =1mwqcotq <= q = arccot [ —= ) = arctan | mw-—
dq mw q D
2 2
- mw q p mw o
f— s = —— = —'— _
pla:p) 2 sin? (arctan(mw%)) omw | 2 1

fiir die erste Gleichung, wérend fiir die zweite vollig analog folgt

oG 2 qsin26j'

=

Bemerkung: Man kann zeigen, dass die Poisson-Klammern genau unter kanonischen Trans-
formationen forminvariant sind.
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Teil II.

Spezielle Relativitatstheorie
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5. Raum und Zeit in der klassischen Physik

Bereits in der klassischen Mechanik wurde des 6fteren auf Unterschiede der Newtonschen Theorie
zur speziellen Relativitatstheorie hingewiesen. Im Wesentlichen erwachsen diese Probleme aus
Newtons Annahme, dass Raum und Zeit absolute Begriffe seien. Erst Einstein zerschmetterte
dieses jahrhundertalte Fundament der Physik um die Unvereinbarkeit der Maxwellschen Theorie
und Newtonschen Mechanik aufzulésen, und zudem den Atherbegriff des hypothetischen Licht-
wellenmediums zu revidieren. Zunéchst sollen daher einige aus dem vorigen Abschnitt vertraut
klingende Begriffe prazise eingefiihrt werden, um Definitions- und Interpretationsprobleme von
vorneherein auszuschliefsen.

5.1. Raum- und Zeitmessungen, Bezugssysteme, Inertialsysteme

Eine Bewegung entspricht stets einer Verdnderung des Ortes im Laufe der Zeit. Weiter ist
ein Bezugssystem im allgemeinsten Fall ein beliebiges System von Bezugskorpern (materielle
Objekte), das zusétzlich mit einer Uhr ausgestattet ist. Speziell sei ein starres Bezugssystem
ein System von materiellen Bezugskorpern, die sich in zeitlich zueinander unverdnderter Lage
befinden.

Diesem Bezugssystem wird ein (kartesisches) Koordinantensystem in beliebiger Art zuge-
ordnet, z.B. durch orthogonale Blechwénde oder ein starres Stangengeriist, wie in der folgenden
Abbildung angedeutet:

Abbildung 5.1.: Das Bezugssystem ¥ mit dem Koordinantensystem Ky, auf den einzelnen Knotenpunk-
ten befinden sich synchronisierte Uhren.

Dieses ist natiirlich auf unendlich viele Weisen moglich. Mit jedem Knotenpunkt des Koordi-
natensystems wird auferdem eine baugleiche Uhr verkniipft - wir gehen dabei stets von idea-
lisierten Uhren aus, die keinerlei Ungenauigkeiten oder dhnliches aufweisen. Alle diese Uhren
werden in einer bestimmten Weise miteinander synchronisiert. Mittels eines derartig ausgestat-
teten Bezugssystems kann man die Orts- und Zeitkoordinaten (ry,t) = (7, t) relativ zu diesem
Bezugssystem eines Ereignisses bestimmen, d.h. messen.

Unter einem Ereignis versteht man dabei ein physikalisches Geschehen, das sowohl rdumlich,
als auch zeitlich lokalisiert ist, z.B. das Aufblitzen einer Lampe, das Auftreffen eines Teilchens
auf einen Schirm oder das , Hier-und-jetzt-sein“ eines Teilchens.
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5.1. Raum- und Zeitmessungen, Bezugssysteme, Inertialsysteme

Die Messung der Raum- und Zeitkoordinaten eines Ereignisses relativ zum Bezugssystem
3 verlduft nun wie folgt: Man definiere die Raumkoordinate des Ereignisses als die Raumko-
ordinate derjenigen Uhr in der unmittelbaren Nihe des Ereignisses, und die Zeitkoordinate
durch den Zeigerstand dieser Uhr. Dabei sei noch einmal auf das obige Bild verwiesen, dass eine
gewisse Grobkornung andeutet.

Die Messung muss dabei lokal sein, denn eine Messung ist immer eine Feststellung einer
lokalen Koinzidenz. Ein Beobachter ist das ganze System aller registrierenden Uhren.

Bemerkung: e Es existieren somit immer viele verschiedene
— Bezugssysteme 3, ¥/, Y. ..
— Koordinatenachsen Ky, K¢, K¢.,. ..

— Koordinatensétze (x,y, z), (r,9,¢), (p,®,2),...

e Bei der Messung der raumlichen Koordinate wird vorausgesetzt, dass
— es frei verschiebbare starre Mafsstdbe gibt,

— die Geometrie des Raumes euklidisch ist, d.h. der Abstand zweier Punkte ist gegeben
durch

dag =/ (xp —24)%+ (ys — ya)? + (2B — 24)°

e Die Zeit ist diejenige Dimension von Ereignissen, die eine Ordnung nach ,vorher” und
,nachher erlaubt, die Zeit ist somit ein Ordnungsparameter. Weiter benétigt man ei-
ne Metrisierung der Zeit, d.h. eine Méglichkeit, Zeitintervalle quantitativ zu vergleichen.
Grundsétzlich ist hier jede Bewegung als Referenzbewegung denkbar. Praktisch aber er-
scheinen periodische oder gleichméfsig monotone Bewegungen fiir die Zeitmessung sinn-
voll.

e Die Synchronisation der Uhren ist konventionsabhangig. Wir definieren die Synchroni-
sation zweier Uhren U4 und Upg wie folgt:

1
s Q mit tB:t’AJFE(tZl—t’A).

®;!
ty

Der Faktor % ist dabei die Einsteinsche Konvention - die allerdings auch natiirlich erscheint.
Man beachte, dass sich daraus eine ortsgebundene Zeitangabe ergibt.

Besondere Bezugssysteme sind nun die Inertialsysteme. Dabei heifst ein starres Bezugssystem
> Inertialsystem, wenn in ihm das Newtonsche Tragheitsgesetz gilt, d.h. wenn sich freie Teil-
chen relativ ¥ ohne Beschleunigung bewegen. Genauer gesagt liegt ein Inertialsystem vor, wenn
(geniigend viele) sich selbst iiberlassene Korper geradlinig fliegen, dies ist rein raum-geometrisch
feststellbar. Als Zeitskala wahlt man jene, in der diese freien Korper gleiche Strecken in gleichen
Zeiten zuriicklegen. Dies ist die sogenannte Inertialzeit oder auch Newtonzeit. In diesem
Zeitsystem gilt dann, dass sich im Inertialsystem freie Korper geradlinig-gleichférmig bewe-
gen. Im Folgenden sollen stets kartesische Koordinatensysteme mit der Inertialzeit sowie der
Einsteinsynchronisation verwendet werden, man schreibt dafiir Kx (7, t).

Als néchstes sollen nun verschiedene Inertialsysteme betrachtet werden. Solche, die sich nur
durch die Wahl der kartesischen Koordinatenachsen unterscheiden und / oder die Kalibration der
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5. Raum und Zeit in der klassischen Physik

Uhren, heifen relativ ruhend zueinander. Sind die Koordinaten eines Ereignisses beziiglich
des einen Systems durch (ry,t) gegeben, und beziiglich eines anderen durch (r},t’), dann gilt:

TL:ZRMTZ'-F(I]C t=t+8,
7

wobei R eine orthogonale 3 x 3-Matrix mit Koeffizienten Ry; € R ist, also gilt R*R = RR* = 1.
Zur Vereinfachung solcher, im Folgenden immer wieder auftretenden, Summen fithrt man die
Einsteinsche Summenkonvention ein, die festlegt, dass iiber zwei gleiche Indizes summmiert
wird - das Summenzeichen wird dadurch unnétig.

Beispiel: 1, = Ryri+a, = Y, Ryiri+ay, oder ab = Z§:1 a;b; = a;b; = ayby,. Mit dem e-Tensor
kénnen wir das Kreuzprodukt als @ X b = Zk,l €ikiokb; = €;1a1b; darstellen.

5.2. Koordinatenwechsel zwischen Inertialsystemen

Sei nun wieder die Koordinatentransformation betrachtet, wobei R, a; und 8 konstant seien.
R ist eine Drehmatrix, welche das Koordinatensystem des Inertialsystems IS in jenes von IS’
transformiert. Umgekehrt gilt, wenn IS ein Inertialsystem mit den Koordinaten (rg, t) ist, dann
ist auch

T%ZRMH—FG}C t=t+b
ein Inertialsystem, denn die Bewegungsgleichung eines freien Kérpers lautet nach Newton

d2
@ =

5.2.1. Eindimensionale Herleitung des Transformationsgesetzes

Man betrachte nun zwei Inertialsysteme IS und 1S’, die nicht zueinander in Ruhe stehen. Die
Koordinaten eines Ereignisses seien in IS durch (rg,¢) und in IS" durch (7], t) gegeben. Weiter
gehe man nun davon aus, dass die Koordinatenachsen von IS’ immer parallel zu denen von
IS seien. AuRerdem seien zum Zeitpunkt ¢ = ¢’ = 0 die Koordinatenurspriinge identisch. Man
beschréanke sich der Einfachheit halber auf reine x-Bewegungen und suche dann die allgemeinste
Form von Koordinatentransformationen

r— 2 = fi(z,t) t—t' = fo(z,t) .

Da beide Systeme Inertialsysteme sind, bewegt sich ein freier Korper relativ zu beiden gleich-
féormig geradlinig. Die Weltlinie eines freien Korpers relativ zu dem Inertialsystem IS ist daher
x = vt+ o, also eine Gerade im (x,t)-Diagramm. Folglich ist auch die Weltlinie desselben Kor-
pers relativ zu IS’ von der Form 2’ = v/t + z), bildet also hier eine Gerade im (2, ¢')-Diagramm.

Der Hauptsatz der affinen Geometrie, der an dieser Stelle nur zitiertE] werden soll, besagt nun,
dass die allgemeinste Transformation

(,t) — (/1)) = (fl(x,t),fo(x,t))

'Fiir mathematisch genauere Ausfithrungen siehe etwa, ,,Analytische Geometrie“ von Fischer.
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5.2. Koordinatenwechsel zwischen Inertialsystemen

die eine Gerade in eine andere Gerade iiberfiihrt, durch das affine Transformationsgesetz

x, N Lna: + Llot +c t/ N L01$ + Loot + ¢o
azr + [t 4+ ax + [ft+ vy

gegeben ist, wobei L1y, Lig, Log, c1, co, o, § und v Konstanten sind. Wenn man zusétzlich ver-
langt, dass endliche Koordinaten in endliche Koordinaten iibergehen sollen (aus physikalischer
Sicht sicherlich eine berechtigte Forderung), dann sind die moglichen Transformationen zudem
linear, d.h. von der Gestalt

x = Liix + Lipt + 1 t = Loix + Lot + ¢ .

Nach den Voraussetzungen gilt z'(z = 0,t = 0) =0 = ¢; und #/(x = 0,t = 0) = 0 = ¢p, sodass
man schliefslich das folgende Ergebnis erhélt:

' = L1z + Lot t' = Loix + Loot .

Wie ist die Form dieser Abbildung zu interpretieren? Man betrachte einen Punkt, der in 1S’
ruht. Fir diesen gilt dann
dx . L10

——— = konst. ,

dr' =0= L1 d Lipdt _— i
x 11 ax + Ljg i Iy

wobei Cfl—f der Geschwindigkeit des Punktes relativ zu IS entspricht.

Da dieser Punkt beliebig gewiihlt war, muss sich 1S’ relativ zu IS mit konstanter Geschwindig-
keit in z-Richtung bewegen. Umgekehrt gilt, dass wenn sich ein Bezugssystem relativ zu einem
Inertialsystem mit konstanter Geschwindigkeit bewegt, so ist es auch ein Inertialsystem.

Satz 13: Ist ein Inertialsystem gegeben, so sind alle dazu mit konstanter Geschwindigkeit be-
wegten oder alle relativ dazu gedrehten oder verschobenen Systeme ebenfalls Inertialsysteme.

Sei nun P in IS’ ruhend. Man betrachte zwei Bewegungsereignisse, d.h. es werden zweimal
die Koordinaten von P zu unterschiedlichen Zeiten gemessen. Diese seien in 1S’ gegeben durch
(2], t}) und (x4, t}), sowie in einem weiteren Inertialsystem IS durch (z1,¢1) und (x2,ts). Da P
in IS’ ruht, gilt

Az’ =z — 2} =da’ =0 und
Az’ = a4 — 2 = L11wo + Liota — (L1nz1 + Lioty)
= Ln(xg — .%'1) + Llo(tg — t1> = L1 dx + Lyodt .

Man erkennt somit, dass das allgemeinste Transformationsgesetz zwischen zwei Inertialsyste-
men von der Gestalt

L
= L1 <.7J + Llot> = Lll(sc — Ut) t = Loix + Loot = Loix + Lgot
11

ist, wobei die Konstanten L;; von der Relativgeschwindigkeit v abhéngen, also Funktionen
in v sind, sodass wir effektiv erhalten:

v = L11(v) - (v — vt) t' = Lo1(v)z + Loo(v)t .
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5.2.2. Verallgemeinerung auf beliebige Richtungen

Die Uberlegungen, die hier zunichst fiir den eindimensionalen Fall durchgefiihrt worden sind,
lassen sich nun recht einfach auf Bewegungen in beliebige Richtungen (rg,t) verallgemeinern.
Seien die Weltlinien eines freien Teilchens in IS und IS’ durch

T = vkt + (ro)g und e = vt + (10)k

fiir k = 1,2, 3 gegeben. Fiir die allgemeinste Transformation, die Geraden in Geraden tiberfiihrt,
welche nicht singulér sind, gilt

7 = Liiri + Lot t' = Lojr; + Loot

Auch hier soll zuniichst wieder ein Punkt betrachtet werden, der im Inertialsystem IS’ ruht, d.h.
es gilt drj, = 0 fiir alle k, also folgt

dr
d?";C =0= Lg;dr; + Lo dt - Lki% = —Lg

fur alle ¢, k = 1,2, 3. Dies definiert nun eine 3 x 3-Matrix L = [L;;]. Um deren Koeffizienten zu

bestimmen, betrachte man die zugehorige inverse Matrix L™!. Durch linksseitige Multiplikation

der letzten Gleichung mit L' findet man dann

dr; _

— = (L)

= —(L™)juLno = v; -
—_———

dr; dr; dr;

(LY.L :L_I-Li J:.iJ:J
(L™)jxLro = (L) ju Ly, o i =
d?“j
dt

konstant

Folglich bewegt sich IS’ beziiglich IS mit konstanter Geschwindigkeit, und zwar in allen Kom-
ponenten, das Ergebnis ist somit vollig analog zum eindimensionalen Fall.

5.2.3. Spezielle Galilei-Transformationen und die Galilei-Gruppe
Betrachtet man nun wieder ein beliebiges Inertialsystem IS mit den Koordinaten (r,t), dann

ist die Bahn eines freien Teilchens per Definition durch die Bahnengleichung

d?

gegeben. Sei ¥/ ein anderes Bezugssystem mit achsenparallelen Koordinatenachsen, welches
sich zudem achsenparallel zu IS bewegt. Dann sind die rdumlichen Koordinaten eines beliebigen
Bahnpunktes des Teilchens relativ zu ¥’ durch

e =i — Ri(t)

gegeben. Folglich ist ¥’ mit dem Koordinatensystem Ky genau dann ein Inertialsystem, wenn
die Gleichung fiir die Bewegung desselben freien Teilchens (relativ zu ¥') durch

2
E oy

dt?
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formuliert ist. Die Alltagserfahrung suggeriert uns die Existenz einer universalen Zeit, die sich
spater aber als falsch herausstellen wird. Angenommen es gébe tatséchlich eine universelle,
absolute Zeit, so folgt t = ' oder genauer At = At fir Zeitdifferenzen, und damit dann

2 , d 2, = d? -

WT :0<:>WT = — @(T—R(t))zi
sodass fiir die Schwerpunktsbewegung ﬁ(t) = ¥t + Ry mit @ konstant gilt. D.h. die Raumzeit-
Koordinaten eines beliebigen Ereignisses sind relativ zu zwei Inertialsystemen - unter der An-
nahme der Universalzeit - geméf

T';CZT]C—U]J—RO t,:t

verkniipft. Dieses Transformationsgesetz entspricht in der Tat der Alltagserfahrung und auch
der Newtonschen Theorie, denn speziell fir v = (v,0,0) gilt

P =x— ot y =y 2 ==z t=t.

Dies steht aber nicht im Widerspruch zum urspriinglichen, rein aus der Definition des In-
ertialsystems folgenden Transformationsgesetzes, welches wir zuvor hergeleitet haben, sondern
ist nur ein spezieller Fall mit L;;(v) = 1, Lo1(v) = 0 und Lgg(v) = 1. Diese Spezialisierung
héngt selbstverstdndlich mit der zusétzliche Annahme der Universalzeit zusammen. Die obige
Transformation heifft spezielles Galilei-Transformationsgesetz. Klarerweise gilt auch hier,
dass relativ zueinander ruhende Bezugssysteme mit (relativ zueinander) gedrehten oder verscho-
benen Koordinatenachsen auch gleichzeitig inertial sind. Das allgemeine Transformationsgesetz
zwischen beliebigen Inertialsystemen aufgrund der Alltagserfahrung ist also gegeben durch

F'=RF—vt+a t'=t+b

fiir eine beliebige Rotationsmatrix R und beliebige Vektoren ¢ und a sowie b € R. Dies ist
eine allgemeine Galilei-Transformation. Alle solche Transformationen bilden eine Gruppe, die
als Galilei-Gruppe bezeichnet wird.

5.2.4. Absolute GroRen unter Galilei-Transformationen

Sei nun wieder ein Inertialsystem IS mit Koordinaten (7, t) vorgegeben. Man betrachte dann alle
Systeme, die aus diesem Inertialsystem via Galilei-Transformationen hervorgehen, diese bilden
dann alle moglichen Inertialsysteme. Es stellt sich die Frage, welche raumzeitlichen Gréfien einen
absoluten Wert haben, d.h. einen Wert, der in allen Inertialsystemen den gleichen Wert hat -
also Galilei-invariant ist. Dabei stellt man fest, dass lediglich Koordinaten-Differenzen mogliche
absolute Grofen sind. Betrachten wir dazu zwei Ereignisse, zum einen in IS mit den Koordinaten
(r,t) und (7%, ) und zum anderen in 1S’ mit (7}, ¢') und (7}, ). Dann gilt zunéchst fiir die Zeit

At=t—t=(t+b)—(t+b) =t -1 =Al,
also ist der zeitliche Abstand von Ereignissen absolut. Fiir den Betrag des rdumlichen Abstands
gilt aber
|AF'| = |7 — 7| = |(RF — 5t + @) — (RF — 5T + @)| = |RF — R — 0(t — 1)
= |R(7—7) — 0(t — )| # |7 — 7| = |A7] |
d.h. nur fiir Ereignisse, die in IS gleichzeitig sind (was nach dem vorigen Ergebnis fir Zeitdiffe-
renzen dquivalent dazu ist, dass sie in IS’ gleichzeitig sind) gilt die Gleichheit

7—r =|A7] .

— ‘

AF| = |R(7— )| =
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5.2.5. Das Relativitatsprinzip der Mechanik

Als néchstes soll nun die Dynamik von beliebigen Systemen betrachtet werden, insbesondere
soll das zweite Newtonsche Axiom genauer untersucht werden. Unser Ziel dabei wird sein zu
verstehen, wie sich die Physik eines beliebigen mechanischen Systems, einmal aus Sicht von
IS betrachtet, einmal von IS’ betrachtet, verhilt. Dabei gehen wir von einem abgeschlossenen
System aus, d.h. alle dufseren Krifte verschwinden.

Zunéachst einmal gilt der folgenden Erfahrungssatz: Es ist unméglich durch mechanische Ex-
perimente innerhalb eines abgeschlossenen Systems zu entscheiden, ob das System ruht oder
sich gleichférmig geradlinig bewegt, ebensowenig héngt die Mechanik vom absoluten Ort oder
der Richtung ab. Daraus folgt dann:

Satz 14 (Relativititsprinzip der Mechanik): Alle Inertialsysteme sind fir die Mechanik
gleichwertig.

Beweis. Dies ldsst sich formal zeigen, wenn man vorraussetzt, dass das richtige Transformati-
onsgesetz zwischen den einzelnen Inertialsystemen ein Element der Galilei-Gruppe ist, und man
sich weiter auf Kraftgesetze der Form

Fi=)  Fy(7i,7) = Y (7 = 75) Fy (|7 — 751)
i#j i#]
beschriankt. Die obige Aussage ldsst sich nun wie folgt beweisen: Man beachte zunéchst, dass

im Inertialsystem das Newtonsche Kraftgesetz

2, = L L
mi st = Fi = Z(W — 7)) Fij (|7 — 751)
i#]
gilt. Man definiere weiter fiir beliebige R, ¢, @ und b die Galilei-transformierten Koordinaten
7' = RF— vt + d und t' =t + b, dann findet man schlieflich

d? d? d? d?
ﬁ 7! =m;— (RF; — Ut + @) = Rm;—

Mg m”’@ ‘ ar? a2’
=R (7 — F)Fy(|7 — 7]) = >_(RF; — Ri) Fy (|R(7 — 7))
i#£j i#£]
= (R — Ut + @) — (R — 0t + )| Fy; (|(R7 — 0t + @) — (B — 6t + @)|)
i#]
= (= 7)) Fy(|F =Y (7))
i#£] i#£]

d.h. das Bewegungsgesetz relativ zum Inertialsystem 1S’ lautet
—»/ —»/
dt'2 i ZF”
i#j

Damit ist das Relativitdtsprinzip der Newtonschen Mechanik bewiesen. ]

Die Grundlagen der Mechanik sind also invariant unter den Galilei-Transformationen, d.h.
wenn die Galilei-Transformationen die richtigen Transformationsgesetze zwischen Inertialsyste-
men sind, dann sind alle Inertialsysteme hinsichtlich der Gesetze der Newtonschen Mechanik
gleichwertig, mit anderen Worten gilt dann das generelle Relativitdtsprinzip der Mechanik.
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5.3. Das allgemeine Relativitatsprinzip der Physik

Aus grundsitzlichen physikalischen Uberlegungen schlieft man, dass alle Inertialsysteme hin-
sichtlich der gesamten Physik gleichwertig sind. Man spricht vom Relativitatsprinzip der
Physik, weilches im Detail die folgenden Eigenschaften hat:

e Homogenitit des Raumes: Es gibt keinen (absolut) ausgezeichneten Punkt im Raum.
e [sotropie des Raumes: Es gibt keine ausgezeichnete Richtung im Raum.
o Homogenitdt der Zeit: Es gibt keinen ausgezeichneten Zeitpunkt.

o [nvarianz unter Geschwindigkeits-Transformationen: Es gibt keine ausgezeichnete Ge-
schwindigkeit.

Man beachte, dass der letzte Unterpunkt insbesondere besagt, dass es keine absolute Ruhe gibt.
Es stellt sich also die Frage, ob es dieses Relativitdtsprinzip auch in Galileischer Form gilt, also
insbesondere ob alle Naturgesetze invariant unter Galilei-Transformationen sind.

Diese Frage lésst sich mit Nein beantworten, denn z.B. zeigt sich, dass sich alle Kraftwirkungen
mit endlicher Geschwindigkeit ausbreiten, etwa eine Welle mit c. Folglich existiert eine maximale
Ausbreitungsgeschwindigkeit, die zufillig ¢ ist. Nach dem Relativitatsprinzip muss diese aber in
jedem Inertialsystem denselben Wert haben, d.h. ¢ muss eine universelle Geschwindigkeit sein.
Dies steht aber im Widerspruch zum Galileischen Transformations-Gesetz, denn dies impliziert

v'—d—:ﬂ—i(x—ﬁt)—d—x—ﬁ—v—ﬁ
Codt dt S dt N ’

wobei v’ die Geschwindigkeit (eines Objekts) relativ zu IS’, ¥ die Geschwindigkeit von 1S’ relativ
zu IS und v die Geschwindigkeit (des Objekts) relativ zu IS ist. Somit folgt v = o — v und
v =10+, d.h. die einzig mogliche universelle Geschwindigkeit wire v = co = v’. Demnach ist
entweder das Relativitdtsprinzip oder das Galilei-Transformationsgesetz falsch.

Beispiel: Man fiihre dazu nun folgendes Experiment durch: Man betrachte zwei Inertialsysteme
IS und 1S’, wobei sich IS’ wieder mit der Geschwindigkeit v relativ zu IS bewege. Weiter betrachte
man einen Léufer, der sich relativ zu IS’ mit v' fortbewege.

Die naive Erwartung fiir die vom Laufer relativ von IS aus zuriickgelegte Distanz wiére die
Addition beider Wege: Innerhalb der Zeit t = At legt der Laufer den Weg v' At zuriick, dies folgt
aus der Definition der Geschwindigkeit v'. Innerhalb derselben Zeit bewegt sich der Ursprung
O’ von IS um das Wegstiick vAt geméfs der Definition der Relativgeschwindigkeit ©. Folglich
ist der Weg des Léaufers relativ zu IS gerade gleich

DAt + V' At = vAt mit v4+0v =0v.

Hierbei wird jedoch der wichtige Punkt aufer Acht gelassen, dass die Geschwindigkeit v’ mit
den Mafstiben und Uhren im (relativ zu IS) bewegten Inertialsystem |S', wihrend v und v mit
den Mafkstdben und Uhren in IS zu messen sind.

5.4. Lorentz-Transformationen

Es soll nun weiter von der Giiltigkeit des allgemeinen Relativitatsprinzips der Physik ausgegan-
gen werden. Als Ersatz fiir die Galilei-Transformationen betrachten wir daher nun die Lorentz-
Transformationen.
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5.4.1. Reine Geschwindigkeits-Transformationen in z-Richtung

Aus dem affinen Transformationsgesetz fiir Geraden haben wir in ganz elementar herge-
leitet, dass fiir eine allgemeine rdumlich eindimensionale Transformation

L
= Liix + Lot = L1 <SL‘ — <—10> t> = a(:p — Ut)
L1y

L
t' = Lorx + Loot = Loo (t - <—01) x) —b (t _ (ﬂ)
Loo v

gilt. Nach dem Relativitdtsprinzip sind a, b und « universale Funktionen der Geschwindigkeit
v, d.h. es folgt fiir die beiden relevanten Komponenten

7' = a(v)(z — vt) t' = b(v) (t - a(v)z) .
v
Ebenfalls aus dem Relativitatsprinzip, genauer aus der Isotropie des Raumes, folgt, dass a(—v) =
a(v), b(—v) = b(v) und a(—v) = a(v) gilt. Weiter miissen die beiden Geschwindigkeitstransfor-
mationen der Koordinaten ¥ von IS und ¥’ von 1S’ unter

—v

LI, 3 und Y——3

zueinander invers sein, d.h. insbesondere, dass die Zusammensetzung beider die Identitét ergibt.
Man betrachte daher beide Transformationen explizit:

PN 3 Tz = a(v)(x — vt) t = b(v) <t — a(v)%)
Y a=a(-)@ o) t=b(-v) (f’ + a<—“)il>

Durch Einsetzen von t in ' findet man unter Verwendung obiger Identitaten dann sofort

¢ = b(v) <b(v)t’ + b(v)a(v)fjl =)y + mﬂ)) =b <(b — aa)t' + (ba — aa)x/) ,

v v

also muss ba — aa = (b — a)a = 0 sein, was im allgemeinsten Fall zu a = b fithrt. Eine analoge
Rechnung fiir die raumlichen Koordinaten z und 2’ liefert letztlich

1
bb—aa)=1 <= P*(1-a)=1 = b= —u— = 7(v) ,
1 —a(v)
sodass die vollstdndige Transformation von der folgenden Form ist:

, T — vt ,_t—a(v)%

1—av) V1 -al)

Als néchstes soll nun das Relativitatsprinzip auf zwei verschiedene Geschwindigkeitstrans-
formationen hintereinander angewandt werden. Dazu ist es notig drei Inertialsysteme mit den
Koordinatensystemen Y, ¥’ und X" zu betrachten. Dabei seien die Koordinaten eines Ereignisses
relativ zu

e X durch (z,t) gegeben, es bewege sich ¥’ relativ zu 3 mit v in z-Richtung,

e Y durch (2/,t) gegeben, es bewege sich X" relativ zu ¥’ mit w in z-Richtung,
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e X" durch (2”,t") gegeben, es bewege sich 3" relativ zu ¥ mit u in z-Richtung.

Analog zum zuvor betrachteten Fall gilt dann zunéchst fiir die einzelnen Transformationen

SIS bl S s O3
1—av) 1—av)
DI 3T/ = z’ —wt’ = v - O‘(w)% ,
1 — a(w) 1 — a(w)

u

. . . v w .
sodass man fiir die Transformation ¥ ——= ¥/ ——= " dann durch Einsetzen

2 = 1 ( T B vt _ wt n wa(v)% )
Vi—a@ \Vi-a@® Vi-a@ i-al) @ vi-a@)
1

1 1 w 1
= 1+aw)— )z —
\/1—oz(v)\/1—oz(w)< * ()U> V1-—a)/1-a(w)

B 1 1 AT 1 1 a(v)  a(w) .
~ V1-a) y1-a(w) <1+ ( )w)t \/1—a(v)\/1—oz(w)< P >

erhalt. Andererseits muss natiirlich auch wieder fiir die Direkt-Transformation

(v+w)t

t”

,, x — ut "y t—a(u)

! :\/l—a(u) V1= a)

gelten. Durch Vergleich der beiden Ergebnisse erhélt man dann die folgenden Gleichungen

1 1 1 w
= 1+ a(v)—
Vi—alu)  1-a(v)y/1-a(w) < el )U> — afv) _ a(w) (5.1)
1 B 1 1 v 2 w2 .
VI—alw) /1 a@) /1 aw) (1+a@)7)
L - L__(v+u)
VI-alu) 1-av)/1-aw)

Da die zusammengefiigte Gleichung fiir beliebige Geschwindigkeiten v und w gelten muss,
miissen folglich beiden Seiten konstant sein, d.h. es gilt a(v) = kv?. Sofort schlieft sich die
Frage an, wie die so eingefiihrte Konstante k& mit der Einheit [k] = [v]~2 interpretieren lisst.
Dazu betrachte man die differentielle Form

;T —ut , dr—ouvdt

_,/1_ 2 _‘/1_ 2

) kvfﬁ h kk; —  dt?—kda? = ... =dt* — kda® .
RN e

V1 — kov? V1 — k2

Demnach ist dt? — k dz? eine universelle Konstante und es folgt, dass ein Punkt in IS mit der
Geschwindigkeit

dj2—l<:>dj— k*l
at ) k dt
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5. Raum und Zeit in der klassischen Physik

diese Geschwindigkeit auch relativ zu einem anderen Inertialsystem 1S” hat. Mit anderen Worten
hat also vVk~! die Bedeutung einer Universalgeschwindigkeit, die empirisch gerade der Lichtge-
schwindigkeit ¢ entspricht, sodass letztlich

1 , , z

k=— = av) = — und ' =y(zr —vt) t:’7<t—g)

c
gilt. Ware die Universalgeschwindigkeit dagegen oo, wie bei den Galilei-Transformationen, so
sieht man direkt, dass k = 0 gilt, und damit wire auch a(v) = —kv? = 0. Die Transformation
geht somit fiir £ — 0 {iber in die Galilei-Transformation

=z —ut t=t.

Bemerkung: Es sei an dieser Stelle noch einmal angemerkt, dass die Galilei-Transformation
zwar nicht streng richtig ist, fiir Geschwindigkeiten v < ¢ die Werte jedoch kaum von denen
der eben hergeleiteten Lorentz-Transformationen abweichen.

5.4.2. Notation mittels Vierervektoren, Tensorschreibweise

Die Lorentz-Transformation lédsst sich in einer wesentlich eleganteren Schreibweise formulieren.
Hierzu fithrt man sogenannte Vierervektoren ein, deren Komponenten wie folgt definiert sind:

2% :=z9:= ¢t (Dimension einer Linge) =y =7,

sodass man dann

= (2%, 2, 22, 2) = (ct, 1,72, 7m3) = (20, ) = (ct, F) und

T, = (xo, —l‘l, —:E2, —x3) = (ct,—ry,—r9, —13) = (x0, =) = (ct, —T)
erhélt, wobei wir die untere Sorte der Vierervektoren (die sogenannten ,kovarianten‘) erst spater
benotigen. Die Lorentz-Transformation lédsst sich dann mit den Vierervektoren auch als

v v
2l = ~(v) (xl _ 7x0> 22 = 2 PG T 20 = ~(v) (xo _ 71,1)
c c
formulieren, oder alternativ auch mit Hilfe von Matrizen. Dazu definieren wir die Spaltenvek-

toren z und z’ und die Transformationsmatrix durch

40 410 3)7 —SW 8 8
1 , n X -2z
:z:(ii) und x :<§:§> sowie L= 6 0 10
x X
0 0 0 1

Eine weitere dquivalente Formulierung ist die sogenannte Tensorschreibweise =¥ = A, z",
wobei die 16 Matrizenfunktionen sich aus den obigen ergeben. Wir kommen spéter noch auf
diese Notationsweise zurtick.

5.4.3. Geschwindigkeits-Transformationen mit beliebiger Relativgeschwindigkeit

Als Verallgemeinerung wird nun eine nicht notwendig in z-Richtung weisende Relativgeschwin-
digkeit ¢ betrachtet. Der allgemeinste Ansatz hierfiir (folgt aus der Definition des Inertialsys-
tems) ist

7“2 = Lyyr; 4+ Lot t' = Loy + Loot .
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Es ist hier allerdings giinstig einen anderen Ansatz zu wéahlen, wobei man berticksichtigt, dass
7 (bzw. ¥) ein Vektor und ¢ (bzw. 2°) ein Skalar ist, und weiter sowohl 2’° als auch &’ von den
urspriinglichen Koordinaten 2% und & linear bzw. von ¥ beliebig abhéngen, also

20 = f(7,2°%) wd & =g " 7).

Unter diesen Bedingungen lautet der allgemeinste Ansatz dann
2" = A(7)z° + B(9)(v7) und ¥ = Z(0)T+ D(0)(07) — + E(¥)z'7 .
v

fiir beliebige Funktionen A(?), B(v), D(v), E(¥) und Z(¥). Die Isotropie des Raumes impliziert,
dass A(0) = A(v), B(¥) = B(v), usw. gilt. Weiter bewegt sich IS" und damit auch der Ursprung
O’ nach Vorraussetzung relativ zu IS mit der Geschwindigkeit v, d.h. die Raumkomponente von
O’ (relativ zu IS) geniigt der Gleichung

Lo, Y
T=Ut=v— .
c

Andererseits ist dessen Raumkomponente (relativ zu IS') gleich # = 0. Es gilt allgemein
¥ = 7 + D(%)— + EaF ,
v

also folgt fiir den Ursprung

0 0\ 0
0= = Zi> + D <m7x> S+ Ea%% = (Z+ D+ cE)—7,
c c /v c
sodass folglich Z + D + cFE = 0 sein muss, da ¢ beliebig ist. Nach dem Relativitétsprinzip sind
die Funktionen A, B, usw. universal, d.h. nur von v abhéngig. Man betrachte dann weiter die
Transformationen zwischen ¥ und ¥’ mit der Relativgeschwindigkeit o

—

2T 0 2= A@)a® + B)(#F) & = Z(0)F + D(v) (7))~ + E(v)2’5
v
QLI 3 SUR A()z"® — Blv)(5x) &= Z(v)Z + D(U)(Uf/);; — E(v)2"%

Setzt man diese wieder ineinander ein, so ergeben sich die Identititen
Z?=1, A’—EBv’=1, B(A+cE)=0, E(A+cE)=0, JE>-v'EB=1.
Dies sind effektiv vier Relationen fiir die fiinf Funktionen A, B, D, F und Z mit der Lésung

A2
Z7-1 B-ct"A p_ A . p_A_z-—a_1.
Av? c

Betrachtet man nun wie im z-Richtungsfall zwei Geschwindigkeitstransformationen

Yoy und Y%y i

so impliziert dies wieder eine Geschwindigkeitstransformation X SN 5 U 5 , welche sich
ahnlich wie im Spezialfall der z-Richtung behandeln lassen, weshalb (auch wegen Umfang der
expliziten Rechnung) auf die Details verzichtet werden soll. Man erhélt letztlich auch hier wieder

1—A*(w) 11— A%(v)
w2A(w) — v2A(v)
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und da die Geschwindigkeiten ¥ und  beliebig sind, folgt dann wieder
1— A2%(v) 1
——— 2 — [ konst = A) = ——m— .
v2A(v) (©) V1—kv?
Die Konstante k ldsst sich hier wieder ganz analog wie oben interpretieren, es gilt namlich auch
hier die Lorentz-Invarianz

(dz'®)? — k(dZ)? = (dz®)? — k(dZ)? .

Folglich ist Vk—1 eine universelle Geschwindigkeit. Auch hier gibt es wieder zwei prinzipielle
Moglichkeiten fiir die Wahl von k. Fiir vVk~! = oo erhélt man das Galileische Transformations-
gesetz

vT I -1, ¥
x'Ozry(a@O—) x’:m+72 v(v)—yv?
folgt. Auch lassen sich hier wieder andere Schreibweisen finden, etwa

—— - 0
1 1-—
xfoz,y(xo_W> f/:7<;z*_”"”) mit f*:(f— 2”(55)5).
c c ot v

Alternativ lasst sich der rdumliche Vektor Z auch in einen Anteil parallel zu ¢ und einen ortho-
gonalen Anteil zerlegen. Fiir diese Anteile gilt 7| = (#9)0 und #; = ¥ — )|, und es folgt damit
fiir die Transformation

0 _ 0 ﬁfH 2 = vz° = =

Speziell fiir den Fall ¥ = (v,0,0) findet sich somit wieder die bereits am Anfang hergeleitete
Lorentz-Transformation

0
vr VT

x’0:7<x0— ) x’1:7<x1— ) 22 = 22 T
C

fiir einen Boost in z-Richtung. Schlieflich gibt es auch hier eine Matrixschreibweise

N x(
x/O Y ‘ U $O
i —1 ——t z)’
—%v ‘ ]l—l——’yv2 U

sowie die bereits erwdhnte Tensorschreibweise z# = A*, z".
Bekanntlich sind auch gedrehte und verschobene Bezugssysteme inertial. Eine Drehung lasst
sich dabei mit Hilfe einer 3 x 3-Drehmatrix R € SO(3) schreiben als 2’ = Lz mit

1 0 0 0
0

L_O R
0

schreiben. Die Menge aller Geschwindigkeits-Transformationen und aller Drehungen bildet ei-
ne Gruppe, die sogenannte orthochrone eigentliche Lorentz-Gruppe und wird mit Ll
bezeichnet. Nimmt man weiter noch die Gruppe der Translationen hinzu, so ergibt sich eine
weitere Gruppe, die sogenannte Poincaré-Gruppe, die man mit P bezeichnet.
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6. Geometrische Darstellung der
Lorentz-Transformation

6.1. Eigenschaften der Lorentz-Transformation

In diesem Kapitel wollen wir die zuvor elementar hergeleiteten Lorentz-Transformationen und
ihre physikalische Bedeutung niher betrachten. Auferdem soll eine weitere Form von Lorentz-
Transformationen, die sogenannten Boosts, hergeleitet werden.

6.1.1. Der metrische Tensor

Zuerst ist es sinnvoll, einige der bereits erwidhnten Begriffe zu prézisieren. Dazu betrachte zwei
Inertialsysteme mit den Koordinaten

1‘0 ct x/O ct’ ,
t / / 1
x:(xu):<;;>:(g>=<;) und xf=<xm>=<§;>=<;)=(;>.
z x/3 Z/

3

Wie wir bereits gesehen haben ist ¢ eine endliche, maximale Signalausbreitungsgeschwindigkeit,
welche in allen Inertialsystemen denselben Wert hat. Es gilt deshalb

dt? — kdi? = dt* — kdi®  mit k= .
(&

Man definiert nun weiter das Viererldngenelement, welches invariant unter dem Wechsel von
einem Inertialsystem in ein anderes durch eine Lorentz-Transformation ist, durch

ds® = 2 dt”? — di? = A dt* — kdi? .

Man fiihrt weiter den metrischer Tensor

1 0 0 0
9= (gu) = 8 _01 *01 8 —  ds’ =datgdr = dzt g, dz” = gy, dzt dx”
0 O 0 -1

ein, um so zu einer eleganten Formulierung des Langenelements zu kommen. Diese letzte Schreib-
weise des Lingenelements ist auch unter dem Namen Ricci-Kalkiil bekannt. Seit jetzt z’
gegeben durch einen Diffeomorphismus f(z), also 2’ = fH(x), sodass fiir die Differentiale
ds? = drtgdx = dx'tg dx’ gilt, dann fiihrt dies in Komponentenschreibweise zu

aft af”

/ /
Gpo dxP dx’ = gy da' da’” = N dz? - 90

sodass man durch Vergleich der Koeffizienten zu der Transformationsbeziehung

oft ofr

907 = 90 G0

dz’ =: g N )N dx? d®
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6. Geometrische Darstellung der Lorentz-Transformation

gelangt. Da der metrische Tensor g,, unabhéngig von x ist, liefert die Differentiation der letzten
Gleichung nach #® mit Hilfe der Produktregel die Identitat

I G ) ST i
= I\ 9ua 9P 927 T 9xP 0x0 9z )
Zyklische Vertauschung der Indizes p —+ 0 — a — p ergibt dann zwei weitere analoge Relationen
O () ) L Lo (P o opr 9
= I\ e 9z 9z T 9z7 ap Dz i = I\ 520 92 D T Due Da” DaP

fiir den metrischen Tensor. Addiert man die ersten beiden Gleichungen und subtrahiert schliefs-
lich die dritte, so folgt

82 fu o fu _
I 5w 9P 9z
Da nach Voraussetzung f ein Diffeomorphismus (und damit insbesondere umkehrbar) ist, gilt
nach dem Satz der Umkehrfunktion
oz of” _ Of"
off oxo — OfF
sodass mit der vorletzten Gleichung
O%fr Of” 0x° o2 fH
I oz e 0z 0fF ~ I gz Dgr
gilt. Weiter ist aufgrund der Definition der Matrix g gerade g = g~!. Wir verwenden hierfiir in
allgemeiner Notation g~! = (g""), sodass

S

0= (6.1)

989”7 = 9849
folgt, und durch Multiplikation von Gleichung (6.1) mit ¢?7 erhilt man letztlich die Identitét

2 rp 2 £y
o) oF = oF =0.
Hox>dxr Oz OxP
Zweifache Integration liefert dann f7 = A%:cﬁ + a” mit Konstanten A7g und a”, bzw. kiirzer

f = Lz + a mit der Matrix L = (A73) und a = a” € R*%.

67:53

6.1.2. Boost-Transformationen in z-Richtung

Die Transformation eines Vektors x in IS zu einem Vektor ' in IS ist also (in Matrixdarstellung)
gegeben durch ' = Lx + a, d.h. es gilt

de' = Ldr = ds*=da'gde = da"gd2’ = (dz'LY)g(Ldx) = dz*(L*gL) d |

und da dies fiir beliebige dx gelten muss, findet sich schlieflich L'gL = g. Betrachten wir dann
eine spezielle Lorentz-Transformation

A% A% 0 A% Ay 0 0

Ay Ay 0 0 ¢ A Ay 0 0

L 0 0 10 — L= 9 0 10

0 0 01 0 0 01
(Alg)?  A%AO, —AlAL, 0 0
AO AO —Al A% (A%)2— (A2 0 0

t _ 1 0 0 1 1
— L'gL = 0 10 ,

0 0 -1
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6.1. Eigenschaften der Lorentz-Transformation

dann ergeben sich daraus die Gleichungen
(A%)* — (AMg)* =1, AYA% —ANAY =0  und  (A%)P—(AN)P=-1,

also drei Gleichungen fiir vier Unbekannte. Es bleibt also letztlich ein freier Parameter iibrig,
welcher hier mit u bezeichnet sei und Rapiditat genannt wird. Die erste der vorigen drei
Gleichungen wird offensichtlich durch Ansatz

A% = coshu und Ay = —sinhu

erfiillt. Aus der zweiten und dritten Gleichung ergeben sich dann die Bedingungen

sinh u

A% coshu+ Alysinhu=0 < A% = —-AY = —A'ytanhu und
coshu

IS S
V1-— tanh? u .

Unter Verwendung der allgemeinen Beziehung der Hyperbelfunktionen folgt {iber

(All)g(tanhQu -1)=-1 — AL =

1 9 1 sinh?u  cosh?u — sinh?u 1
—tan"u=1— 5— = 5 = 5
cosh” u cosh” u cosh” u

dann A'y = =+ coshu, sodass sich fiir die Darstellungsmatrix der Lorentz-Transformation

coshu —sinhu 0 O

I— Fsinhu Z4coshu 0 0
0 0 10

0 0 0 1

ergibt. Wegen der Gleichheit L'gL = g folgt mit Hilfe des Determinaten-Multiplikationssatzes
det(LtgL) = det(L') det(g) det(L) = —(det L)* = det g = —1,

sodass (det L)2 = 1 und damit det L = £1 gilt. Nun betrachte man die dargestellte Transfor-
mation 2’ = Lz genauer. Wenn L stetig mit der Identitats-Transformation verbunden sein soll,
so muss det L = 1 gelten, da det 114 = 1 ist. Da die Determinanten-Abbildung zudem stetig ist,
muss dann

det L = =+ cosh? u F sinh? u = +(cosh? u — sinh? u) 21
gelten. Fiir den Spezialfall, dass A%y > 1 ist, folgt unter der Transformation 2’ = L2 dann
ct' = ctcoshu — xsinhu .

Betrachtet man einen Beobachter bei x = 0, so gilt ct’ = ct coshu, d.h. die Zeitordnung bleibt
hier erhalten. Es bleibt aber noch zu kldren, welche Bedeutung der eingefiihrte Rapiditits-
Parameter u hat. Dazu betrachte man den Nullpunkt des Inertialsystems IS’, also die Koordi-
naten ' = 0, ¥’ = 0 und 2/ = 0. Weiter seien die Koordinaten relativ zu IS durch z, y und z
gegeben. Nach der obigen Transformation gilt dann gerade

/0 0 /1

2% = 2% coshu — ' sinh 2t = —2%sinhu + ' coshu 2 2 3 3

I
8
8

I
8
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6. Geometrische Darstellung der Lorentz-Transformation

sodass 0 = —2’sinhu + 2! coshu und z! = %xo = cttanhu = Zct = vt folgt, und somit
auch iiber v = ctanhu schlieRlich tanhu = 7 = 3, also gilt
1 1 1
coshu = = = =v(v) =7 und
V1—tanh®u VI-F8 11—
C
tanh g
sinhu = annd b = < = Bv(v) .

\/l—tanh2u:\/1—ﬁ2 \/ _Zé

Die Transformationsmatrix L zu ' = Lz lasst sich damit deutlich kiirzer als

v By 00
_| =By v 00
L= 0 0 10
0 0 0 1

schreiben, und damit stellt L gerade

= [L'/O — ,y(l,o o ,8561)
2 2 / /3 3

2’ =2t = (2! — B20) y =2 =2"=y Z=a"=x"==z

dar. Zusammenfassend lasst sich also sagen, dass Lorentz-Transformationen gerade diejenigen
Transformationen sind, die das Linienelement ds? = dt? — dz? invariant lassen. Weiter lassen

sie auch 22 = g’ = t2 — #2 invariant, also die Linge des Vierervektors z*, denn es gilt

z? = g2 = 1" gr' =2 ' L'gLa = 2'gx = g’ =

2

Die Rapiditit ist in der speziellen Relativititstheorie das Aquivalent zur Geschwindigkeit in der
Newtonschen Mechanik. Die Rapiditdt hat den Vorteil, dass zwei Rapidititen addiert werden
kénnen, was im relativistischen Fall fiir zwei klassische Geschwindigkeiten nicht mdoglich ist -
darauf kommen wir spéater in noch zuriick.

Bemerkung: Man betrachte noch einmal den Fall v < c fiir die behandelte Lorentz-Transformation,
dann gilt durch Taylor-Entwicklung gemaf

1 v2 v\ 4
’Y@):z’“‘zcz*‘?((c))
-

fiir die Transformation x' = y(x —vt) ~  — vt und t' = y(t — %) =~ t, fiir kleine Geschwindig-
keiten erhélt man also wieder (nahezu) die Galilei-Transformation.

6.2. Geometrische Veranschaulichung der
Koordinatenbeziehungen

Zur Vereinfachung sei von nun an die Lichtgeschwindigkeits-Konstante ¢ = 1 konstant gesetzt
und auflerdem lediglich die z-Komponente betrachtet, also ein eindimensionaler Raum. Man
gehe dann von zwei Inertialsystemen IS und 1S” aus, und versuche zunichst die ’-Achse und die
t’-Achse im Koordinatensystem von IS zu bestimmen. Fiir die #-Achse in IS’ gilt 2’ = 0, sodass
sich bei einer Relativgeschwindigkeit v das Transformationsverhalten

=z —vt)=0 <= x =10t
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ergibt. Analog hat man fiir die 2’-Achse in 1S stets ¢’ = 0, und damit

, v t
t :’y<t——2x> =0 <= z=—,
c v
also sind die gesuchte Achsen gefunden. Das néchste Problem ist jetzt, diese korrekt zu skalieren.
Dazu beachte man, dass der Einheitspunkt auf der #-Achse (Et') in IS’ die Koordinaten

w%]t/ =0 t/Et, =1 — t,E2t/ — fl:'gt/ =1= t%t/ — LC]QEt/ .
besitzt. Die letzte Gleichung definiert dabei eine Hyperbel in der (z,t)-Ebene, der Schnittpunkt
der Hyperbel mit der t'-Achse ist der Einheitspunkt Et’. Vollig analog findet sich eine zweite
Hyperbel fiir die Skalierung der 2’-Achse mit dem Einheitspunkt Ex’. Die Ergebnisse lassen sich
in einem Diagramm zusammenfiigen:

Et' o

Ez’

x

Abbildung 6.1.: Koordinateneichungs-Diagramm der speziellen Relativitatstheorie

Ein Ergebnis A lasst sich mit Hilfe dieses Diagramms beziiglich beider Koordinatensysteme an-
geben, in IS sind dies gerade die kartesischen Koordinaten, withrend man in IS’ die Koordinaten
parallel zu den gestrichenen Achsen angibt.

6.3. Physikalische Konsequenzen der Lorentz-Transformation

Es sei zunéchst bemerkt, dass v < ¢ gelten muss, damit die Lorentz-Transformationen nicht zu
imaginédren Zahlenwerten fiihren. Wir diskutieren nun weitere Folgerungen.

6.3.1. Relativitdt der Gleichzeitigkeit

Seien (ta,x4) und (tg,zp) bzw. (t'4,2'y) und (¢4, 2’5) die Koordinaten zweier Ereignisse A und
B mit Koordinaten in den Inertialsystemen IS und IS’. Der zeitliche Abstand zwischen diesen
Ereignissen ist dann At =tp —t4 baw. At' = t); —t/,. Mit der Lorentz-Transformation

t=~)({t —va') x =) (2" — vt
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zwischen beiden Inertialsystemen folgt dann aber auch

At =7 (0)[(t — 1) — v(aly — 24)] = VW) (A —vAz') = tp —ta .

fiir das Zeitintervall. D.h. falls zwei Ereignisse in 1S’ gleichzeitig sind, also At = 0 gilt, so ist
At = y(v)(—vAz’) # 0 und analog fiir Ereignisse die in IS gleichzeitig sind At' = y(v)vAz # 0.

Man beachte, dass falls zwei Ereignisse in IS nicht gleichzeitig sind, also At # 0 gilt, so gibt
es immer ein Bezugssystem, relativ zu denen sie gleichzeitig sind. Dies gilt allerdings nur dann,
wenn O auferhalb des Lichtkegels t? — 22 = 0 liegt. Alle Ereignisse aufierhalb des Lichtkegels
lassen sich mit dem Ereignis O gleichzeitig machen, d.h. es existiert ein Inertialsystem IS’, sodass
relativ zu 1S” das betrachtete Ereignis gleichzeitig mit O stattfindet.

6.3.2. Kausalstruktur der Raumzeit

Es ist kein Signal mdoglich, dass sich mit hoherer Geschwindigkeit als der Lichtgeschwindigkeit
¢ fortpflanzt, denn es ldsst sich zeigen, dass sonst eine Kommunikation mit der Vergangenheit
moglich wire. Ein Ereignis aufterhalb des Lichtkegels von O kann die Geschehnisse bei O somit
nicht kausal beeinflussen und umgekehrt auch nicht von ihnen beeinflusst werden.

Der Vorwirtskegel, also der zukunftgerichtete Kegel, beinhaltet alle jenen Ereignisse, die
kausal von O beeinflusst werden kénnen, der Riickwéartskegel umgekehrt alle die Ereignisse,
die O beeinflussen konnen. Die Weltlinie eines Teilchens ist so, dass sie in jedem Punkt innerhalb
des Lichtkegels in diesem Punkt liegt.

6.3.3. Langenkontraktion

Ein Mafstab ruhe im Inertialsystem IS’ in der z-Richtung, der Anfangspunkt sei mit A und der
Endpunkt mit E bezeichnet. Die Ortskoordinaten von A bzw. E in IS’ seien mit z/y und 2/;
benannt. Folglich ist die Linge des Stabes gemessen im Inertialsystem IS’ gegeben durch

-2y =1

Durch eine entsprechende Lorentz-Transformationen betrachten wir dann die Lénge des Stabes
relativ zu IS. Es gilt dann fiir die Koordinaten von Anfangs- und Endpunkt

vy =y(0)(wa —vta) 2 =7(v)(zE —vtg)

sodass fiir die Lénge des Stabes 0

ty —aly =1 =y(v)[(xp — 2a) —v(tp —ta)] =v(0)(xE — za) = 7(0)]

= | = r —y/l—ﬁl/<l'
() 2

folgt. Folglich erscheint der Stab vom relativ zu IS’ mit v bewegten Inertialsystem IS kleiner als
von IS" aus betrachtet.

Bemerkung: Die optische Wahrnehmung er Lidngenkontraktion ist deutlich anders, als es diese
lineare Kontraktion in Bewegungsrichtung suggieren wiirde, da bei einem realen Objekt aufgrund
der endlichen Ausdehnung die Lichtsignale alle mit unterschiedlichen Winkel und Laufwegen in
ein nahezu punktférmiges Objekt (Auge, Kamera, etc.) einfallen wiirden. Somit wiirden bewegte
Kérper optisch gedreht bzw. deformiert erscheinen.
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6.3.4. Zeitdilatation

Betrachten wir nun eine in 1S’ ruhende Uhr und dazu die beiden Ereignisse, dass der Zeiger der
Uhr auf 0 bzw. 1 steht, wobei diese Ereignisse die Koordinaten (tg, zo) bzw. (t1,21) in IS und
(ty, zh = 0) bzw. (t},zy = 0) in IS’ haben. Es gilt

to = 7(v)(to — vzo) ty = y(v)(t1 — va1)
2o =y(v)(wo —vto) =0 2y =~(v)(z1 —vt1) =0

)

folglich erhalt man also x¢y = vty und x1 = vt1, und damit weiter

ty —to = v(v)[(t1 — to) — v(w1 — x0)] = (V) [(t1 — to) — v*(t1 — to)]

1
=~()(1 =0} (t1 —ty) = ———(1 — vH)At = V1 — v2A¢ .
v(v)( )(t1 —to) m( ) V
Somit erhalten wir At' = v/1 — v2ZAt < At fiir die Zeitintervalle. Somit geht von IS aus betrach-
tet die Uhr in IS’ langsamer.

6.3.5. Eigenzeit

Mit den vorigen beiden Unterpunkten haben wir unter anderem die beiden wichtigstens Funda-
mente der Newtonschen Theorie zerstort: Die Existenz des absoluten Raums und der absoluten
Zeit. Es stellt sich nun die Frage, ob es eine besondere bzw. sinnvolle Zeitskala gibt.

Man betrachte dazu ein Inertialsystem IS, es bewege sich ein Massenpunkt relativ zu diesem
mit der Geschwindigkeit v(t). Zu jedem beliebigen Zeitpunkt ¢ existiert wieder ein Inertialsystem
IS, relativ zu dem der Massenpunkt (im Augenblick ¢) ruht, man spricht von einem instantanen
oder lokalen Inertialsystem. Der Massenpunkt sei dabei fest verkniipft mit einer mitbewegten
Uhr.

Nun verfolge man zwei Ereignisse an dieser Uhr, ihr (infinitesimales) Zeitintervall sei dt’.
Gemessen mit den Uhren in IS sei das Zeitintervall zwischen denselben Ereignissen gleicht dt.
Wihrend des Zeitintervalls bewegt sich die Uhr nun um das Wegstiick dZ relativ zu IS. In
IS" dagegen ist dZ’ = 0, da die Uhr im lokalen Inertialsystem IS’ ruht. Da IS und IS’ beide
Inertialsysteme sind, gilt unter einer Lorentz-Transformation insbesondere

d—-\ 2
dﬁzdﬁ—dﬁzdﬁ(L—Qﬁ))zdﬂ—dﬁzﬂﬂ

Az 2
— dt' =Vds? = 1—(52) dt = /1 —v(t)2dt .

Wihrend die Uhr in IS” das Zeitintervall dt' anzeigt, gibt die Uhr in IS stattdessen dt an, es gilt
dabei nach dem vorigen Punkt der Zeitdilatation

dt' = /1 —v(t)2dt = Vds? < dt

bzw. bei genauerer Betrachtung

2
dT%dﬂ—1V%2—vq—U%)— Lo
c c v(v)
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6. Geometrische Darstellung der Lorentz-Transformation

Wenn die Uhren in IS also das Zeitintervall to — ¢ anzeigen, so gibt die mitbewegte Uhr das
Eigenzeitintervall

t2 t2 1 [t
th—t) = 1—v(t)2dt:/ dr=m9—1 =~ Vds2
t1 t C t1

1
an. Der so definierte Zeitablauf wird entsprechend Eigenzeit genannt. Das invariante Linienele-
ment ds? lisst sich also physikalisch durch Vds? als Element der FEigenzeit interpretieren. Die
Weltlinie eines Teilchens kann dabei mittels eines beliebigen Parameters A iiber A — x#(\)
parametrisiert werden.

6.3.6. Geschwindigkeits-Additionstheorem

Ein Massepunkt bewege sich mit der Geschwindigkeit @’ relativ zum Inertialsystem IS’. Dieses
widerum bewege sich mit konstanter Geschwindigkeit ¢ relativ zu IS - man beachte, dass wir
nun wieder in dreidimensionalen Raumkoordinaten rechnen. Es stellt sich dann natiirlich die
Frage, mit welcher Geschwindigkeit sich der Massepunkt relativ zu IS bewegt. Dazu gehen wir
davon aus, dass die Bahnereignisse des Massepunkts relativ zu IS durch die Koordinaten (¢, %)
parametrisiert seien und relativ zu IS’ die Koordinaten (#,7’) haben. Es gilt dann wieder die
Transformation

Y(v) =1

t' = ~(v)(t — UT) =7+ 2 (V2)T — y(v)tv,

zwischen den Koordinaten von IS und IS’. Die Umkehrung erhélt man mit ¢ — —#, also

—1
7(”)2 (Uf/
v

t=~@)(t' +37) T=7+ )T+ ()T .
Nun gilt fiir 2 und ¢ die Beziehung & = @'t’, da sich der Massepunkt nach Voraussetzung
relativ zu I1S" mit ' bewegt. Mit der zweiten der oberen beiden Transformationen folgt dann

1 1
7=t + %(W)t’m ()T = (w’ n %(ﬁ )7 + 7(@)17) ¢
v

v

fiir die Koordinaten beziiglich IS. Die Strecke geteilt durch die Zeit liefert dann

— T —/ ’7(“)_ — o\ = — t/ . t, 1
== - t - -
U ; < + 5 (0 )U+’y(v)v> ; mi e TR
=/ —1 5 - =
ﬂ': %"‘ ??iU—FU ’
1+ vw’

als Geschwindigkeit des Massepunkts relativ zu IS - die Addition zweier Geschwindigkeiten ist
also in der Relativitdtstheorie im allgemeinsten Fall recht kompliziert. Man beachte, dass diese
Situation nicht symmetrisch unter der Vertauschung von ¢ und @’ ist. Abschliefend betrachten
wir noch zwei Spezialfille des obigen Additiontheorems:

e {||&: Sind die beiden zu addierenden Geschwindigkeiten parallel zueinander, so gilt
= w4+ U

Man beachte dabei, dass @ — v + @’ fiir v,w’ < c¢ geht, fiir kleine Geschwindigkeiten
erhalten wir also wieder das Newtonsche Additionsgesetz fiir Geschwindigkeiten. Ist um-
gekehrt || = ¢, so folgt u = ¢, vollig unabhéngig von . Ein mit Lichtgeschwindigkeit
bewegtes Objekt (Lichtteilchen) hat also immer die Geschwindigkeit c.
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6.3. Physikalische Konsequenzen der Lorentz-Transformation

—

e U L w': Wegen v’ = 0 vereinfacht sich das Additionstheorem drastisch zu
Lo 1,
U=v+—-w ,
Y

d.h. die Bewegung senkrecht zur Bewegungsrichtung des Massepunkts wirkt verlangsamt.
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7. Lorentz-Vektoren und -Tensoren

7.1. Der Minkowski-Raum

Als néichstes soll nun ein einheitlicher Formalismus fiir die Berechnungen der Relativitatstheorie
eingefiihrt werden, den wir in Ansétzen schon kennengelernt haben. Zunéchst einmal ist aber das
zugrundeliegende mathematische Objekt, dass die Raumzeit beschreibt, genauer zu verstehen.

7.1.1. Lorentz-Skalarprodukt und Arten von Vektoren

Die allgemeinsten Transformationen zwischen Inertialsystemen vermitteln die bereits erwédhnten
Poincaré-Transformationen, welche als affine Lorentz-Transformationen durch

= ™ = AP,z + at mit gW,A“pAVU = Ypo

gegeben sind. Dies sind genau jene Transformationen, die das Linienelement ds? = G dx dx”
invariant lassen. Die Menge aller dieser Transformationen bildet die Poincaré-Gruppe P bzw.
bei Verzicht auf Spiegelungen ‘Pl. Die Untergruppe der homogenen Transformationen

ot — 't = AP Y

bildet die Lorentz-Gruppe L. Diese ist weiter isomorph zur Gruppe aller 4 x 4-Matrizen
L mit der Invarianzeigenschaft L'gL = g. Die Raum-Zeit-Koordinaten eines Ereignisses bzgl.
eines Inertialsystems seien z*, sie bilden ein vierkomponentigen Spaltenvektor, Quadrupel ge-
nannt. Diese Quadrupel bilden wiederum einen vierdimensionalen Vektorraum. Gleiches gilt
fiir Quadrupel z/#, welche die Koordinaten desselben Ereignisses beziiglich IS’ beinhalten. Da
die Transformation zwischen z* und z* eine affine Transformation ist, besitzt die Menge der
Ereignisse 2 die Struktur eines affinen Raums X*, es bilden dann die Abstands-Vektoren

o
Ty — Tg

einen vierdimensionalen Vektorraum V4. Solche Verbindungsvektoren transformieren unter einer
Poincaré-Transformation dann wie

Ax'P = AP, AxY .
In diesem Vektorraum der Verbindungsvektoren ist eine passende metrische Struktur durch
(Az)? = g Az Ax”

gegeben, also durch das invariante Abstandsquadrat von Ereignissen. Die Raumzeit versehen
mit dieser affinen und metrischen Struktur heiftt Minkowski-Raum. Es gibt nun eine Reihe
von physikalischen Objekten u, die beziiglich jedes Inertialsystems durch vier Komponenten u*,
sogenannte kontravariante Komponenten, festgelegt sind, wobei diese beim Ubergang von 1S
nach IS gemif

/ 14
ut = A* u”
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7.1. Der Minkowski-Raum

also genau wie Azx#, transformieren. Solche Objekte heifsen Vierervektoren bzw. Lorentz-
Vektoren. Beispiele hierfiir sind Verbindungsvektoren Az, die Vierergeschwindigkeit u*, die
Viererbeschleunigung b#, K*, der Viererimpuls p#, etc. Die u* bilden auch einen vierdimensio-
nalen Vektorraum, in dem ein invariantes Skalarprodukt durch

(u,v) = wv = guurv”
definiert ist. Das zugehorige Langenquadrat einen solchen Vierervektors ist dann folglich

W2 = Gutu = ()2 — (u})? — (u?)? — (u®)? = (u0)2 — @2 .
Man beachte, dass dieses Langenquadrat sowohl positive wie auch negative Werte annehmen
kann, da das Skalarprodukt nicht positiv definit ist. Allgemein heifst ein vierdimensionaler Vek-

torraum mit einem derartigen Skalarprodukt ,Vektorraum mit Minkowski-Geometrie®. Ein Vek-
tor u € V4 heikt abhingig vom Léngenquadrat

e zeitartig, wenn u? > 0 ist, wobei dann noch zwischen zukunftsorientierten Vektoren
fiir u’ > 0 under vergangenheitsorientierten fiir u® < 0 unterschieden wird.

e lichtartig, wenn u? = 0 ist.

e raumartig, wenn u? < 0 ist.

Fiir diese Benennung gibt es einen physikalischen Grund, der aus der Interpretation des bereits

bekannten Lichtkegels folgt. Betrachte dazu etwa u# = xf —x4 und z/' = (0,0, 0, 0) als Ursprung.

7.1.2. Ko- und kontravariante Vierervektoren

Jeder Vierervektor u kann alternativ auch bestimmt werden durch seine kovarianten Kompo-
nenten, die durch

1 0 0 O u®
0 -1 0 0 'LLI 0 1 2 3
U,u = gul/uy = 0 0 1 0 u2 - (U ,y U, U, U ) - (UO)ul)UQ»uB)
0 0 0 -1 u?
bestimmt sind, es gilt also ug = u® und w; = —u? fiir i = 1,2, 3. Mit Hilfe dieser Komponenten

kann man die absolute Léange als
2 _ W)V v
u” = gutu’ =uu

schreiben. Umgekehrt hat man u# = g"”u, mit g"” = g,,,, wobei an g"’g,, = 8/, erinnert sei.
Der metrische Tensor g"” stellt also das Bindeglied zwischen ko- und kontravarianten Vektoren
dar[l]

Wie transformieren die kovarianten Komponenten nun unter Poincaré-Transformationen? Da-
zu beachte man zunéchst, dass

/ v !/ 14 v 14 loa
u't = A" u und Uy, = guu” = g ot = g\ pg" ug

gelten. Sei A% = g, A" ,g"?, so folgt analog zum Transformationsgesetz der kontravarianten

Vektoren fiir die kovarianten uL = A,%u,, also haben wir

ut — ut = A* Y und Uy — uL = A uy

1'Um sich die Hoch- und Tiefstellung der Indizes zu merken, sei auf den englischen Spruch ,co is below* verwiesen.
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7. Lorentz-Vektoren und -Tensoren

mit A" = gupA’;9°. Dabei erfiillen die A,” bestimmte Relationen, so folgt z.B. aus der
Invarianz des Skalarprodukts u’“uL = u%u,, die bereits verwendete Eigenschaft

M, ! AR PA T, AW O, Py — 2 PST,, _ SO, P m o __ §O
uuM—ApuA“ug—ApA#uuo—uépug—épuuo = A A, —(5p.

Vollig analog zeigt man dann weiter, dass aus uiﬁu'“ = ugu? weiter A,FA%, = 67 folgt. Man sagt
auch, dass A,” zu A, kontragradient ist. Weiter ergibt sich daraus die Umkehrtransformation

(o / o
u’ =utA,”, s
P

denn aus u** = A*,u” ergibt sich u*A,” = A*,A,°u” = u” nach den obigen Identitéten.

7.1.3. Ableitungen von Funktionen der Vierergréllen

Betrachten wir nun eine skalare Funktion ¢(x) in Abhéngigkeit des Vierervektors = und berech-
nen wir dann die partielle Ableitung nach kontravarianten Komponenten

0
W‘P(w) .

Unter Poincaré-Transformation verhalten sich diese vier Ableitungsgrofen geméfs

) o ., . 027 9

nun ist aber 7 = A,%2'* 4 a%, also gilt weiter

ox” ) ) )
R Ay = @‘P(fﬂ) — @@(ﬂf/) = A, @90(95) .

Folglich transformieren die betrachteten Ableitungen wie die kanonischen Indizes eines kovari-
anten Vierervektors, man schreibt deshalb auch
w‘ﬂ =: 0up ,

wobei man die Stellung der Indizes beachte. Ahnlich zeigt man auch, dass die Ableitung nach
einem kovarianten Vektor wie ein kontravarianter Vektor transformiert.

7.2. Lorentz-Tensoren

Kommen wir nun zu einer Verallgemeinerung der Vierervektoren. Ein Objekt 7', welches in
jedem Inertialsystem durch ein System von Komponenten

/ /
TH Ha ,
111...l/b

festgelegt ist, so dass zwischen seinen Komponenten in verschiedenen Inertialsystemen IS und
IS’ die Relation

’ ’
Y e — ABL L AM O1 ... A\ ObPLP
T ! al/{...u{) - A Pl A apaAVl AVb T a0'1...0'b

besteht, heift Lorentz-Tensor vom Typ (a,b). Die verwendeten Vierervektoren ordnen sich,
wie man direkt {iberpriift, unter diesem allgemeineren Oberbegriff unter:
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7.2. Lorentz-Tensoren

o Kontravariante Vektoren: u* ist ein Tensor vom Typ (1,0), denn u* = A¥ ju”.
e Kovariante Vektoren: u, ist ein Tensor vom Typ (0, 1), denn u;L = A, u,.
e Das Produkt u#u” ist ein Tensor vom Typ (2,0), denn w/#v"” = A¥,AY ;uPv.

Bemerkung: Bei der obigen Definition des Tensor-Transformationsverhaltens befinden sich
die Striche ,/’* an den einzelnen Indizes, also TH"', wihrend wir sie bei Vektoren direkt an den
Vektor platzierten, etwa u'*. Prinzipiell ist die erste Notation die richtige, denn durch

THY = AW T

ldsst sich durchaus ein teiltransformierter Tensor formulieren. Praktisch hat diese Notation
allerdings keine Relevanz, da ein einzelnes Objekt, dessen Komponenten aus zwei verschiedenen
Inertialsystemen stammen véllig unphysikalisch ist. Fiir die Vierervektoren, die nur einen Index
haben, verwenden wir daher weiter die Notation z'*, auch wenn z* préziser ware.

Durch geeignete Kombination weiterer Vierervektoren lassen sich so Tensoren beliebiger Stufe
konstruieren. Durch Multiplikation mit dem metrischen Tensor g*” lassen sich die Indizes eines
Tensor herauf- oder hinuntertransportieren, etwa wird aus einem (2, 0)-Tensor durch

B1p2 5 M1, 12 Hip2 M2
T =u"tv - G T =T,

ein (1,1)-Tensor. Damit die Naturgesetze mit dem Relativitédtsprinzip vertriglich sind, miissen
sie so formuliert werden kénnen, dass sie Lorentz-kovariant sind, d.h. unter Lorentz-Transfor-
mation forminvariant bleiben. Diese Forminvarianz ist sicherlich dann gegeben, wenn es sich um
Gleichungen zwischen Lorentz-Tensoren der gleichen Stufe handelt. Gilt T#” = R* in IS, so ist
wegen

THY = AN TP = A A o RP7 = RH

auch T#"" = RF"' in IS'. Man macht nun die Beobachtung, dass die Gesetze der Mechanik,
insbesondere das zweite Newtonsche Gesetz, Galilei-invariant sind. Die Frage ist: Sind sie auch
Lorentz-invariant?
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8. Relativistische Punktmechanik

8.1. Lorentz-invariante Bewegungsgleichungen

Aus der klassischen Mechanik kennt man das zweite Newtonsche Gesetz, welches besagt, dass
innerhalb eines Inertialsystems die Beschleunigung, die ein Korper erfihrt, gerade durch

d? =
mﬁr:F(r,r,...)
mit der Kraft F, die auf ihn wirkt, zusammenhangt, wobei die Ableitung in m%(%?) = m%@’
als die Newton-Geschwindigkeit %F = ¥ zu interpretieren ist.

8.1.1. Verletzung der Forminvarianz in der Newtonschen Theorie

Das erste was es zu untersuchen gilt ist, wie sich die Geschwindigkeit ¥ unter Lorentz-Transfor-
mationen verhélt. Dazu gehe man davon aus, dass ein Teilchen in IS die Newton-Geschwindigkeit
U geméfs der obigen Definition hat, dann ist seine Newton-Geschwindigkeit in einem anderen
Inertialsystem 1S', welches sich relativ zu IS mit der Geschwindigkeit 1 bewegt, durch ¢ = ‘;‘%

gegeben, wobei fiir die Lorentz-transformierten Koordinaten
/ w / / /
t :’y(w)<t——2x> ' =y(w)(z — wt) y =y Z =z
c

gilt, was sich vollig analog auf die infinitesimalen Grofen dt’, da’, dy’, dz’ iibertragt. Also gilt

dzx

U,:szv(w)dx—wdt: @& TW Ve —w
Toodt y(w)dt - S dx —C%% 1— =5
d/ d dy (¥
o =2 y = dt = Y (analog fiir z)

P T A= Fd) ) - FE) )

Man mag an dieser Stelle bereits erwarten, dass die Newton-Beschleunigung des Kraft-Gesetzes
noch uniibersichtlicher transformiert, man erkennt aber sofort, dass diese Gleichung sicherlich
nicht forminvariant unter Lorentz-Transformationen ist, und somit nicht mit dem Relativitats-
prinzip vertraglich ist, welches wir als Fundament der Relativitatstheorie angesetzt haben. Da-
her ist nun eine korrekte relativistische Verallgemeinerung des zweiten Newtonschen Gesetzes
zu finden, wobei wir zwei Forderungen an die gesuchte Gleichung stellen:

e Lorentz-Forminvarianz, d.h. sie kann als Tensor-Gleichung formuliert werden,

e die Gleichung geht fiir v < ¢ wieder in das Newtonsche Kraftgesetz iiber.
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8.1.2. Vierergeschwindigkeit und Viererimpuls

Man beachte, dass die Weltlinie eines Teilchens in Analogie zur klassischen Newtonschen Me-
chanik durch die Eigenzeit 7 parametrisiert werden kann, also durch x* = z#(7), wobei dann
in instantanen Ruhe-Inertialsystem

1
dr = - Vds2 =dtf’  mit  ds? = do" dw,

gilt. Sei IS dieses besagte Ruhesystem, d.h. es gilt d2’ = 0, und aukerdem IS das Inertialsystem,
in dem das Teilchen die Relativgeschwindigkeit v hat. Es gilt dann

/ v / / U2 / /
t=~(v) (t —6—2;16) = dt = ~y(v) | dt —?dﬂv =(v)dt,

sodass wir % =) = j—i erhalten, die Eigenzeit 7 ist also ein Lorentz-Skalar. Man definiert

nun einen weiteren Vierervektor u*, die sogenannte Vierergeschwindigkeit, durch

m
ut = dz? .
dr
Die Eigenschaft eines Vierervektors folgt dabei daraus, dass dx* ein Vierervektor und dr ein
Viererskalar ist, dieser Vektor transformiert also gemaf u# — u* = AM, u”, wobei fir die
einzelnen Komponenten

0
o dw

dt
w0 = — —

de” _ dt ; dat dt dw
dr — dr

R T

~y(v)e und = v(v)U

gilt, also erhalten wir u* = ~(v)(c,¥) fiir die Komponenten der Vierergeschwindigkeit. Da im
nichtrelativistischen Fall v(v) = 1 ist, folgt somit @ =~ ¥/, sodass u* folglich die Verallgemeinerung
der Newton-Geschwindigkeit darstellt.

Falls IS das instantane Ruhesystem ist, so muss u# = (v)(c,0) gelten. Man betrachte dann
weiter, dass fiir das Ladngenquadrat

gilt, d.h. die Vierergeschwindigkeit u* ist stets ein zeitartiger Vierervektor. Auch fiir den Impuls
findet sich eine geeignete relativistische Verallgemeinerung in Form des Viererimpulses, der
analog zum klassischen Newtonschen Impuls durch

P =t = (p°, p) = mry(v) (e, )

definiert ist. Oft wird der Viererimpuls mit der geschwindigkeitsabhéngigen Masse m(v) als

p"* = m(v)(c, V) mit m(v) = my(v) = m

2
v
1-=

geschrieben, wobei m(v) genauer als bewegte Masse bezeichnet wird, wiahrend m die Ruhe-
masse meint. Wegen y(v) ~ 1 fiir v < ¢ findet sich auch fir diese Grofen im nichtrelativis-
tischen Grenzfall schnell die Korrespondenz zu den entsprechenden Grofen der Newtonschen
Theorie, also

P = m(e, 0) = (me, px) -
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8. Relativistische Punktmechanik

Auferdem findet man noch, dass auch der Viererimpuls p* stets ein zeitartiger Vierervektor ist,
denn es gilt

p’ = Py = mzuuuu =m?c? >0 und P’ = my(v)e >0 .

Die méglichen Werte der p* kénnen dabei in eine p?-p-Diagramm verdeutlich werden. Jedes der

pH liegt dabei auf der Massenscheibe (p°)? — p? = m?2c?:

Abbildung 8.1.: Darstellung der Massenschale

8.1.3. Viererbeschleunigung, Minkowski- und Einstein-Kraft

Um letztlich das zweite Newtonsche Axiom verallgemeinern zu kénnen, wird weiter eine vierdi-
mensionale Form der Beschleunigung benétigt, die sogenannte Viererbeschleunigung

d2 d dt d d _
V= T w Y T a T g b))
oy () )
= ’y(’U) (C dt B dt v + W(U) dt ?

wobei fiir die zeitliche Ableitung von 7(v) insbesondere

3

d () d 1 1 1 02\ T2 =257 1 o
v) — __fy_ _
dat’ dt v2 2 c2 c2 c2 (1- vQ)%
—a a2

gilt. Also folgt fiir die Viererbeschleunigung

1 — 5 o 1 . N =
O S S P Sy U L L
“(- ) E\ e )

C

und insbesondere gilt fiir das Ldngenquadrat des Viererbeschleunigungsvektors

1 : ov)2
b2:bubu:—7v2 1724—2(1)% <O,
1-= (1-%)

die Viererbeschleunigung ist somit raumartig. Weiter folgt mit utu, = c? iiber die zeitliche
Ableitung
d

E(UHUM) =0 = b'uy, + ut'b, = 2ub = ub=0,
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8.1. Lorentz-invariante Bewegungsgleichungen

d.h. die Vierergeschwindigkeit und die Viererbeschleunigung stehen stets orthogonal im Sinne
des indefiniten Lorentz-Skalarprodukts aufeinander. Eine naheliegende relativistische Verallge-
meinerung des zweiten Newtonschen Gesetzes ist nun

ip” = f# mit miu”‘ = ft — md—Q:E“ = f#

dr dr dr2 ’
wobei f# die sogenannte Minkowski-Kraft ist. Per Definition ist sie ein Vierervektor und
héngt im nichtrelativistischen Fall mit der Newton-Kraft zusammen. Auferdem gilt fir f* die
Gleichung v* f,, = 0, und damit folgt

— —

L= 1= 1>
wf=af = = (i) = (Sor7)
Fiir einzelne rdumliche Komponenten nimmt dies dann die Form

d _dtd . d

d i o d d i\ _ i :
—mu' = f <:><mx>—f mit %—%£—7(0)$

dr dr dr

an, also folgt insbesondere das relativistische Analogon zum Newtonschen Axiom in Form von

d

d f bzw. a(m(v)ﬁ) =—f=Fy.

N
a(m(v)v )=—

v(v)

Dieses Fg wird als Einstein-Kraft bezeichnet. Fiir v < ¢ folgt 7(v) ~ 1 und demnach dann
auch m(v) = my(v) = m, im nichtrelativistischen Grenzfall gilt also

L d . .
FE:%mv:F,

d.h. Newton- und Einstein-Kraft stimmen iiberein. Weiter folgert man dann die Identitdten

B 1 .- 1 B
f=v@)F=~y)F wnd  f=-0f = ~y(u)TF ,
c c
also fF = 'y(v)(%ﬁﬁ F ). Dies ist auch insofern konsistent, dass im kréftefreien Fall (d.h. falls
F =0 und damit f =0 ist)

d

ﬁm(v)ﬁz 0

gilt, d.h. m(v)¥ ist dann eine Erhaltungsgrofe. Also ist m(v)v tatsdchlich als relativistischer
Impuls zu interpretieren, sodass allgemein

d o o
—p=Fg=F
dtp E

folgt. Die Impulserhaltung gilt dann relativistisch korrekt fiir g = m(v)v.

8.1.4. Relativistisches Transformationsverhalten von Krafte

Aus dem bekannten Transformationsverhalten der Minkowski-Kraft (da diese ein Lorentz-Vie-
rervektor ist) kénnen wir dann auf das notwendige Transformationsverhalten der Newton-Kraft
unter Lorentz-Transformation schliefsen. Wir betrachten nur den Spezialfall der Transformation
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8. Relativistische Punktmechanik

vom instantanen Ruhesystem IS’ zum System IS, relativ zu dem das Teilchen die Newton-
Geschwindigkeit @ hat, d.h. IS bewegt sich relativ zu IS’ mit @. In IS’ gilt dann

]

=7

d.h. einfach f7 = F und damit insbesondere f” = F” und fJ_ = F’ Die Komponenten von f in

=

IS seien f* = (f°, f), es gilt dann

=0 5(0)(0, F') = (0, F')

N>

= (- 30R) R (f-tr)  A=7

—

wobei in IS das bereits bekannte f* = ’y(v)(% f) gilt, also folgt

—

2= AWFE = A@iF  fi=2w)EF  fL=10)F

Daher ergibt sich dann folglich fiir den Parallelteil der Minkowski-Kraft in 1S’
5 = 1, 1= of = 1.(1_%
fiy = Ey =) (V) F) = —0y(v) - Z0F) | =7(v)" | Fjj — 7| ~TF)
2 —
=(v)” (1—>F i

weiter betrachte man dann fi =F =f = ~(v)F, also folgt F/ = ~(v)F . Insgesamt ist das
notwendige Transformationsverhalten der Newton-Kraft unter Lorentz-Transformationen (fiir
den Spezialfall, dass IS” das Ruhesystem darstellt) also durch

Fi—F wd FL—— 7
I I v(v)

spezifiziert. Allgemein lésst sich zeigen, dass fiir beliebige Relativgeschwindigkeiten o' der Iner-
tialsysteme IS und 1S’ zueinander dann das Transformationsverhalten

Ji = A

und entsprechend fiir die Newton-Kraft F folgt. Man betrachte nun noch die Zeitkomponente
der Minkowski-Kraft, fiir die aus

S = =f'= p UvF mit il und mu” = mey(v)
d (V) = d d 2 73
el — 7 S =
= 'y(v)dt (mey(v)) U = o (mc 7(v)) p (m(v)e?) =0

dann m(v)c® = cp° folgt. Da F die Kraft ist, repriisentiert vﬁ die dem Teilchen (mit der

Geschwindigkeit ) zugefiihrte Arbeit pro Zeiteinheit. Also ist cp gleich der am Teilchen
geleisteten Arbeit pro Zeit. Man interpretiert deshalb cp® als Gesamtenergle FE des Teilchens,
sodass insbesondere fiir £ < 1 die Entwicklung

2 1 2 3 4
B=af = m(o) =s(me =~ —me |14 5 (4) 4 2 () 4
1- v 2 \c 8 \¢
3 vt ¢
~mc + —mv? + —m—
8 2
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8.2. Mehrteilchensysteme, StolRprozesse und Viererimpulserhaltung

folgt. Falls also v = 0 ist, so verbleibt £ = mc?, man spricht von der Ruheenergie. Im Falle von
v # 0, aber kleinen Geschwindigkeiten verglichen mit der Lichtgeschwindigkeit ¢, erhdlt man
gerade die Summanden bis zur zweiten Ordnung in v, also gilt

2 =mc 4+ T = Ruheenergie + rel. kinetische Energie .

E =mc* + (y — 1)me
Man beachte dabei, dass fiir v — ¢ bei einem Teilchen der Masse m # 0 die Energie £ — oo
geht, demnach kann ein massives Teilchen niemals Lichtgeschwindigkeit erreichen[] Mit der
Wahl p? = % folgt, dass die Energie £ und der relativistische Impuls einen Vierervektor bilden,
also

E
pﬂ = (po»@ = <C7p> 9

und wegen p? = oy = m?2c? folgt noch %2 —p?2 =mP? < E?— 2p? = m2c, dies liefert,

dass aus der Erhaltung von g die Erhaltung der Gesamtenergie E folgt - daher wird dies oftmals
auch als Energie-Impuls-Erhaltung bezeichnet. Aus den Formeln folgt auch

—

p=m(v)v

Il
3
—~
<
N—
o

insbesondere hat man dann im Fall von || — ¢ den Impuls |p] = % Diese Beziehungen gelten
auch im Falle masseloser Teilchen, wie z.B. Photonen

F? =522 =0 «— |ﬁ|:%.
8.2. Mehrteilchensysteme, Stoliprozesse und
Viererimpulserhaltung

Man betrachte nun ein System von zwei oder mehr Teilchen, die miteinander in Wechselwirkung
stehen. Im Fall einer Stofwechselwirkung, also bei einer ,0-Reichweite” der Wechselwirkung,
ist der Impuls eines jeden Teilches aufgrund der Kréftefreiheit immer derselbe, natiirlich mit
Ausnahme des Stofprozesses. Im nichtrelativistischen Fall gilt beim elastischen Stofs bekanntlich
der Impuls- und Energieerhaltungssatz

Impuls:  p1 + P2 = p3 + Py <= m1T1 + matia = M3tz + myvy

1 1 1 1
Energie: imlv% + imgv% = §m31}§ + 5m4vi ,

es stellt sich auch hier wieder die Frage, wie die relativistische Verallgemeinerung dieser Gesetze
aussieht. Dazu betrachte die Addition des Viererimpulses

Pl +ph =ph + plf mit Pl = myul

Man sollte diese Aussage wortlich nehmen: Entgegen der allgemein verbreiteten Ansicht, dass aus der Relati-
vitatstheorie die Unmdoglichkeit von {iberlichtschnellen Bewegungen folgen wiirde, sagt die Relativitéatstheorie
lediglich aus, dass kein massives Teilchen die Lichtgeschwindigkeit erreichen kann. Mit anderen Worten kann
man also definitiv nicht durch immer weiteren Zuschuss von Bewegungsenergie und immer héheren Geschwin-
digkeiten irgendwann die Lichtgeschwindigkeit durchbrechen - allerdings ist nicht ausgeschlossen, dass dies
iiber vollig anderem Weg passieren kann. Hypothetische iiberlichtschnelle Teilchen werden als Tachyonen
bezeichnet, die allerdings oftmals zu Problemen im Rahmen der Quantenfeldtheorie fiihren.
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8. Relativistische Punktmechanik

fir k=1,...,4. Fir p = 4, also die Raumkomponenten, gilt dann

P1+ D2 =p3+ Py = ma(v1)0 + ma(v2)ta = m3(v3)vs + ma(va)vs ,
wahrend man fiir die g = 0-Komponenten analog

P+ =P+ 08 = muc® + T mac® + T3 = mac® + T3 + myc? + 5!

erhiilt. Man beachte, dass alle Gleichungen konsistent mit den nichtrelativistischen Aquivalen-
ten sind. Es zeigt sich also, dass im relativistischen Fall nur die Summe aus Ruhemassen und
kinetischer Energie erhalten ist, es gibt somit keine seperable Erhaltung der Massen oder der
kinetischen Energie. Beispiele fiir Prozesse, in denen kinetische Energie in Ruheenergie (also
Masse) umgewandelt wird, finden sich vor allem in der Elementarteilchenphysik.
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Teil 111,

Theorie des elektromagnetischen
Felds
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9. Die Maxwellschen Gleichungen

Nachdem wir uns mit der Newtonschen Mechanik und dem eleganten Lagrange- sowie Hamilton-
Formalismus beschéftigt haben, sowie einen Einstieg in die spezielle Relativitdtstheorie fanden,
wird nun die Theorie des elektromagnetischen Felds eingefiihrt. Historisch gesehen stellt die von
Maxwell formulierte Elektrodynamik eine interessante Entwicklung dar, denn prinzipiell ist die
Elektrodynamik eine relativistische Feldtheorie - allerdings wusste Maxwell das nicht. Auf die
simple Frage, wie denn eine Lichtwelle (zu Maxwells Zeit war die Beschreibung von Licht und
Strahlung ausschlieklich auf das Wellenbild fokussiert) aus Sicht eines ebenfalls lichtschnellen
Beobachters aussidhe, konterte Maxwell mit dem Grundprinzip, dass ein Lichtstrahl sich immer
mit Lichtgeschwindigkeit fortbewege - egal von welchem Beobachter aus gesehen. Im Rahmen
der klassischen Newtonschen Physik fiihrt dies unweigerlich zu fundamentalen Widerspriichen,
die sich erst im Rahmen der Relativitidtstheorie auflésen.

In der klassischen Mechanik war das Newtonsche Kraftgesetz meist in einer Gleichung der
Form

F=F(ft),7t)  baw.  F=> Fy(i(t),7 ()
1#]

N-Teilchen-System

Ein-Teilchen-System

vorgegeben. Im Falle von N = 2 im N-Teilchen-System wirkt das Teilchen 2 am Ort 75 auf das
Teilchen 1 bei 77 und zwar instantan - die Position des Teilchens 2 zur Zeit ¢ bestimmt die zu
1 wirkende Kraft zur selben Zeit, dies ist das sogenannte Fernwirkungsprinzip. Dies fiihrt
insbesondere im Rahmen der speziellen Relativitatstheorie zu Problemen. Daher betrachtet man
alternativ dazu das Nahwirkungsprinzip, welches auf dem Feldprinzip basiert: das Teilchen
2 erzeugt ein Kraft-Feld, dass auf jedes andere Teilchen in diesem Feld am Ort des jeweiligen
Teilchens wirkt.

Im Bereich der Elektrodynamik (und allgemeiner der relativistischen Mechanik) ist das letz-
tere Feldbild wesentlich gilinstiger wegen der endlichen Wirkungsausbreitungsgeschwindigkeit,
d.h. eine Anderung des Ortes von 2 zur Zeit ¢ beeinflusst das Teilchen 1 erst nach einiger Zeit,
d.h. die Kraft, die 1 zur Zeit ¢ spiirt ist nicht durch den Ort von 2 zur selben Zeit bestimmt.

9.1. Das Coulombsche Gesetz und elektrische Feld

9.1.1. Ladungen und Coulomb-Gesetz

Elektrische Ladung ist eine Eigenschaft von Kérpern, insbesondere von Teilchen, die die Starke
der elektromagnetischen Wechselwirkung bestimmt. Sie tritt dabei in zwei Formen (positiver
und negativer Ladung) auf, wird elementar von Teilchen getragen und ist quantisiert, d.h.
stets ein ganzzahliges Vielfaches einer gewissen Elementarladung. Auferdem ist Ladung eine
additive Materialeigenschaft, die zudem in einem abgeschlossenen System erhalten und vom
Bewegungszustand des System unabhéngig ist (Lorentz-Skalar).
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9.1. Das Coulombsche Gesetz und elektrische Feld

Empirisch manifestiert sich Ladung in Kréaften. Man betrachtet die Kraft zwischen zwei punkt-
férmigen ruhenden Ladungen ¢; am Ort 71 und ¢ bei 7, dann gilt das Coulomb-Gesetz

Fip=C %fu
T12
mit der iiblichen Grofse 712 = 1 — 5. Rein duflerlich hat das Coulomb-Gesetz damit bis auf den
Vorfaktor genau dieselbe Form, wie das Newtonsche Gravitationsgesetz - allerdings kennen wir
von der Gravitation bisher nur eine anziehende Form. Die Konstante C' > 0 bestimmt dabei die
Einheit und Dimension der elektrischen Ladung, in unterschiedlichen Einheitensystemen gelten
verschiedene Werte:

1 1 A-s C?
SI-System: O = it = -107 =8.8543- 10712 ——
ystem 4meg i 07 2 V-m J-m
Gaufs-System: c=1
ese-System: c=1
Bei mehreren vorhandenen Ladungen q, ..., qy bei 7, ..., 7N gilt das Superpositionsprinzip

N N o N ¢
= - 04q — — ] — =
Fy = § FozZCE a— 13(7’0—7%‘):(]005 === —7) ,
: |7 — 7| |70 — 74l
=1 =1 k=1

d.h. die Coulomb-Kraftwirkung kann linear kombiniert werden. Bei makroskopischen Koérpern
ist es glinstig eine kontinuierliche Ladungsverteilung p(7) zu definieren. Fiir ein makroskopisch
kleines, mikroskopisch aber groftes Volumen AV sei

p(NAV = %:qu‘ e ///Vp(F)d?”:Q\inw

Umgekehrt kann man eine Punktladung ¢; bei 7; durch die Ladungsverteilung

0 : xz#0
oo : x=0

p(M) = qd®F—7)  mit  S(z) = { sodass /5(35) dor =1

darstellen, wobei §(z) die Diracsche Delta-Distribution ist. Insbesondere gilt bei der Faltung
jeder beliebigen anderen Funktion f mit ihr

(f *6)(70) = // FRSO (7 — 7o) d*F = (i)

fiir 63 (7 —7) = 8(x — 20)6(y —y0)d(z — 20). Diese Funktion wird uns im weiteren Verlauf noch
sehr hiufig begegnen, eine saubere mathematische Definition erfolgt durch eine konvergente
Funktionenfolge im Rahmen der Distributionentheorie.

9.1.2. Das elektrische Feld

Gegeben seien nun N + 1 Ladungen ¢, g1, ..., gy bei den Orten 7,71, ..., 7n, dann ist die Kraft,
welche von den Ladungen ¢, ..., gy auf ¢ ausgeiibt wird gleich
N 0
F=qC _.7{,3(77—7?1) =: qE(7) ,
= =il
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9. Die Maxwellschen Gleichungen

wobei E(7) das von den (ruhenden) Ladungen gqi,...,qy erzeugte Feld am Ort 7 ist. Durch
diese Definition des elektrischen Felds wird jedem Raumpunkt eine vektorielle Eigenschaft E (7)
zugeordnet. Das so definierte elektrische Feld geniigt ebenfalls dem Superpositionsprinzip. Das
Feld, welches von den N ruhenden Ladungen erzeugt wird, ist dann gleich der vektoriellen
Summe der Felder, die von den Einzelladungen erzeugt wird. Fiir das Feld einer einzelnen
Ladung gilt dabei

) o = - (7 qi S
E(f) = C 55 (7~ bzw. all B oSS 4w
() FEEAE (F—17) zw. allgemein (7) El: \F—f;]ff(r 7)

bzw. im Falle einer kontinuierlichen Ladungsverteilung p(7)

ol = r—r 3=/

Man betrachte nun weiter den Gradienten des inversen Betrags

{ﬁ(wlwakaiwiwvzgi¢m—wﬁ+@iyV+@—zv

1 2(x — ) x—a

3 — — I
Ha—aP+y—y2+e-2p T

und analog fiir die y- und z-Komponenten. Damit lasst sich das elektrische Feld offensichtlich
auch als als Gradient schreiben:

Einzelne Ladung: E(f) =-V (C"_, ql_, ‘>
r—nr

Mehrere Ladungen:  E(7) = =V (CZ U )

=7

. . dST—.—/
kont. Verteilung:  E(7) = —V// Cp(7")

=7

Ganz allgemein gelangt man so zur Notation E(7) = —V®(7), wobei

N -
o) =CY L~ C// pT) o
27 77

das zugehorige Skalarpotential des elektrischen Feldes ist.

Bemerkung: Es gilt rot E =V x E = —V x (V®) = 0 fiir alle elektrostatischen Felder, diese
sind also allesamt wirbelfrei.

Satz 15 (Gaufs): Man betrachte ein beliebiges Volumen V' mit der Begrenzungsfliche S(V').
Dann gilt die Gleichheit:

ﬁi(v)ﬁczf: 4770///‘/;)(77) 437

Bewets. Man betrachte zunéchst eine einzelne Punktladung ¢ und unterscheide dann zwei Falle:
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9.1. Das Coulombsche Gesetz und elektrische Feld

e Es befinde sich ¢ innerhalb des Volumens V', wobei V beliebige Form und Grofe habe.
Der Anteil des Oberflichenelements am Ort 7 zu {J Edf ist

E() df = |[E(7)] |df] cos® = |E(7)|r? dQ = C-Lr?dQ = CqdQ
T
wobei df) ein Raumwinkelelement bezeichne. Damit erhalt man dann direkt

Edf = Cq#da—zmcq .
S(V)

e Sei nun die Ladung g aufserhalb des Volumens V. Der Beitrag von Vorder- und Riickseite
der beiden Flichenelemente des Volumens zu {§ E'df ist durch

B df, + B(R) df = Cq (w” ofit de)
1 2

mit 7 dﬁ = ry cos(1) df; und 7 dﬁ = ry cos(2) dfy gegeben, sodass man daraus weiter

Cq Cq
?(—r% dQ) + g(r% dQ) = Cq(—dQY +dQ) =0
erhélt, also folgt ﬁ Edf: 0.

Liegen nun mehrere Ladungen ¢; innerhalb des Volumens V vor, so gilt dann folglich

# Edf:4ﬂ02qi:4ﬂ0/// p(F) d3F
S(V) i |4

also erhalten wir die Aussage des Gauk-Theorems. 0

Bemerkung: e Das Gaufssche Theorem in seiner differentiellen Form lautet durch Verwen-
dung des Divergenz-Differentialoperators

# Edf = /// div E d*7 = 47C /// p(F)d*F = div E(F) = 4xCp(F) .
S(V) \% 1

Nach dem Zentralsatz der Vektoranalysis ist ein Vektorfeld ‘7, dass im Unendlichen ge-
niigend schnell verschwindet (mindestens proportional r% ) vollstdndig durch Vorgabe von
Divergenz und Rotation bestimmt. Also wird durch die Maxwellschen Gleichungen der
Elektrostatik das elektrische Feld ebenfalls eindeutig festgelegt. Falls die Ladungsvertei-
lung p(7) bekannt ist, so erhalt man das Feld bekanntlich direkt aus

2 p(™") L s
E(r) = ———(r = .
(7) C’// \F—F’P(T ') d°F

Oft aber - insbesondere im Zusammenhang mit Leitern - ergibt sich die Ladungsverteilung

p(7) erst gemeinsam mit dem elektrischen Feld E(F)
o Wegen E = —V® folgt aus div E(F) = 4nCp(F) direkt die Poisson-Gleichung

VV® = —4rCp < A® = —4nCp ,

wobei A = VV = 88—;2 + 59722 + 88722 den Laplace-Operator (in kartesischen Koordinaten)
bezeichnet.
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9. Die Maxwellschen Gleichungen

9.1.3. Beispiele fiir elektrostatische Felder
Homogen geladene Kugel

Wir betrachten eine ruhende homogen geladene Kugel mit Radius R um O. Es sei dann

o = -0R-r)=p()  mit o) ={ "]

die radial angegebene Ladungsverteilung dieser Kugel, wobei ©(z) die Stufenfunktion und A
eine Ladungsfunktion sind. Man berechne das elektrische Feld nun mit Hilfe des zuvor gezeigten
Gaufs-Theorems. Dazu betrachte man als Volumen V' eine konzentrische Vollkugel D(r) um O
mit der schalenférmigen Oberflache S(r). Fir r < R gilt dann

7][5 Edf—47r0/// (7 d3F" .

Aus Symmetriegriinden kann das elektrische Feld E nur radial nach aufen gerichtet sein, es
gilt also E(7) = E(r)r, sodass im Skalarprodukt mit dem Flachennormalen-Differential dann
Edf = E(r)df folgt, und damit

3
# E(r) df = 471 = 4nC / 7"'2 dr’ # dQ = 47CA - 47r%
5(r)
Ay
> E(r)=C—AR* — =C
Im Falle von r > R findet man dann analog 0
Q
# E(r)df = 4mr? - E(r) = 4nC /// p(F!) 37" = 47rCA "R} = E(r)= c= .
S(r) D(r) "
sodass wird insgesamt fiir die Starke des elektrischen Feldes der Kugel
= c% . r<R
E(r)=E(r)r it E(r
M-y wn mO-s0-{ G815

erhalten. Somit ist das Feld aufserhalb der Kugel identisch mit dem Feld einer Punktladung @
bei O, insbesondere fallt E(r) fir r — oo quadratisch ab.

Elektrisch geladener Dipol

Der Abstand zweier Ladungen +@Q und —@ sei durch |2d| gegeben und klein gegeniiber |7]. Fiir
die Potentiale der einzelnen Ladungen gilt

+Q
|71

also folgt nach dem Superpositionsprinzip dann fiir das Gesamtpotential ®(7) = ®1(7) + ®o(7).
Man fithre nun eine Taylorentwicklung von ®5 am Ort @ = 0 durch, wobei die Terme zweiter
Ordnung - da wir |@| als sehr viel kleiner als || angenommen haben - vernachléssigt werden
koénnen, also

—Q

A $y(F) =
®(r) =Cmr un 2(7) 7+ 2a)

1 1 -1 -1
v 4... = M =0=2 L o(-Q) 20V~ 1 ... .
Froa A YA P2(f) = O +C0(-Q) - 20V
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9.2. Strome und das Ohmsche Gesetz

Eine derartige Entwicklung nennt man allgemein Multipolentwicklung, allerdings soll nicht né-
her darauf eingegangen werden. Fiir das Gesamtpotential ergibt sich damit

_ o (7 Aot 079 ool ol
B(7) = @1(7) + @o() = O + O + C(-QaV o =~V

wobei der Vektor d = 2C Qad das sogenannte Dipolmoment bezeichnet. Fiir das elektrostatische
Feld hat man dann (in guter Naherung)

3(dr)7 — r2d
r3

E() = -~V =

9

dieses fallt insbesondere mit %3 fir »r — oo ab.

9.1.4. Physikalische Bedeutung des Potentials ¢

Wir betrachten ein elektrostatisches Feld E (7). Um eine zusatzliche Ladung g gegen die Wirkung
des Feldes vom Punkt B nach C' langs eines Weges v zu bewegen, muss man die Arbeit A(v)
verrichten, die nach den Gesetzen der Mechanik durch , Kraft mal Weg", also

A, = —q / Ed3
¥
gegeben ist. Da die Rotation des elektrostatischen Feldes verschwindet, ist das Integral folglich
nur vom Anfangs- und Endpunkt abhéngig, also gilt
C —
A, = A(B.C) = ~q | (~F8)d5 = q[ic) - (7] = qUon
B

wobei die Grofe Upop als Spannung zwischen den Punkten B und C' bezeichnet wird.

9.2. Strome und das Ohmsche Gesetz

9.2.1. Strome, Stromdichte und Stromstarke

Bisher wurden ausschlieflich ruhende Ladungen betrachtet, daher gehen wir jetzt zu bewegten
Ladungen iiber, den sogenannten Stromen. Die durch Bewegung von Ladung bewirkte Strom-
dichte (7, t) wird wie folgt definiert: Man betrachte einen Raumbereich V, dann muss wegen
der Ladungserhaltung die Anderung der in V befindlichen Ladung gleich sein mit dem Fluss
der Ladung durch die Oberflache S(V') des Volumens, also

d - - d
_— . = ] _)t d = —— _'t dg_’
dtQ‘mV ﬁg(m](r’ ) df dt///v’o(r’ &7

Falls dann weiter das betrachtete Volumen V ruhend (also zeitunabhéngig) ist, folgt

—// 8P(F,t)d377=# f(ﬁt)df:// Gidr =  Zpi¥j-o.
v Ot S(V) Vv ot

Letzteres ist die sogenannte Kontinuititsgleichung, welche eine direkte Folgerung der La-
dungserhaltung ist. j df ist dabei die Ladungsmenge, die pro Zeiteinheit durch das Flachenele-
ment df von S(V') hinausfliefst.
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9. Die Maxwellschen Gleichungen

Driicken wir nun die Stromdichte j(7, t) durch die Ladungsverteilung p(7, t) und ein Geschwin-
digkeitsfeld ¢(7,t) aus. Dazu betrachte man ein beliebiges Flachenelement d f bei 7, wobei die
momentane Geschwindigkeit der Ladungstrage dort gleich ¢ = ¥/(7,t) sei. Dann flieft im Zeit-
intervall At durch dieses Fléachenelement die Ladungsmenge Ag, fiir die

Aq = p(7,t)|3(F, t)| cos 9|df] - At

gilt, also erhélt wir fiir den Quotienten ,Ladung pro Zeit"“ direkt
Ar p(Fa t)ﬁ(ﬁ t) d.]?: ;(Fa t) d.f - 5(7?7 t) = p(Fa t)ﬁ(Fa t)

erhalten. Im Spezialfall eines rdumlich abgegrenzten Leiters, sodass j # 0 nur im Inneren des
Leiters gelten kann, ist dann

Jzz//AJ'df

die pro Zeit durch die Leiterfliche A fliekende Ladung, genannt Stromstarke.

9.2.2. Stationare Strome

Betrachten wir den stationdren Fall, d.h. sowohl Stromdichte wie auch Ladungsdichte sind
zeitunabhéingig. In diesem Fall gilt divj = V5 = 0, d.h. es gibt keine Stromquellen.

Bemerkung: e Man betrachte einen beliebigen Leiter, der durch ein ebenfalls beliebiges
Volumen V' gelegt ist. Die Schnittflichen von Leiter und Volumen seien A1 und As, sodass
aufgrund der Stationaritidt dann

| Fidr=o=@ Gaf= || af+ [| Gaf=-n+a = 5=
Vv S(V) Aq Az

gilt, d.h. die Stromstirke im Leiter ist im stationdren Fall unabhidngig vom Leiterquer-
schnitt.

e Man betrachte eine Leiterverzweigung (drei Wege), die innerhalb eines beliebigen Volu-
mens V' liegen, dass die Verzweigung in den drei Leiterflichen A1, As und As schneide.
Im stationdren Fall ist dann

// Wdi’*f—o—// j‘df+// j‘df+// Jdf =+ o+ J5 |
Vv A1 Ao As

d.h. die Summe aller Stréme muss verschwinden. Diese Aussage ist gerade die Kirch-
hoffsche Knotenregel, welche effektiv die Stromerhaltung an Leitungsknotenpunkten
gewéhrleistet.

Man approximiert oftmals einen endlich starken Leiter durch einen infinitesimal dicken Leiter
(Stromfaden) langs der eindimensionalen Kurve . Im Grenzfall ist dann

//de—de—de

die Stromstirke. Ein Ausdruck j d37, der im Falle eine endlich dicken Leiters auftritt, wird im
Grenzfall dann zu

JdPF=jtdfds=jtdfds = jdfds= Jds=: Jdi .
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9.3. Ampére-Gesetz und das magnetische Feld, Lorentz-Kraft

Bemerkung: Im elektrostatischen Fall kann im Inneren eines Leiters kein elektrisches Feld exis-
tieren. Demnach kann ein stationdrer Strom im Leiter nur dann existieren, wenn ein nicht elek-
trostatisches (nicht rotationsfreies Feld) im Leiter vorliegt, welches die Ladungstriger bewegt.
Diese werden von sogenannten elektromotorischen Kréiften erzeugt, z.B. Transformatoren,
elektrolytischen Konzentrationsdifferenzen, etc.

Man bezeichnet oft das iiber ein solches elektrisches Feld E genommene Wegintegral gﬁy Eds
als elektromotorische Kraft. Da im Allgemeinen die Ladungstriger bei ihrer Bewegung Reibung
erfahren, miissen diese elektromotorischen Kréfte stdndig Energie zufithren, damit der Strom
stationar bleibt. Diese Dissipationsenergie dufert sich als Joulesche Warme. Die pro Zeit-
und Volumeneinheit zu leistende Energie ist dabei durch

U* ,
— = pE =
%

- =

gegeben. Da die Bewegung der Ladungstrager durch dieses elektrische Feld E bewirkt wird,
muss ein Zusammenhang zwischen diesem E und der stationiren Stromdichte j existieren, die
im allgemeinen von der Dynamik der Ladungstrager im Leiter abhéngt, also materialabhangig
ist. Im Falle von metallischen (oder elektrolytischen) Leitern bei moderatem E-Feld gilt das
Ohmsche Gesetz

—

j=0E,

wobei die Konstante o die Leitfdhigkeit angibt. Andererseits hat man aber auch
// jdf =J=A|j| = Ac|E|  und /Ed§: |Ell=U,
A v
also folgt J = Ac|E| = J%U = % fiir die Stromstérke.

9.3. Ampeére-Gesetz und das magnetische Feld, Lorentz-Kraft

Neben der elektrostatischen bzw. elektrischen existiert noch eine weitere elektromagnetische
Kraftwirkung, ndmlich dann, wenn sich geladene Korper bewegen - man spricht von magneti-
schen Kriften. Empirisch betrachtet man zwei (unendlich lange) parallele Leiter 1 und 2 in
z-Richtung, in denen die stationdren Stréme J; bzw. Js fliefsen. Der Abstand der Leiter sei durch
d gegeben. Dann entspricht die vom Leiter 2 auf den Leiter 1 ausgeiibte Kraft pro Langeneinheit

%Fm =K-Ji Jz d
dies ist das erste Ampéresche Gesetz. Wenn also J; und Jo das gleiche Vorzeichen (gleiche
Flussrichtung) haben, so ziehen sich die Leiter folglich an, die wirken Kraft kann deshalb also
nicht in Zusammenhang mit elektrostatischen Kréiften stehen. Die Dimension der Konstanten
Kk ist bereits durch die Dimensionen der anderen Grofen festgelegt. Dazu betrachten wir unter
Verwendung von [J] = [¢] die beiden Kraftwirkungen

F J1J:
Coulomb-Kraft: Fio=C m—gz Ampére-Kraft: 12 12
T

— [F12] = H1n2 — [Flg] =
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9. Die Maxwellschen Gleichungen

und durch Gleichsetzen der beiden Einheiten gilt dann

L2 $2
€] — [k/C] = ol

[k] =

m?2

Eine Messung bei gegebener Ladung bzw. Strémen liefert dann die Beziehung x = c%, sodass k
folglich alleine durch die Konstante C' bestimmt ist. Es ergibt sich

1 I 1 _ o

e dmeg " Ameg 2 A
1
Gauft-System: C=1 — k=
c

mit der Konstante pg = 50% =A4r- 10_711%1 fiir ¥ in verschiedenen Einheitensystemen.

9.3.1. Detalliertere Messung der Krafte zwischen stationdren Stromkreisen

Man betrachte zwei Stromschleifen 71 und 5 in denen die stationédren Strome J; und Jo fliefsen.
Man bezeichne mit dl_; ein Leiterelement am Ort 7; fiir 7 = 1,2 sowie mit 79 := 71 — 75 wie
iiblich den Relativvektor. Die Kraft, welche die Stromschleife 5 dann auf die Schleife ; ausiibt,
ist durch das zweite Ampéresche Gesetz

ﬁ12 = K- J1J2§£ yﬁ |:dl_i X (dlz X m>:|
Y1 /72 i

gegeben. Um die Bedeutung dieses Doppelkurvenintegrals zu verstehen, forme man zunéchst in
Komponenten

(Fia)i =k - J1J2§£ yg |:€imn dly,m <dlz ?) ]
Y1 Y2 712

um, und da sich der rund geklammerte Teil als €5 dl2 s ’”;g £

(ﬁ12)i = kK- J1J26imn6nst§£ dlq m¢ dla @ .
Y1 Y2

Unter Verwendung der allgemeinen Beziehung €;mn€nst = 0;s0mt — 0it0ms und der Identitéat

o1
5%8(5’mt¢ dllm¢ des % dl21¢ dll % dl22¢ dll -V (—) =0
7 Y2 7“12 Y2 M 7”12 T 12

folgt dann fiir die i-te Kraftkomponente des magnetischen Ampére-Gesetzes

(ﬁlg)i = —K" J1J26m3¢ dle% dlgys Tl;’i = —K" J1J2(5m5.[
71 Y2 12

und damit in vektorieller Form

ﬁlgz —H‘Jljgyg % dlldlg T12 .
Y2 1

Man beachte, dass das zweite Amperesche Gesetz damit insbesondere antisymmetrisch unter
Vertauschung von 1 und 2 ist. Es stellt sich aber noch die Frage, wie die Grofie I in der vorletzten
Gleichung aussieht, wozu wir explizit nachrechnen miissen.
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9.3. Ampére-Gesetz und das magnetische Feld, Lorentz-Kraft

Sei die Stromschleife v, durch 7} = 71 (o) fiir 0 € [04, 0p] parametrisiert und die Stromschleife
72 analog durch 7 = 7a(7) fiir 7 € [7,, 7). Folglich gilt dann

12, oy —roe(T) d .
yﬁ dly;—2" :/ dTl2(§dT2,s(7) =: fis(™) ,
Y2 Ta

12 |71 — 7o(7)]

sodass fiir die Grofle I dann

1= i fu) = [ () forin ()

folgt.

9.3.2. Das magnetische Feld und Biot-Savart-Gesetz

In Analogie zur Elektrostatik beschreibt man das Zustandekommen der Kraft zwischen statio-
ndren Stromen so, dass man ein neues Feld, das magnetische Feld B(7,t) einfiihrt, welches durch
den stationdren Strom Js in 7» erzeugt wird, und dessen vektorieller Wert an einem beliebigen
Punkt # durch das Biot-Savart-Gesetz

B() = Balr) = ano p dly x =2

Y2 |’F_ F2|3

bestimmt ist. Die Kraft, welche die stationdre Stromschleife «; mit stationédrem Strom Jj in
diesem Magnetfeld spiirt, ist dann gleich

— 1 — —
F12:J1¢ dll XBQ('F) .
« 71

Die Freiheit der Konstanten « erlaubt es, das so definierte neue Feld mit beliebiger Dimension
und beliebiger Grofe zu versehen. Man setzt

SI-System: a=1 = ak=k= Ho
4
1 1

Gauk-System: a=c = aK=C5=—.
c c

Man beachte, dass dadurch im Gaufssystem E- und B-Feld gleiche Einheiten haben. Das Gesetz
von Biot-Savart lasst sich auf beliebige, nicht notwendig fadenférmige, stationédre Stromdichten
J(7) verallgemeinern. Es gilt dann

> o
N —" _, r—r 3_,
09 = Btr) = [ o) G

und in diesem magnetischen Feld spiirt eine andere Stromdichte J; () dann die Kraft

F12—///]1 é () d>F .
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9. Die Maxwellschen Gleichungen

9.3.3. Lorentz-Kraft

Betrachtet man nun speziell jede Stromdichte fl (7), die von der Bewegung einer einzelnen
Punktladung ¢ mit der Bewegung ¢ — 7(¢) und der Geschwindigkeit ' = %f’o(t) herriihrt, so

gilt fiir diese mit j = pt und p = q0B) (7 — %) fiir eine Punktladung
J(7) = g8 (7 = 7o (1)) - 9(7)

mit der Ladungsverteilung p(7) = g6 (7 — 7(t)). Die im &uBeren Magnetfeld B auf diese Ladung
ausiibte Kraft ist dann durch

mag—///ﬂ é (M) d*F = = /// £))T(7) x B(F)d>F
E“(To( )) x B(7o(t))

gegeben. Die bewegte Punktladung ¢ spiirt also im elektrischen Feld E und dem magnetischen
Feld B die Lorentz-Kraft

Fo R —

sl
=
&
I
(=)
el
=
_l’_
Q|
St
X
o
=
I
<
A~
=
_|_
&
X
&
~

Diese Formel gilt allgemein und ist eigentlich die operationale Definition von E und B. Fiir die
Verallgemeinerung auf Ladungsdichten hat man dhnlich

F(7,t) = p(F, ) E(7, 1) + LI t) x x B(7t) .

9.3.4. Eigenvektoren des magnetischen Felds

Um die Divergenz und Rotation des magnetischen Felds, welches von stationdren Strémen er-
zeugt wird (magnetostatisches Feld), zu bestimmen, betrachte man unter Verwendung von

L =9 2D
FE T =

é(?):om///ﬂ?’) ;_; B =V, xom// \T—F’\ &7

=V, x A(7) = rot A(7) .

Somit kénnen wir das magnetostatische B-Feld als Rotation B = rot A eines Vektorpotentials
darstellen. Insbesondere folgt damit

divB=VB=V(VxA) =0,

d.h. das magnetostatische Feld ist quellfrei bzw. ein reines Wirbelfeld. Man beachte dabei, dass
das Vektorpotential A nicht eindeutig bestimmt ist. Mit A folgt auch fiir

A A =A+ViFt) = BB =VxA+VxVf=VxA=F5.

-

Man berechne dann mit Hilfe der allgemeinen Identitéit V x (V x b) = V(Vb) — Ab sowie

v L = —ﬁ ! und A, 1

=

i — 4B (7 — )

=
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9.3. Ampére-Gesetz und das magnetische Feld, Lorentz-Kraft

als néchstes die Rotation des E—Feldes, hier gilt

Zi=t
vot B(7) = ¥ x B = ant, x (ﬁr « // I 2,| W)

rT—7Tr

= K2 -, 1 3=/ /// - 1 3=/
— r ryo = - Ar " y
akV ///j(r)V |r—r’|dr oK J (") |7“—r’|dr
- o . 1 -
= akV, /// [—j(?’)vrlw} &7 + drak /// FENEO (7= 7y dPF

. Lo 1 . .
2 akv, // Vi (7" e d*7' + Randterme +4rarj(7) = 4rakj(F) .

0, da stationér 0, da |j] =0 in 0o

Somit erhélt man in Abhéngigkeit des verwendeten Einheitensystem fiir die Rotation

o - NO;(F) : SI-System
t B — 4 . — >
rot B(7) mak - j(7) { 47"] (¥) : Gauk-System

Damit ergeben sich die Maxwellschen Gleichungen der Magnetostatik zu
div B(7) = 0 rot B(F) = 4mak - j(7)

die entsprechende Umwandlung in die zugehorige Integralform liefert dann das Ampéresche
Durchflutungsgesetz

//rotédf: 471'0(/43//3de drak - Jp .
F F

Unter Verwendung eines Vektorpotential A findet sich fiir die Rotation

rot B =V x (V x A) = V(VA) — AA = drar - j(7) ,
wobei man durch eine entsprechende Eichung (darauf gehen wir spéter genauer ein) das Vek-
torpotential A so wéhlen kann, dass VA = 0 gilt. Bei dieser Wahl vereinfacht sich die Gleichung

—\

dann zu AA = 4wak - j(7)

9.3.5. Anwendungsbeispiele
Magnetfeld eines unendlichen Leiterfadens und stationdren Stroms

Das Magnetfeld von geraden unendlich langen Leiterfaden entlang der z-Achse, die von einem
stationdren Strom J durchflossen werden, ist durch das Biot-Savart-Gesetz

S o
B(F):‘]/dz’xff,3
c |7 — 7|

Man verwende auf Grund der vorliegenden Symmetrie Zylinderkoordinaten (p, ¢, z), dann lauft
die Integration einfach 7/ = 2’2 entlang. Ist ¥ nun in der z-z-Ebene gewihlt, so gilt

F—7" =pp+ (2 —2)2 = |7 — 7| = /p?+ (2 — /)2
dix (F—7")=d2' - 2x (pp+ (2= 2)2) =dz’ - p(2 x p) +d2" - (2 — 2') (2 x 2) = ppd?
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9. Die Maxwellschen Gleichungen

folgt dann nach dem Biot-Savart-Gesetz fiir das Magnetfeld des Leiterfadens

— J 0 - 1 z—2'=% ~J > _ 1
B(r) = - dz' po 3 = ¢cp/ dzﬁ
—0 [pQ + (Z _ Z/)2:| 2 —00 [p2 + 22] 2
~d 1 z * ~J 1 21 -
~dop =¢=p-—(1—(-1) =--J¢
PR H R ch

Die Feldlinien entsprechen somit konzentrischen Kreisen um den Leiterdraht, wobei die Stéarke
des Magnetfelds B proportional der Stromstéarke J und des inversen Abstands % ist.

Magnetfeld und Vektorpotential einer beliebigen Stromschleife

Als Verallgemeinerung des vorigen Beispiels betrachte man nun eine beliebige Stromschleife C,
wobei wir das Potential A gemaf

1/// i) s 195 Jdi’
c |7 — 7| |7 — 7|

berechnen wollen. Es sei dabei |7] > |7/|, dann entwickeln wir zunéchst

N1<1+FF’>_1 7!
AT ) TR

N|=

11 1 1 (1 27?77’)‘
7= /2 27“7"’ + 7"’2 |"7| r?

sodass in der vorigen Gleichung fiir das Potential

- J dl’
A _ < l _»_»/ o l _»_>/
O=Lh T I BT = S

folgt. Sei nun n weiter ein beliebiger Richtungsvektor, dann gilt fiir die Projektion des Vektor-
potentials in diese Richtung mit Stokes

Verwendet man dann die Identiat bo

[61"’ X (ﬁ(T’F ))] = ezmnvr’,mnn(FF/) = _einmnnvr’,m(rz’d) = —€inmNnTm = _(ﬁ X 'F‘)z

fiir den Kreuzprodukt-Term der vorigen Potentialprojektion, so folgt fiir diesen schlieflich

% 7) J1, . - J1, L =
Ap = cr3//df n X 7) cﬁ(nxr)//Fdf’——crg(nxr)-F.

Weiter hat man allgemein die Gleichheit (@ x b) - @=@- (b x &), sodass sich obiger Term in

h=—"Zn(Fx F)= <‘] ! (F x )> ¥

crd

umformen lasst. Man beachte, dass bei einer ebenen Stromschleife das Gesamtflichennormal F
orthogonal zur Ebene steht, weiter gilt dann

L 1 /J = P J -
A(F):(Fxf):mxg mit = F
T C

r3 \ ¢
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9.3. Ampére-Gesetz und das magnetische Feld, Lorentz-Kraft

wobei man mit 7 das magnetische Moment der Schleife bezeichnet. Das B-Feld dieser be-
trachteten Stromschleife ergibt sich dann direkt aus dem ermittelten Potential zu

g:vx/r:w(mxT>:_ﬁx(mx61>:w(ﬁxm)
-

wobei verwendet wurde, dass A% = —4nd(7) = 0 fiir ¥ # 0 gilt. Die geometrische Form des
Magnetfelds der Schleife ist in groferer Entfernung gleich der Form des elektrischen Feldes eines
elektrischen Dipols, was man sich anhand der anfdnglich Taylorentwicklung veranschaulichen
kann. Ampére folgerte, dass jeder Magnetismus von einem elektrischen Kreisstrom stamme.

Kreisende Ladung

Man betrachte nun speziell ein Teilchen mit der Ladung ¢, welches sich mit der Frequenz v auf
einem Kreis mit dem Radius R bewegt. Es gilt dann J = qv und F = 7wR?, also folgt fiir das
magnetische Moment

J =
’)’ﬁ:—F:
Cc C

R .
QBT 5

Andererseits ist der Bahndrehimpuls der kreisenden Ladung auch gleich L = 7 x § = |7]-|p|F =
Rmyg|U|F'. Mit der Geschwindigkeit || = 2w Rv aus der Umlauffrequenz folgt nun sofort

L= Rmy - 2rRVF = 2R27r1/mqﬁ’

sodass sich umgekehrt gleichgesetzt mit der vorigen Gleichung fiir das magnetische Moment

4 5
2myc

m:

ergibt. Betrachtet man insbesondere ein einzelnes Elektron auf seiner Kreisbahn (beispielsweise
als Ndherung des Wasserstoffatoms im Rahmen des Bohrschen Atommodells), so ist sein ma-
gnetisches Moment durch m = 2n§eci gegeben, wobei der Vorfaktor e := 35— das Bohrsche
Magneton ist. Der Drehimpuls eines Elektons im Atom lésst sich mit dieser Grofe kurz als
L =h¢{ mit £ =0,1,2,3,... ausdriicken, das zugehorige magnetische Moment ldsst sich dann

in Abhéngigkeit des Drehimpulses als

eh
me(t) = 2m cﬁ

schreiben. Das Elektron besitzt einen zusitzlichen Eigendrehimpuls (Spin), der ebenfalls ein
magnetisches Moment

meg = 2

S
mc

erzeugt - allerdings entsteht diese Grofse erst im Rahmen der Quantenmechanik.

Bemerkung: Die Kraft, die ein Leiterkreis mit dem magnetischen Moment 1 in einem duferen
magnetischen Feld B¢ spiirt, ist durch F = —V(—mB¢) = —VCp,(T) gegeben.
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9. Die Maxwellschen Gleichungen

9.4. Faradaysches Induktionsgesetz und die Maxwell-Gleichungen

Zur Beschreibung der elektromagnetischen Wechselwirkung mussten bisher zwei verschiedene
Arten von Feldern eingefiihrt werden:

e das elektrische Feld E(7) mit Fy = ¢E(7) (Kraft auf ruhende Probeladung)
e das magnetische Feld B(7) mit Fie = 17 x B(7) (Kraft auf bewegte Probeladung)

Umgekehrt wird durch ruhende Ladungen ein elektrisches Feld erzeugt, wihrend magnetische
Felder durch bewegte Ladungen erzeugt werden. Im statischen Falle gelten die vier Gleichungen

divE = VE = dmp rot E=VxE=0 Mazwell-Gl. der Elektrostatik
divB=VB=0 rot B=V x B = 47”; Mazwell-Gl. der Magnetostatik

Es stellt sich die Frage, wie diese Feldgleichungen im allgemeinen Fall aussehen, d.h. wenn die
Ladungsverteilung p = p(7,t) und die Stromdichte j = j(7,t) zeitabhéngig sind.

e Mit einer zeitabhingigen Verteilung p(7,t) erhalten wir ein zeitabhéngiges Feld E(F, t).

Weiter léasst sich aus der Zeitabhingigkeit von p(7,t) auf eine zeitabhéngige Stromdichte
(7, t) schlieRen, woraus sich wiederum auf eine zeitabhéingiges magnetisches Feld B(7,t)
schliefen lisst. Aber wie lisst sich von der Zeitabhéingigkeit von E(7,t) auf die von B(F, t)

schlieflen?

e Eine Ladung ¢ ruhe im Inertialsystem IS’ und spiirt dort in einem Feld E/ bzw. B’ die
Kraft F/ = qE' . Man betrachte dann weiter die Ladung ¢ aus einem relativ zu IS’ mit
der Geschwindigkeit ¥ bewegten System IS. Die Ladung ¢ spiirt im Feld E bzw. B dann
die Lorentz—Kr%ft FL, = q(E + g X é) Bej kleigen gesc}iwindigkeiten U erwartet man eine
Kraftwirkung F' =~ I, also fiir das Feld E' = E + £ x B.

e Mit Hilfe des Biot-Savart-Gesetzes ldsst sich von der Stromdichte j(7,t) auf das magne-
tische Feld B(7,t) schlieRen. Die Frage ist nun, ob sich auch umgekehrt von B(7,t) auf
J(7,t) schliefsen lasst.

9.4.1. Das Induktionsgesetz

Faraday fand 1831 dass ein verdnderliches magnetisches Feld einen Strom in einen Leiter in-
duziert. Man betrachte dazu einen Leiterkreis in einem beliebigen dufseren magnetischen Feld
B(7,t). Der magnetische Fluss durch diese Leiterschleife ist durch

Fmag = //F LB

definiert. Empirisch stellt man fest, dass wenn sich dieser Fluss zeitlich dndert, so wird in der
Schleife C' ein zusatzlicher Strom erzeugt, d.h. ein zusétzliches (nicht wirbelfreies) elektrisches
Feld E und somit eine elektromotorische Kraft

L d d .
Bdi'= —6% pne = —5// Baf .
750 dt e e

Die Verallgemeinerung sieht dann wie folgt aus: Die Tangentialkomponenten eines Feldes sind
an der Oberfliche von Leitern stetig, also existiert £ auch auferhalb des Leiterkreises, folglich
erzeugt ein variierendes Magnetfeld auch ein elektrisches Wirbelfeld.
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9.4. Faradaysches Induktionsgesetz und die Maxwell-Gleichungen

Bemerkung: e Der magnetische Fluss ¢mag ist unabhéngig von der Gestalt der Fléache F,
sondern héngt nur von der Randlinie C ab. Den Grund dafiir findet man in der empirischen
Feststellung VB = 0, woraus die Darstellbarkeit B =V x A folgt, die dann wegen

¢mag:// gdf:// rotgdf:yﬁgdg
F(C) F(O) c

unabhéngig von F ist.

e Das negative Vorzeichen des Induktionsgesetzes folgt aus der Lenzschen Regel, nach der
die Wirkung stets der Ursache entgegengesetzt sein muss (sonst wiirde aus einer minimalen
Ursache eine stetig wachsende Wirkung hervorgehen, da eine Wirkung wieder Ursache eine
neuen Wirkung ist).

e Die zuvor noch unbestimmte Proportionalitdtskonstante § ist experimentell zu § = é
bestimmt. Dieses wird auch theoretisch aus der Forderung der Galilei-Invarianz des In-
duktionsgesetzes erzwungen, also gilt § =1 im SI-System und ¢ = % im Gaufs-System.

Das Induktionsgesetz léasst sich wieder in einer differentiellen Form darstellen. Im Bezugssys-
tem, wo die Leiterschleife C' ruht, gilt

—5//F(C) Bdf = —5// e 55 t)df = yﬁEdl //F(C)rotEdf,

also lautet das differentielle Induktionsgesetz

. 0 -
FE=-/—B.
rot 581&

9.4.2. Die vollstandigen Maxwellschen Gleichungen der Elektrodynamik

Mit der Elektro- und Magnetostatik, dem Ampéreschen Durchflutungsgesetz und dem Faraday-
schen Induktionsgesetz kennen wir nun prinzipiell die ganze Dynamik des Elektromagnetismus.
Bisher wurden dabei die folgenden Relationen fiir das E- und B-Feld gezeigt:

1. VE = 47Cp(7) in der Elektrostatik,

2. VB =0 in der Magnetostatik,

3. VxE = —5%5 allgemein und

4. V x B = 4rark - j(7,t) in der Magnetostatik.

Wir stellen uns jetzt noch einmal die Frage, wie sich diese Gleichungen so verallgemeinern lassen,
dass sie fiir beliebige zeitabhéngige Verteilungen p(7, t) und Stromdichten j(7,¢) die zugehorigen
Felder E(7,t) und B(7,t) bestimmen. Betrachten wir dazu die einzelnen Gleichungen noch
einmal:

1. Das Gesetz VE(7,t) = 4nCp(F,t) gilt auch allgemein, denn die Kraft auf eine ruhende
Probeladung ist per Definition gleich F = qE(r t) und wird zu jedem Zeitpunkt ¢ von

einer Quellladung p(7,t) erzeugt. Zu jedem Zeitpunkt gilt aukerdem das Gaufk-Theorem,
also folgt VE = 4nCp(7,t).
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9. Die Maxwellschen Gleichungen

2. Empirisch zeigt sich, dass dieses Gesetz auch allgemein gilt, da es keine magnetischen
Monopole gibt, also VB(7,t) = 0.

3. Die dritte Gleichung VxE=-4 %é ist bereits allgemein giiltig.

4. Die Gleichung V x B = 4rak - f(f’, t) kann allgemein nicht giiltig sein, denn durch

-

divrot B = V(V x B) =0

impliziert sie 6] = 0. Nach der bereits bekannten Kontinuititsgleichung gilt aber all-
gemein Vj = %p = 0, und da uns ja gerade %p = 0 interessiert, sollte auch Vj # 0
sein.

Um dies zu korrigieren, titigen wir die folgenden Uberlegungen: Da div rot B = 0 ist,
muss auf der rechten Seite der Gleichung folglich ein Ausdruck stehen, dessen Divergenz
verschwindet und im Fall der Stationaritit zu j(7) wird. Man betrachte dazu

- - 1 0= = /(- 1 0 =

es liegt dann nahe das Gesetz V x B = 4wak - j(7,t) in der Form

- - - 1 0 = - ak 0 =
VxB=4 +——F | =4 j+ —=——F
X ok (J T mc o ) ORI E o o
zu verallgemeinern. Dabei bezeichnet man %%E auch als Maxwellschen Verschie-

bungsstrom.

Man beachte, dass eine vollstdndige Ableitung der Maxwellschen Gleichungen, d.h. ohne die oben
verwendeten heuristischen Argumente im Rahmen des Relativitdtsprinzips geschehen kann, dies
werden wir im letzten Kapitel dieses Abschnitts nachholen. Die vollstindigen Maxwellschen
Gleichungen lauten nun

disz47GC divB =0
- 0 = ~ - 0 = .
rotE:—daB rotB:4waK'j+%aE

Die vier auftretenden Konstanten C', «, x und § nehmen in den unterschiedlichen Einheitensys-
temen die in der folgenden Tabelle zusammengetragenen Werte an:

SI-System: ﬁ 1 to 1
Gaufs-System: 1 c CLQ %
ese-System: 1 1 CLZ 1
Lorentz-System: ﬁ ¢ ﬁ %

Tabelle 9.1.: Konstanten der Maxwell-Gleichungen in unterschiedlichen Einheitensystemen.

Man beachte, dass davon nur die Konstanten C' und « wirklich frei wéahlbar sind, die iibrigen
beiden sind durch diese Wahl denn bereits festgelegt. Folglich nehmen im SI- und Gaufs-System
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9.5. Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes

SI-System Gauls-System

== 1 S
(M1) VE = _p VE =4mp
(M2) VB=0 VB =0

V x E=—-28 S P _1073
(M3) VxE=-28 VxE=-125
(M4)  VxB=puj+ s5E VxB=171 10F

Tabelle 9.2.: Die vollstéindigen Maxwell-Gleichungen

die vollstédndigen Maxwellschen Gleichungen damit die bekannte Form in der folgenden Tabelle
an.

Die vollstandigen Maxwellschen Gleichungen stellen somit (komponentenweise betrachtet)
acht partielle Differentialgleichungen fiir £ und B dar, die linear und gekoppelt sind. Dazu
kommt als Konsistenzgleichung noch die Kontinuitatsgleichung

8
=0
Vit =0
denn aus 7§(47T,0 VE) + V(T7r %gﬁ V x é) = 0 nach (M1) und (M4) folgt bereits
AT =- 0
- —(Vi+ 5" p)=0.

Man beachte dass die operative Definition der Felder E und B sich aus der Lorentz-Kraft
F, = pE + j x B ergibt. Direkt aus den Maxwellschen Gleichungen ergeben sich noch die
folgenden Merksatze

e Die zeitliche Anderung eines magnetischen Feldes erzeugt ein (linksgerichtetes) elektrisches
Wirbelfeld nach (M3).

e Die zeitliche Anderung eines elektrischen Feldes erzeugt ein (rechtsgerichtetes) magneti-
sches Wirbelfeld nach (M4).

Von nun an werden wir mit den Einheiten des Gaufs-Systems weiterarbeiten.

9.5. Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes

Wir haben allein aus der empirischen Existenz einer Kraftwirkung zwischen unbewegten und be-
wegten Ladungen auf ein magnetisches und elektrisches Feld geschlossen, wir werden nun sehen,
dass diese noch weitere aus der Mechanik bekannte Eigenschaften tragen. Man betrachte dazu
zuerst den Spezialfall eines elektrischen Feldes, welches von den ruhenden Ladungen ¢, ..., qN
bei 7, ..., 7N erzeugt wird. Dieses Feld wirkt eine Kraft auf eine zusétzliche Probeladung aus
und beschleunigt diese. Es verrichtet also Arbeit, d.h. es fiihrt insbesondere der Probeladung
Energie zu - folglich muss das Feld selbst einen Energiegehalt haben.

9.5.1. Der Energiegehalt des elektrischen Feldes

Der Energiegehalt einer Ladungskonfiguration ist durch die Arbeit A, die aufgebracht werden
muss um diese Ladungskonfiguration aufzubauen, definiert. Fiir eine diskrete Ladungsverteilung
berechnet man die Arbeit A wie folgt:
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9. Die Maxwellschen Gleichungen

Es seien zunéchst alle Ladungen im Unendlichen und unendlich voneinander entfernt. Um
nun die Ladung ¢; an ihre Endposition 71 zu bringen muss keine Arbeit verrichtet werden. Die
Ladung q; erzeugt jedoch selbst ein Potential

qa
CI)l )= 5 =5 -
(7) ey
Wird nun die Ladung g2 nach 75 gebracht, so muss die Arbeit Ao gegen das Potential &1 der
ersten Ladung verrichtet werden. Das neue Potential ®5 ergibt sich dann aus der Summe der
Einzelpotentiale, die von den Ladungen ¢; und ¢o erzeugt werden, geméf dem Superpositions-
prinzip. Es gilt

q1 q2
Po(F) =z =+ == =  A=qd =
|7 — | |7 — 7y

und fahrt man interativ mit diesem Prinzip fort, so erhélt man schliefilich allgemein

N
o(r) = Z 4 = = AN =gqNPN-1 =

Die Gesamtarbeit A ergibt sich dann folglich aus der Summe der einzelnen Arbeitsteile A; fiir
i=1,..., N, sodass wir

qi4j qiq;
A= ZA Zzh" —jr\ Z|r —]7“]|

=2 j<i

erhalten. Allgemeiner ersetzt man die Summationen dann durch Integrale, und erhélt so den
analogen Ausdruck fiir die kontinuierlichen Ladungsverteilungen

=g [l oo ([ 5 ate) =g fff worer v

Unter Verwendung der Poisson-Gleichung A® = —47p erhélt man dann daraus weiter

——177// (AD)D &7 = ///WVMS*PI /// (V) &7

und mit £ = —V® folgt daraus dann der Term

A:// ;TEQd3*=///wel(f)d3f

fiir die Arbeit, wobei der Teil w® als elektrische Energiedichte bezeichnet wird.

9.5.2. Die elektromagnetische Energiedichte

Man betrachte nun allgemein ein beliebiges E- und E—Feld, dass von p und ; erzeugt wird. Die
Kraftdichte auf andere geladene Materie im Feld dann durch
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9.5. Energie und Impuls des elektromagnetischen Feldes

gegeben. Durch diese Kraft wird Materie bewegt, z.B. in einem Volumenelement d> bei 7 werde
diese um dr* bewegt. Dabei leistet das Feld die Arbeit pro Volumen dw™?" = F} (¥, t) dF, woraus
sich die Leistungsdichte

4t — B0 9T~ ) (pm DE(H) + 277 ) % é(ﬁt))

dt
= (p(F, )37, ) E(F, 1) = j(7.4) E(F',t)

ergibt. Man betrachte nun ein beliebiges Volumen V. Die Arbeit, die das Feld auf die im Volumen
V befindliche Materie leistet, ist dann gleich

gt = & sty — ] 8

Nach der dritten und vierten Maxwellschen Gleichung gilt

N 5 120 - dro= 150 =
B-rtE+-B2B=0 ud E- rotB—lgE “EZE=0
c Ot ot

aus denen sich insbesondere die Identitat

9}

1/-55 LR - - - S AT oo

- (EE+BB) 4 BrotE— Erot B+ “LjE =0

c c
ergibt. Allgemein gilt V(E x B) = Brot E — Erot B, denn komponentenweise betrachtet gilt
die Gleichheit

ﬁ(E) X é)z == VieijkEjBk = fzjk(sz])Bk + eijkEjVin == EkijBkviEj - eﬁkEle-Bk 5

sodass Einsetzen dann die Gleichheit

L d (= 2 Amom
%£(E +B?) + V(E x B) + TJE =0
d 9 2\ c - N .
— £8—(E +B) VL x B) - JE

ergibt. Uber die urspriingliche Leistungsdichte erhalten wir damit dann die am Volumen V
verichtete Arbeit

///87r (2 + B?) a7 //V (B x Byd r_/f/]]@dsf
N #(V)4WE )df - ///JEd?”

lle elnes unendlich groken Volumens V — R? und dem mindestens quadratischen Abfall
L fiir r — oo geht dieser Ausdruck dann iiber in

d
2 n2 3= = mat
///871' E +B a’r ///]Edr dth

sodass fiir wir damit als Integranden schlieklich den Ausdruck

1 /ey =
/// — (E2 + B2> d37 + wiP*® = konst
\ 8

erhalten, somit ist w*"(7,t) = %(E’Q + B?) die Energiedichte des elektromagnetischen
Feldes.

Im

Fa
E,B x
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9. Die Maxwellschen Gleichungen

9.5.3. Poynting-Vektor des Energieflusses

Nachdem wir den elektromagnetischen Feldern auch einen Energiebegriff zugeordnen haben,
stellt sich die Frage, wie sich diese Energie im Lauf der Zeit verdndern kann. Dazu definieren
wir den sogenannten Poynting-Vektor

= c = -,
S=—(FEFxB
47T( X )7

den man als Vektor des Energieflusses interpretieren kann. Er beschreibt also die Energie, welche
pro Zeiteinheit durch eine Randflache fliefst. Folglich gilt das Poynting-Theorem

d ma =
yr (Wi + wi) // VS d3F

wobei fiir die Energie in der Materie und die elektromagnetische Energie

1 VL
mat 3= em __ 2 2 3=
///]Ed und wv_&r//v(E + ) &

gilt. Das Poynting-Theorem lésst sich auch iiber die Umformung
d mat 3= JIf
— (wv + wv VS d’r = — Sdf
dt S(V)

<:>///Vjﬁd3 // dwede?ﬁ— ﬂ Saf

in einer einfacher zu verwendenden differentiellen Form

em

V. 4divS=0

-

JE +

formulieren. Wenn nun wieder das Volumen V' beliebig grofs wird und E und B quadratisch
abfallen, so gilt

ﬁ Sdf =0 = d(w$at+wv):0.
% dt

9.5.4. Elektromagnetischer Impuls und Maxwellscher Spannungstensor

Als vorlaufig letzten Aspekt der Elektrodynamik betrachten wir den elektromagnetischen Im-

puls, wofiir man die Newtonsche Gleichung F=4% dj“ und F = pﬁ + %; x B gleichsetzt. Es

gilt dann durch Umformung der ersten und vierten Maxwell-Gleichung

:HE ﬁﬁﬂﬁxé)xéi;(ﬁxé)ﬁx(ﬁxﬁ)]
1 |2 oo < - o .~ 479§
:EEVE—EX(VXE)—BX(VXB)—CTE
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9.6. Interpretation des elektromagnetischen Felds

Fiir das mittlere Doppelkreuzprodukt E x (6 X E) gilt dann komponentenweise

B (V< B)| = eijuByerst Vs By = inena B3 Vo = (3isdje — 8do) By Vo Ey

7

1_ -
= 0;tE;ViBy = 05 BV s By = E;jViEj — B;V; B = 0V (E?) — E;V,E; .

Differenziert man nun auf der anderen Seite den elektromagnetischen Impuls nach der Zeit, so
ergibt sich

dpmat 1 1 =2 =2 1 85
i — v, (EEJ +BiB; — 56 (E +B ) -5

Zur Verkiirzung dieses Terms definiert man den Maxwellschen Spannungstensor durch
Setzt man dann weiter p°™ = C%g , so gilt der Impulserhaltungssatz

9t (pi‘mt +p§m) = V,;T;;

des elekromagnetischen Impulses. Es folgt sofort die integrale Darstellungsform

d
/// (P + pi™) &7 = // VT d°F = # Tij dfy
dt JI)v 1% S(V)

folglich gibt der Maxwellsche Spannungstensor den Impulsfluss durch den Rand S(V') des Vo-
lumens an, und Tj; df; ist die i-te Flichenkomponente der Kraft, die auf df; wirkt.

9.6. Interpretation des elektromagnetischen Felds

In den vorangegangenen Abschnitten haben wir sehr viele Eigenschaften der elektromagneti-
schen Felder E und B gesammelt, aber bisher noch nicht betrachtet, wie dieses vollig inma-
terielle Objekt ,Feld“ iiberhaupt zu verstehen ist. Das elektromagnetische Feld stellt eigene
Freiheitsgrade in sich dar. Die Koordinaten dieses Freiheitsgrades sind die Werte des Feldes
(E(F, t),é(ﬁ t)) an den verschiedenen Raum- und Zeitpunkten, d.h. das Feld ist ein System
mit kontinuierlich vielen Freiheitsgraden.

Man kann sich dieses aber auch anschaulich als den Limes von Feldwerten an diskreten
Raumpunkten vorstellen. Der Lagrange-/Hamilton-Formalismus fiir die Freiheitsgrade und das
Noether-Theorem liefern dann die Feldenergie, den Feldimpuls und den Felddrehimpuls als Er-
haltungsgrofsen.
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10. Losungen der Maxwell-Gleichungen

10.1. Entkopplung der Maxwell-Gleichungen mittels Potentialen

10.1.1. Potentialformulierung

Nachdem wir im vorangegangenen Kapitel die vollstdndigen Maxwell-Gleichungen aufgestellt
haben, sollen sie nun gelost werden. Dazu ist es zunéchst einmal nétig, diese partiellen Differen-
tialgleichungen zu entkoppeln, was durch die Verwendung von Potentialen geschieht. Aus dem
zweiten Gesetz div B = 0 folgt, dass man B als B = rot A fiir ein geeignetes Vektorpotential
ff(f', t) darstellen kann, denn mit B =V x A folgt

$B = V(Y x 4) =

Dabei ist das Vektorpotential A nicht eindeutig, sondern nur bis auf Eichtransformationen der
Form A — A’ = A+ V[ fiir eine beliebige Funktion f bestimmt, denn Einsetzen zeigt

— VXA =VxA4+VxVf=VxA=FB.
Man betrachte dann das elektrische Feld E. Aus der dritten Maxwell-Gleichung (M3) folgt

10 = 10 1 0 - S 10 -
rOtE——EaB: EarOtA——ErOt (atA> <— rot <E+CatA):07

sodass sich das Vektorfeld £ + %%/T als Gradientenfeld

- 10 - 10 -
E4-2A=-Vd <« E=-Vd—-—A4
+ cOot c Ot
fiir ein geeignetes Skalarpotential ®(7,t) darstellen ldsst. Damit sind die beiden elektromagne-
tischen Felder ' und B mittels der Potentiale A und & dargestellt.

Man beachte aber, dass die Eichtransformation des Vektorpotentlals A — A+ Vf alleine das
elektrische Feld E um 1 V f dndern wiirde. Damit auch E invariant bleibt, muss man be1 der
obigen Elchtransformatlon zusitzlich auch das Skalarpotential ® durch ® — & = & — EE o f
mittransformieren, denn es gilt dann

_ _, 10 1 8 10 = 10 -
ESE =-Vd --2A=-Vd - ——= —Vd——— A=
Ve - o V+Vf et A A e S
Folglich bleiben also fiir ein beliebiges f(7,t) unter der gemeinsamen Eichtransformation
der Potentiale

d— P = @—lgt A A =A+Vf

die elektromagnetischen Felder Eund B ungedndert. Folglich miissen auch die Maxwell-Gleichungen
fiir die Potentiale ® und A unter dieser Eichtransformation invariant sein.
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10.1. Entkopplung der Maxwell-Gleichungen mittels Potentialen

Die Maxwell-Gleichungen (M2) und (M3) sind bereits alleine durch den Potentialansatz er-
fillt. Fir (M1) hat man VE = 47p, sodass in Potentialform das Gesetz (M1')

- - - 10 = 10 - o oo - 120 1 0% - drm-
A ——— |- VO —-——-—A ) = A —AA+-V—d+——A=—j
Vx (Vx4 08t< v c@t) vivA) +cv3t T 2o ¢’
1 62 2 ofes 10 4 -
— O :”j—V(VA+8<1>>
c cot

die entsprechende Potentialgleichung (M4'), wobei der Differentialoperator [ = C%g—; — A als
Quabla oder D’Alembert-Operator bezeichnet wird.

10.1.2. Entkopplung

Aus den Maxwell-Gleichungen (M1) und (M4) fiir die Felder E und B haben wir jetzt zwei
Gleichungen (M1’) und (M4’) fiir die Potentiale ® und A erhalten - diese sind aber noch immer
nicht entkoppelt. Wir kénnen nun aber die Eichfreiheit der Potentiale verwenden, d.h. man wéhle
die Eichung der Potentiale so, dass fiir die umgeeichten Potentiale ' und A’ die Bedingung
VA +-—=3"=0 10.1

* cot (10.1)
erfiillt ist. Die Frage, ist dann welche Bedingungen die Eichfunktion f(7,t) erfiillen muss, damit
die geeichten Potentiale der vorigen Bedingung geniigen. Einsetzen liefert die Bedingung

10 - - 10 10 - 19 1 92
1! 77/ - Y — - v Y
O—VA+Ca<I> V(A+ V) v <<I> at> VA+Cat<I>+Af c2at2f
10
— 0Of = VA+fa<I>

jede Losung dieser inhomogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung ist somit eine mogliche
FEichung. Nachdem eine solche Eichung gewéhlt ist - beispielsweise die Lorentz-Eichung mit
VAL = —199L nehmen die Potential-Maxwell-Gleichungen (M1’) und (M2’) die Form

47 o

(M1) Od" = 4mp (M4') OAY = —i

an. Das System ist jetzt entkoppelt und besitzt die Struktur der inhomogenen Wellengleichung.
Es sei dabei noch einmal ausdriicklich darauf hingewiesen, dass diese beiden entkoppelten Glei-
chungen dquivalent zu den vier im letzten Kapitel hergeleiteten Maxwell-Gleichungen sind -
aber nur in der Lorentz-Eichung, d.h. nur jede Losungen, welche auch die Eichbedingung
erfiillen, sind physikalisch richtig.

Manchmal wird aber statt der Lorentz-Eichung auch eine andere Eichung gewahlt, etwa die
Coulomb-Eichung mit VAC = 0. In dieser Eichung erhilt man dann

A 4w o o

. L2 - =0 &
AQC=—dmp DAY= S =—"ju  mit  ju=j- V.0
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10. Losungen der Maxwell-Gleichungen

wie schnell nachzurechnen ist. Fiir A®C = —47p ist uns die Losung bereits durch

o= [ Fop e

bekannt. Unabhéngig von der Eichung gelten fiir die Felder E und B die Gleichungen

- 10- =~ Ar
DE:—47r(Vp+ 2(%) DB:?TO'C],
denn aus der Maxwell-Gleichung rot E = —%%é folgt rot rot E = —% rot %B’ . Die Rotation der
Rotation lisst sich iiber V x (V x E) = V(VE) — (VV)E dann in

.= = 10 -, - . Aard- 10 =
graddlvE—AE:—EarotB = 4WVp_AE:_07§J_07&E
- - 47 0 »
<— OF =—-47Vp— ——3
VP 2t

umformen. Fiir die allgemeine Losung einer inhomogenen Wellengleichung Oy (7, t) = 4mg(7, t)
gilt die Zerlegung

90(7?7 t) = Yhom t+ ¥ih ,

d.h. die Summe aus einer allgemeinen homogenen und einer speziellen inhomogenen Losung. In
den folgenden Abschnitten werden wir nun diese homogenen und inhomogenen Lésungen finden.

10.2. Die freie Wellengleichung und ebene Wellen als Losungen

10.2.1. Allgemeine L6sung von Wellengleichungen

Durch Oy = 0 sind die Maxwell-Gleichungen im Vakuum gegeben, bzw. in jedem Teil des
Raums, wo keine Ladungen oder Stromdichten zu finden sind. Diese homogenen Differential-
gleichungen wollen wir nun l6sen.

o Raumlich eindimensional: Fir eine Raumdimension erhalten wir ¢ = ¢(x,t), also die
Differentialgleichung

1 0> 09?
Dw:(@mz‘&ﬂ>”%“:0'

Fiir jede beliebige eindimensionale Funktion f und g ist sind dann die Funktionen

oz, t) = f(§) mit {=z—ct p(z,t) =g(n) mit n==z+ct

Losungen, denn es gilt unter Verwendung der Kettenregel der Differentiation

216 =2F0% = %ﬂ®<>=—d'=: &) =
21O =%l =%l =1 = ZfE) ="
fiir die einzelnen Teile, also folgt
1 0

He=agel - at2f ["==0.
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Wie lédsst sich die Form dieser Losung nun physikalisch interpretieren? Es handelt sich
dabei um eine durch die frei wahlbare Funktion f bestimmte (eindimensionale) Feldver-
teilung, die zum Zeitpunkt ¢ = 0 durch ¢(z,0) = f(x) gegeben ist. Im Laufe der Zeit
wandert diese Verteilung mit der Geschwindigkeit ¢ in positive z-Richtung, ohne ihre Ge-
stalt zu verandern. Dies ist daran zu erkennen, dass ein zur Zeit ¢ = 0 festgelegter Feldwert
fo bei xg nach einer Zeit t > 0 bei x = zg + ct angelangt ist, denn fiir dieses x und dieses
t gilt

flx—ct) = f(xo+ct —ct) = f(xo) = fo -
Im Fall von ¢(z,t) = g(n) handelt es sich daher um eine mit der Geschwindigkeit ¢ nach
links laufende Feldverteilung. Eine allgemeine Loésung der homogenen eindimensionalen
Wellengleichung ist dann durch das Superpositionsprinzip ¢(z,t) = f(§) + g(n) gegeben,
wobei Linearfaktoren direkt in die Funktionen f und g aufgehen.

e Raumlich dreidimensional: Fiir drei Raumdimensionen wird die Differentialgleichung fiir
@ = (7, t) zu der (aus mathematischer Sicht) ungleich komplizierteren Variante

1 92 0? 0? 0?
Op=5= - — Ft) =0 .
4 <C2 o2 ox?  Oy? 8z2> w(7 )
Auch hier konnen wir einen ahnlichen Ansatz wie im Eindimensionalen verwenden. Fiir
jede beliebige Funktion f(7) und g(7) ist dann

o(rt) = f(§) mit &=nr—ct o(rt) =g(n) mit n=ni+ct
fiir einen beliebigen Einheitsvektor 71 eine Losung, die sogenannte ebene Wellen-Lésung.
Die Fliache konstanter Phase C' ist durch die Gleichung ni' — ¢t = C < nr=C + ct

gegeben, dieses ist eine Ebene orthogonal zu n, die sich mit der Geschwindigkeit ¢ in
Richtung n bewegt.

Fine andere Klasse von Losungen sind die Kugelwellen, bei denen die Flachen konstanter
Phase gerade konzentrische Sphéren um einen Ursprungspunkt sind. Man erhélt sie, indem
man Losungen der Form o(7,t) = h(|F],t) = h(r,t) sucht. Fiir den Gradienten von h = h(r,t)
gilt

Vh(r,t) = ;rh(r, H)Vr = h’; = W7,

wobei eine genaue Herleitung des Gradienten in den verwendeten Kugelkoordinaten im mathe-
matischen Anhang zu finden ist. Der Laplace-Operator angewendet auf h liefert dann

. - - o7 1 1 29
Ah = SVh = V(WF) = (VH)P + BV = Wi ont —pr ot = (92 429y,
r r r or?  ror

also ergibt sich fiir die homogene Wellengleichung fiir A dann

1 62 2 20 11 02 16?
Hh(rt) = Zap" — (az i rar> h= a5t
1/10% 02 !
— . <0237§2 — W) (rh(r,t)) =0

Somit ist h(r,t) eine Losung der dreidimensionalen Wellengleichung, wenn rh(r,t) eine Losung
der eindimensionalen Wellengleichung ist, also von der allgemeinen Gestalt

rh(r,t) = f(r —ct) + g(r + ct) bzw. h(r,t) = %f(r —ct)+ %g(r +ct) .

auslaufende einlaufende
Kugelwelle Kugelwelle
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10.2.2. Ebene harmonische Wellen

Spezielle ebene Wellen oder Kugelwellen sind die sogenannten harmonischen (also monochro-
matischen und periodischen) ebenen Wellen bzw. Kugelwellen. Dazu sei k eine beliebige reelle
Grofe. Man definiere dann

kE = ki — ket = ki —wt  mit  k=kn, w=ke

und wihlen als f(¢) die Funktion f(¢) = et = ¢(7,t) = exp (:l:i(EF—wt)). Die Wellen-
gleichung ist eine Differentialgleichung mit reellen Koeffizienten, also ist mit jeder komplexen
Losung auch die komplex konjugierte davon wieder eine Losung. Aufgrund der Linearitéat der
homogenen Gleichung sind dann auch wieder Real- und Imaginérteil eine komplexen Lésung
einzelne Losungen der Differentialgleichung. Wie wir bereits in der Mechanik erwahnt haben,
wahlt man dann von komplexen Losungen folglich den Realteil als die zugehérige physikalische
Losung aus.

Es bleibt die Frage zu kliren, wie die Losung (7, t) = exp (:I:i(Ef" — wt)) physikalisch zu
interpretieren ist. Fiir einen festen Zeitpunkt, etwa ¢ = 0, erhélt man aus exp(ikr) — cos(kr)
eine raumliche Verteilung. Sei beispielsweise k= (0,0,k), dann hat cos(kz) eine réaumliche
Periodizitat von A = 2?”, denn

cos (k(z 4+ X)) = cos(kz + 2m) = cos(kz) .

Andererseits erhélt man fiir festes r, etwa r = 0, also exp(iwt) — cos(wt) einen periodischen
zeitlichen Ablauf mit einer Periode T = 27,

Somit beschreibt (7, t) = exp (:l:i(EF — wt)) ein rdumlich und zeitlich unendlich ausgedehntes
periodisches Wellenfeld mit der rdumlichen Periode A = 2?” und zeitlicher Periode T = %’T,
welches sich in Richtung 7 mit der Geschwindigkeit ¢ weiterbewegt. Analoges gilt auch fiir
harmonische Kugelwellen mit h(r,t) = 1 f(£) = 2 exp (i(kr — wt)).

Es soll nicht unerwahnt bleiben, dass man die Losungsmannigfaltigkeit der harmonischen
ebenen Wellen auch durch einen ganz anderen Ansatz erhalten kann. Dazu betrachte man noch

einmal die zugehorige partielle Differentialgleichung

1 9

und verwende dann den Seperations-Ansatz ¢(7,t) = ¢(z,y,2,t) = X(2)Y (y)Z(2)T(t), d.h
man erhilt die Gleichung

X// Y/l Z/l 1 T/I 9 9 9 9
Damit erhilt man dann fiir jede der rdumlichen Koordinatenfunktionen eine eigene, einfach zu
16sende Differentialgleichung, etwa im Falle der z-Koordinate

X// 82

= = k2 — Z X = kX (z) .

X T axQ T (.’I})

Als alternativen Losungsansatz fiir die Differentialgleichung wihle man nun den Ansatz
o(7,t) = exp (i(l;:f’$ wt)) mit w = c|k|

fiir den Vektor k = (kz, ky, k). Bei gegebenem k ist die komplexe Losung dann durch

SDE(Fv t) = AEei(EF_“’t) + BEei(EF—i-wt)
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gegeben, sodass wir schliefllich als physikalische Losung einer einzelnen harmonischen ebenen
Welle

cpghy( t) =Re [(Re Az +1Sm Ap) (cos(EF— wt) + isin(kF — wt))
+(Re B +19m By) (cos(kF + wt) + isin(kF + wt))]

erhalten. Die allgemeinste Losung ist dann durch eine (kontinuierliche) Linearkombination ebe-
ner Wellen durch ein Wellenpaket in folgender Form gegeben:

1) = // R AR)F—0) 4 p(R)eiFr—w)

10.2.3. Freie Wellengleichungen der Felder, elektromagnetische Wellen

Natiirlich lasst sich die Wellengleichung auch auf die Felder E und B anwenden, d.h. wir be-
trachten die Gleichungen (JF = 0 und OB = 0. Als Losungsansatz wihlen wir dann wieder
ebene harmonische Wellen, also

— —

E(7t) = E_’)oei(’z?*“t) und B(7,t) = Boel(EF wt)

wobei zunéchst Eo, go € R3 frei withlbare Amplitudenfaktoren sind. Eingesetzt in die Wellen-
gleichungen ergeben sich dann aus (M3) und (M4) die Beziehungen

ol

w=wk)=ckl ud ©=ak)=clkl.

Weitere Informationen iiber Eo, éo, K und k folgen ebenfalls aus den homogenen Maxwellglei-
chungen:

e (M1): Aus VE = 0 folgt durch Einsetzen iEEOei(EF_Wt) =0, also kEy = 0. Folglich stehen
also k L Ej senkrecht aufeinander.

e (M2): Vollig analog folgert man aus VB =0, dass kL By gilt.

e (M3): Aus der dritten homogenen Maxwell-Gleichung ergibt sich nach Einsetzen

also folgt F=F%und w = und k x Eo = fBo Somit haben E und B die gleiche Phase
und die Ausrichtungsvektoren stehen Eo 1L Bg zueinander.

Wegen |k| = ¢, wie wir schon oben festgestellt haben, folgt auferdem |Eo| = |Bo|, insgesamt
erhalten wir also bei einem gegebenen Vektor k die Eigenschaften
E|=|B|] EyLlBy Eylk Bylk.
Wihlen wir nun k beispielsweise in z-Richtung, so erhalten wir folglich fiir die beiden Wellen

—

E = Eyeihz—w(k)1) B = Byelkz—w(k)t)
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10. Losungen der Maxwell-Gleichungen

Wegen der Orthogonalitat Ey L k=3 gilt dann
Ey = Eopit + Eoyj = 2697 4 £,e!(#79)y

mit ¢, = |Fy,| und e, = |Eg,|. Durch analoge Uberlegungen findet man dann fiir den magneti-
schen Vorfaktor By die Beziehung

é() = Boxi + BOy@) — (_Eoy).% + (on)g

Man beachte nun, dass wir bisher mit komplexen Feldern gearbeitet haben, bisher sind E und
B also keine physikalischen Felder. Durch komplexe Konjugation und das Superpositionsprinzip
ist aber wieder der Realteil eine giiltige physikalische Losung, sodass wir

Ephy — e [E ei(k:z—wt)] — Re [(gmeiap.% +e ei(<p+5)g)ei(kz—wt)]
= e, cos(kz — wt + )2 + e, cos(kz — wt + ¢ + 8)§ = EPVi + Ephy
BPMY = BYMG 4 BIM G = (—EPM)i + EPMY

fiir die physikalischen ebenen Wellen-Felder erhalten. Betrachten wir dann die zugehorige Ener-
giedichte

- 1 1
w(r,t) = 3 ( phy T Bphy> = o [(Eghy)Z + (Eghy)Z + (_E?E)hy)Q + (Eg]?hy)Z}

1 1
~ ir [(E:Ic)hy)Q + (EEhyﬂ = I €2 cos? (kz — wt + ¢) + 53 cos?(kz —wt + ¢ +9)] ,

so ergibt sich nach einer Mittelung iiber eine Zeitperiode w(7,t) = & (2 + 55) Fiir den zuge-
horigen Poynting-Vektor der physikalischen Felder gilt

g_ ¢ (pmoh Sphy) _ 7. hy\2 hyv2| _ 7
S_E(EPYXBP y)_kﬂ [(Eg 2 4+ (B2 = kew(71)

sodass sich fiir den elektromagnetischen Impuls pey, = C%g = 12:% (7, t) ergibt. Beide Grofsen
sind also direkt mit der Energiedichte verkniipft.

10.2.4. Polarisation

Als néchsten Aspekt untersuchen wir die Polarisation einer ebenen monochromatischen Welle.
Diese ist per Definition durch das Richtungsverhalten des EPDY_Vektors bestimmt, also das
Verhalten von EY " in Abhéingigkeit von Raum und Zeit. Dazu verwenden wir wieder die bereits
bekannte physikalische Darstellung

EPYY (7 1) = Ze, cos(kz — wt + @) + yey cos(kz — wt + ¢ + 6)

des elektrischen Feldes. Die Polarisation wird dann offensichtlich durch die Phasenverschiebung
6 und das Amplitudenverhéltnis = bestlmmt Durch Kombination dieser Grofen erhéalt man so
folgende mogliche Polarlsatlonen

e Lineare Polarisation: Hier ist 6 = 0 und ¢, sowie ¢, beliebig, also gilt
Ephy(F, t) = (ex& £ ey7) cos(kz — wt + @) .

Das elektrische Feld schwingt dabei in der festen Richtung tan o = :l:i—i.
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10.3. Lésung der inhomogenen Wellengleichung

e Elliptische Polarisation: Fiir § = £5 und ¢, # ¢, folgt dann

2 2
ER™Y = ¢, cos(kz — wt + ) N ERY . EbY _
EP™ = T¢, sin(kz — wt + ) € Ey '

e Zirkuldre Polarisation: Im Spezialfall 6 = £35 und e, = ¢, = ¢ ist

EPY = ¢ cos(kz — wt + @) und Eghy = Fesin(kz — wt + @) .

Betrachtet man einen festen Raumpunkt, so kreist hier das elektrische Feld E(F, t) im
positiven bzw. negativen Umlaufsinn mit der Winkelgeschwindigkeit w in die Richtung
k=2

¢ Elliptische Polarisation mit Hauptachse: Hier ist § # 0 und ¢ # £7 sowie g, # &y

Die allgemeine monochromatische ebene Welle in z-Richtung mit beliebiger elliptischer Polari-
sation ist dabei durch

E = (i’E()x + QEoy)ei(szm)

gegeben, genauer gesagt durch den Realteil davon. Sie ist entweder als Superposition zweier
orthogonaler linear polarisierter Wellen, oder als Superposition einer rechts- und einer linksdre-
henden zirkular polarisierten Welle anzusehen. Dies sicht man durch

Re(E) = de, cos(kz — wt + @) + e, cos(kz — wt + )

z-lineare Polarisation y-lineare Polarisation

fiir eine Linearkombination linearer Polarisationen oder als Linearkombination links/rechts-
zirkuldrer Polarisation durch

linkszirkuléare Polarisation
7\

Re(E) = se(&cos(kz —wt +v_) — gsin(kz — wt +v_))
+ %£+ (2 cos(kz — wt + v4) + gsin(kz — wt +74)) .

Vv
rechtszirkuldre Polarisation

10.3. Losung der inhomogenen Wellengleichung

10.3.1. Allgemeine inhomogene Wellengleichung und L&sungsverfahren

Im Anschluft an die Untersuchung der homogenen Wellengleichung betrachten wir nun die in-
homogene Wellengleichung, zunéchst wieder in der allgemeinen Form Uy = 4mg. Um diese zu
16sen, betrachtet man das ganze Problem zunéchst Fourier-transformiert, also

= —iwt ~ =

1 [ . T
o(r,t) = \/ﬂ/ dwe ™ (7, w) und g(rt) = \/ﬂ/ dwe ' g(F,w) .

Aus der inhomogenen Wellengleichung Ly = 4mg erhilt man dann

1 6° . .
/dw <02(§t2 — A) e WG (Fw) = 47r/dw e WG(F w)

CUQ JON SN
— (% +a)elw) = —amg(re)
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10. Losungen der Maxwell-Gleichungen

diese letzte Gleichung ist also zu losen, wozu man die Methode der Greenschen Funktionen
nutzt. Dabei ist eine Green-Funktion allgemein die Losung der Green-Gleichung

<A + ‘;’j) G(7,w) = —Amd(7) ,

sodass @(7,t) = [[[ G(F — 7")§(7',w) d*F" eine Losung der Fourier-transformierten Wellenglei-
chung ist, denn es gilt

<A+ ) ///<A+ ) G(7— g7 w) d>7'

= —47‘(’// §G) (F— PG w) BPF = —4rg(7,w) .

Es ist somit eine Losung der zugehdrigen Green-Gleichung (A + k%)G(7,t) = —4n6®)(7) zu
ermitteln. Man weif, dass Al = —476G)(7) gilt, also vermutet man

1 ..
G(7) = G(r) = ;eilkr

als Green-Funktion. Um zu zeigen, dass diese denn dann auch tatséchlich eine richtige Losung
ist, betrachte man die beiden Félle r # 0 und r = 0. Im ersteren Fall gilt

ilkr

1 +ikr 1 2 .
(A + ]{?2) 8 :|:1k:'r + ]{:26 <r(:|:1k’)2 + ]j“> e:l:lk'r -0 ’

r r 87“2 r

fiir den Fall r = 0 folgt dagegen etwas umfangreicher

/// e kz)eﬂw - /// PLLICh ), [1 ikr 4 3 (ikr)? +]
///Qd?“mrk?)( lk—fk2r+ >
/// A +/// P *iA1k11k3f,k2Ar+

Verwendet man dann weiter die Gleichheit A% = —4716®) (7) und d37 = dQr? dr fiir das Volu-
menelement, so ergibt sich daraus

—47 /// 3753 ) + 47T/ dr <k2r +ik3r — %k:%‘zAr +.. >
:—47T/// 3763 (7) + O(e )ﬂg —4r

und damit ist die Giiltigkeit der Green-Funktion gezeigt. Aus physikalischen Griinden der Kau-
salitét ist allerdings nur eine auslaufende Kugelwelle, d.h. G(7) = G(r) = %ei’", von den beiden
Moglichkeiten denkbar. Man wéahlt diese dann als Green-Funktion, und es folgt fiir die Fourier-
Transformierte

”w)—///d?’F’GF 7§ (7 ///d?”’ T 1’“'?‘ TG w)
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10.3. Lésung der inhomogenen Wellengleichung

Fiir die eigentlich gesuchte riicktransformierte Funktion ergibt sich damit dann schlieftlich
1 - 1 1 W
Fit) = —— [ dwe “'@(Fw :/dw///d?’F/ TG,
o(7it) = o= [ doe (i) = —— —= ()
d3—»/ Lo,
— dw eflw(t |r 7'|) ~ 7—,»/70‘)
// ‘7“—7”’\ \/271'/ ( )

d3*' 1
// ( #p— \F—F’\) |
C

10.3.2. Anwendung auf die elektromagnetischen Potentiale

ol

Wendet man diese Losungsstrategie nun auf die eingangs hergeleiteten Maxwell-Gleichungen
0% = 47p und OA = 47 -J an, so erhalt man als Ergebnis fiir diese Potentiale

1
///d?’* - <F’,t |FF’|) und
— d3r—» 7_-’ 7:»/ t— 1|7;»_7—,»/|
- ]F—F’]c] ’ c ’

Unmittelbar schliefst sich die Frage an, wie man diese Potentiale interpretieren kann. Dazu
beachte man, dass sich das gemessene Feld am Ort # und zur Zeit ¢ aus den Beitrdgen, die
von den verschiedenen Quellen an den verschiedenen Orten 7/ stammen, zusammensetzt. Dabei
wirkt zur Zeit ¢t die Quelle bei 7/ mit einer Stérke, die sie dort zum fritheren Zeitpunkt

]‘—» —/
tret:t—f\r—r\

hatte, wobei & ;|7 — | gerade der Ausbreitungsdauer von 7' nach 7 mit Llchtgeschwmdlgkelt c
entspricht. Man kann nun leicht nachrechnen, dass das oben erhaltene Vektorpotential A(r t)
zudem der Lorentz-Bedingung

L0 49i—0
cOot

geniigt. Im Falle von zeitunabhéngigen p = p(7) und j= j( ) geht die beiden Potentiale dann
in die Potentiale der Elektro- und Magnetostatik iiber. Die beiden Potentiale lassen sich mit
Hilfe der Diracschen Delta- Funktion auch als

" L., . L
(7, t) ///d3 ’/dt _,,’ <t'—t—|—c|r—r'|> p(7' 1)
A t)Z///d?’F’/dt/ 5 t/—t+1|F—F' 15(7_"/ t'
| 77 )

darstellen. Alternativ zum verwendeten Losungsweg hitte man [J® = 4mwp auch iiber eine vier-
dimensionale Fourier-Transformation mit

(7, 1) r/dw///ddke“"t Gk, w)

auf die einfach zu l6sende algebraische Gleichung

c2

2
2 o - - 1
<°" - k?) Gk, w) = —4rg(k,w) < Gk w) = —dr———

zurilickfiihren konnen. Eine Losung des Potentials ist dann entsprechend gegeben durch

N 37 i(Fi—wt) 1
o(7,t) = m/dw///d ke ( 4%)7%22_]{2 .
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10. Losungen der Maxwell-Gleichungen

10.4. Bewegte Punktladungen und Liénard-Wiechert-Potentiale

10.4.1. Strahlungsfelder

Mit den inhomogenen Losungen werden nun bewegte und beschleunigte Punktladungen néher
untersucht, und wie sich diese Bewegungen auf die Form des elektrischen und magnetischen
Feldes auswirken. Man betrachte den Spezialfall, wo Ladungsverteilung p und Stromdichte ;
durch eine beliebige bewegte Punktladung ¢ mit der Bewegung t — R(t) erzeugt werden, also

p(Ft) = g8 (F— R(t))  und  j(7t) = Tp(F,t) = q6(t)0® (F — R(t))

mit 7 = R. Die davon erzeugten Potentiale haben nach dem vorigen Abschnitt die Form

(7, 1) —q///dg”’/dt 5(3 (7' — R(t))o (t’—t+1\F—F’\>
A7) —q///dg”’/dt 5<3>( — R(t"))s <t’—t+ i\F—F’|> %w’) :

Betrachten wir dann weiter das Skalarpotential ®, die Uberlegungen fiir A verlaufen vollig
analog. Wenn wir die raumliche Integration nach 7’ explizit ausfiihren, so liefert das

1 — 1
(I)’F,t:q/dt/_,5<t/—t+ T—Rt'):q/dt/_,éft’
(7.) B 7= () )
mit f(t') =t —t+ 17— R(t')|. Betrachtet man die Ableitung der Funktion f, so findet sich
i 1d

/
a Td e By =1 Y1)
= 14— R() = 1- =

@1

7 — R(t o(t')

%:1—”( )by >0,

7= R(t')] ¢

demnach besitzt f nur eine Nullstelle t,o = t — 1|77 — R(tye)]. Mit der Darstellungformel der
Delta-Funktion durch die Nullstellen des Arguments,

S(f@) = 3 ‘d}‘a(x—a),
f(@)=0 Idzla

nimmt das Skalarpotential dann die Form

1 1
(7, t) :q/dt’ /
| t ‘ ‘dt tret
1 1
:q/dt’ — S(t' — tret)
| — R(t")| |1 — LD(")5(#)|
1 1 1 1 q
= = = q = -~ = =
- R(tret)‘ |1 - %D( ret) ( ret)| |D(tret)| |1 - %Dv‘tret D — %DU tret

an. Fiithrt man analoge Uberlegungen auch fiir das Vektorpotential A durch, so ergibt sich

. q 1 q
d(rit) = | ———= = = und
( ) ( D27> Dret 1-— %Dretﬁret

:q_‘
|7

1
D o E tret
. 45 1 a5
A(’r‘at): (D_ch_’qj» :D t1_70D
p trot re ret Uret
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10.4. Bewegte Punktladungen und Liénard-Wiechert-Potentiale

Da fiir die Felder dann bekanntlich E = —V® — %%/T und B=V x A gilt, so findet sich unter
Verwendung von

g - atret a _ 1
ot ot 8tret 1-— %-Dretgret

dann fir das elektrische Feld dieser Potentiale

. 1 D1y 1Dx((D-1p) x 17
E(7t) = = € 5 +q— (( c ) 3 & ) .
D 72(11)(1 — %Dﬁ) -

Das Verhalten bei sehr grofen Absténden, also fiir |7 — E(t)| > 0 fiihrt dann zu einem sehr
grofen Wert von D, also domiert das ,,-Feld“, das sogenannte Stahlungsfeld im Unendli-
chen. Insgesamt lasst sich also kurz zusammengefasst sagen, dass beschleunigte Ladungen ein
sogenanntes Strahlungsfeld erzeugen.

Was lisst sich nun analog iiber das Magnetfeld feststellen? Hier gilt B(7,t) = Dyer X E(7,1),
demnach ist die fundamentale Eigenschaft E 1 B wieder erfiillt. Der Poynting-Vektor des
Energieflusses ist

<
47

c

S = (EX§)24W(EX(bretXE>)

und somit proportional zu E2. Damit folgt ‘5’ | o T%, der Energiestrom ist also proportional

zu %4 r? = %2 Im Falle eines Strahlungsfeldes EStr hat man dann wegen Fgi % folglich

E_gtr x %2 ebenfalls § T%, also gilt
I B
SdfocT—Z-r:(‘)(l).

10.4.2. Abstrahlungsenergie

Nach den bisherigen Uberlegungen domiert also das Strahlungsfeld in groken Entfernungen. Fiir
den Poynting-Vektor in Abhéngigkeit von Ort und Zeit findet man nun weiter

— c , = _. - . -
S(Tat) = E(EStr X BStr) = Estr X (Dret X EStr))

&
e
C (Do (P 5 A B c ~ =
= E(DStT(Egtr) - EStr(DretEStr)) = EDretEgtr ,

sodass fiir die Projektion des Energiefluss-Vektors auf die Richtung Dye; dann

2 2 A 1 1:N12
b - o £ i (1202001
tret

n

A ST T ax 2 D2,

folgt. Die gesamte pro Zeit dt durch die Flache AF abgestrahlte Energie, also Leistung, berech-
net sich dann durch

C - —
AP = —E2 D> AQ
117T Str

ret

- — N2
Ezg_ivly :i[DX((D_%“)X%”)]
AQ T dQ T Ax ST T e (1— 1Dw)s

129



10. Losungen der Maxwell-Gleichungen

Somit ist die gesamte pro Zeiteinheit dt,o; durch diese Fliache abgestrahlte Energie, die soge-
nannte Abstrahlungsenergie, gleich

AP’ dP Ot 2 [Dx (D= 1) x L9)]? ot .
= — 1 [ (( CAU) CU)] wegen = (1 — lDz‘;’) .
dQ d) Oty dme (1 — %Dﬁ)5 trot Otret tret
Man betrachte nun einige Spezialfille um ein besseres Verstédndnis der Auswirkung der Ge-
schwindigkeit und Beschleunigung auf die duffere Form und Stérke des elektromagnetischen

Strahlungsfeldes zu erhalten.

10.4.3. Nichtrelativistischer Fall

Im nichtrelativistischen Fall gllt wegen 1o l < 1 sicherlich die Naherung 1 — lDv ~ 1, also gilt
auch atfet ~1und D — fv ~ D. Mittels dleser Néherungen ergibt sich dann Welter

dP/ dP q2 A~ A~ - 2 q2 A~ N e A A 2
— =—=—(D D x iy — 2 (D(isD) = Ya(DD
aQ  dQ 47rc( < (Do) tres 47rc( (cvD) = H(DD)) tret
2 2
T (Pt 7) 2 4 205N2 _ onPy(SF “9
= D(vD) — v = (vD)* — 20D (vD) + v
47TC3( ) tret 47T63( )tret
2 2
47703( — (D7) )t = 13 (1 —cos“0) ,
ret

wobei hier § = (9( ﬁ) gilt. Man hat also insgesamt als Abstrahlungsenergie

dP 2
d7(2:4q 3’1125111297
TC

die in dieser Ndherung somit nicht von der Geschwindigkeit, sondern nur von der Beschleunigung
abhéngig ist. Es folgt somit fiir die Leistung

"
ﬂ dQ = /dgpd (cos @) = 1 03 2/Sinzeal(cosﬁ)
™

29" -
—263 /(1—:B)dx—33v

Abbildung 10.1.: Strahlungscharakteristik einer nichtrelativistischen Ladung.
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10.4. Bewegte Punktladungen und Liénard-Wiechert-Potentiale

Die zugehorige Abstahlungscharakteristik ldsst sich dem nachfolgenden Bild entnehmen. Ein
Beispiel fiir diesen Spezialfall wire die Rontgenstrahlung, die durch die spontane Beschleuni-
gung von Elektronen in einer Rontgenrohre bei Anndherung an eine positiv geladene Platte
stattfindet.

10.4.4. Der extremrelativistische Fall

Betrachten wir nun Geschwindigkeiten nahe der Lichtgeschwindigkeit ¢, also den extremrelativis-
tischen Fall. Hier gilt die Néherung * 1. Der Einfachheit wegen sei aufferdem angenommen,
das Geschwindigkeit ¢ und Beschleumgung ¥ parallel zueinander sind, sodass

- - . 2 1.
[D x ((D—L1o)y0)]" ~ C—2v2
gilt. Auféerdem gilt 1 — fDretUret =1- |17ret| cos @, wobei 0 = 0(Uyet, ﬁret) ist. Setzt man nun

noch Bret = 1|76t | als Abkurzung ein, so ergibt sich die Gleichung

dP'" ¢ 5 sin” 0
dQ  4me3 (1 — Pret cos0)?

Es lédsst sich nun fragen, bei welchem 6 = 6,,¢ die abgestrahlte Energie % maximal wird.
Entsprechende Umformungen ergeben

1 /
Cos gmax = W < 1+ 15Bret ) )
ret

demnach gilt also flir et — 1, dass cos Opmax — 1, also Opmax — 0 geht. Die Strahlungscharakte-
ristik einer nach rechts beschleunigten Ladung sieht dann wie folgt aus:

2 A B

Abbildung 10.2.: Strahlungscharakteristik fiir 51 < fa.

10.4.5. Gleichformig geradlinig bewegtes Teilchen

Als letzten Spezialfall betrachten wir noch den Fall konstanter Geschwindigkeit v. Wegen der
gleichférmigen Bewegung gilt R( ) = Ro + Upt, also gilt insbesondere ¥ = 0, und damit

q D — 17
Dioe 72(1 — L Diy)3

l; =

tret
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10. Losungen der Maxwell-Gleichungen

Man bestimme nun den retardierten Zeitpunkt t.., es gilt dabei

—

C(t — tret) = |7?— R(tret)

bt = g
= C2D_(t)g <v0 cosV +1/c2 — v sin 19)
fiir 9 = 9(To, D). Mit Dyet = c(t — tret) und Dyet = 7 — R(tyet) = D(t) + To(t — tret) folgt dann
I

Dyt — EﬁretDret = |7_"— R(t)| 1- 5 sin? ¢
und erhalten somit letztlich fiir das elektrische Feld die Gleichung
= q P — R(t) 1

.
V(o) |7 = ROP 1~ % gin2g

Das Feld verhélt sich also zu jedem Zeitpunkt radial und entspricht bis auf einige Vorfaktoren
dem Feld einer bei R(t) ruhenden Ladungen.

10.5. Wellenabstahlung einer Dipolndherung

Man kann sich nun Fragen, wie es um das Strahlungsfeld einer Dipolndherung steht. Seien dazu
p(7,t) und j(7,t) eine beliebig gewahlte Ladungsverteilung und Stromdichte, allerdings in einer
kleinen Kugel um O konzentriert. Man berechne dann das Vektorpotential A(7,t) weitab zu

1 1 - 1
_[/ _,7_,/] (F/,t—‘F—F/|) d37?/.
c |7 — 7| c

Wegen der groffen Entfernung gilt % < 1, sodass die Entwicklung

12

——/
L — oo T =
|7 — 7| = \/T2+T/2—2TT/:T<1—22 —|—2> zr<1—2) =r — 77
r r

1 1 1 N} 1 1 i’ 1
rl_’“TL r1+% T r

des Inversen, sodass wir wiederum mit dieser Naherung fiir die Stromdichte

- -

F = L= 7)) o J L g L) & (0 )

Cc

zum retardierten Zeitpunkt t..¢ erhalten. Fiir das Vektorpotential folgt damit

1 1 - ' 3o 3_),j7" t—fr)
L 17— 7)) dF Fr AN bl
// = =) ///
- 1///d3ffj(f' ()
re ’ ¢/’
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10.5. Wellenabstahlung einer Dipolndherung

Betrachtet man dazu noch die Identitat

///d?’“’ AV CN ///d:”“’ ;8 ,jk(F’,t')
|7/ |=o0
///dg_” (8’ Z)]k<7" ') + i ///d3r Gi(F' )
R

so folgt [[[ d37' #'N w1 j (7', ') = — [[[ d®7' (7', ). Andererseits gilt aber auch % = —VJ, also
hat man die Gleichheit

8t// 37 7 p (7, 1) //d3 rle]r t') //d3 F’t

wobei d(t') = = [[[ &7 7'p(¥’,¢') das Dipolmoment ist. Fiir r deutlich grofer als der Kugelradius
gilt also fur das Vektorpotential

A7, t) = ~~dt - o) -

TC

Wie iiblich ist das magnetische B-Feld daraus dann iiber die Rotation bestimmt, also

Das elektrische Feld ldsst sich nun aus der vierten Maxwellschen Gleichung herleiten, die wegen
J(7,t) = 0 im betrachteten Bereich die Gestalt

annimmt, womit fiir die zeitliche Anderung des E-Feld

N N 19, 5

rot B = xotrot 4 = Tcs(‘d”“d))*o(ﬂ):rcsat(‘d”“d))
10,5 10 .
T 8t((d F) x7) = Eg?E

folgt. Das elektrische Feld ist mit dem magnetischen Feld wieder iiber E(7,t) = g(f’, t) X 7
verkniipft, sodass wir die Felder

1 A _
((dret x 7) X #) = B(F,t) x #  und

Bt = —

— 1 = . . A 5
B(7,t) = @(dret X T) mit dyet = d(t — %’I‘)
erhalten. Welche Eigenschaften hat dieses Dipolfeld nun? Es ist nur wenn d = 0 ist, also der
Dipol beschleunigt ist, ungleich Null. Weiter gilt dann immer £ 1 Bund £ L 7 1 B. Auflerdem
hat man |E| = |B| und das Feld fillt proportional zu 1 ab. Somit erhilt man folglich ein
Schwingungsfeld, dass mit % abfallt und nur bei Beschleunigungen entsteht.
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11. Elektromagnetische Felder und das
Relativitatsprinzip

11.1. Lorentz-Kraft und Feld-Transformationsverhalten

Bekanntlich ist die Kraft, die auf eine bewegte Punktladung wirkt, gerade durch die Lorentz-
Kraft F1, gegeben, fiir die

L L1 .
F:FL:q(E+17xB)
C

gilt. Im nichtrelativistischen Fall gilt in einem Inertialsystem IS, in dem die Probeladung eine
(kleine) Geschwindigkeit ¢ hat

.4

Fi, = imv
fiir die Lorentz-Kraft, es stellt sich also die Frage, wie das E- und B-Feld beim Ubergang von
IS zu IS’ transformieren. Seien dazu die jeweils zugehorigen Felder durch £ und B bzw. durch
E’ und B’ bezeichnet. Im nichtrelativistischen Fall gilt dann zunachst einmal

d —» S 1 - d - | -
dtmz_f:FL:q<E+CUxB> und mﬁ’:Fﬁ:q<El—|—cl7/><B/>.

Allgemein lautet das relativistische Bewegungsgesetz dann

d d
—mut = f# —mu't = f* mit fE=Ar 7, Ut =AY
dr dr
Aus dem Transformationsgesetz fiir die Minkowski-Kraft f# folgt nun das Transformationsgesetz
fiir die Lorentz-Kraft, und damit dann auch jenes fiir das E- und B-Feld. Fiir die zur Lorentz-

Kraft gehorende Minkowski-Kraft gilt dabei

1= = 1 S 1 — | -
=) <17FL,FL> = v(v) (ﬁq [E + U X B] . q [E + -7 X B])
c c c c
- I = = 1 =\ /q = q L q L =
=(v) | =¢UE,qE + —qi x B | = (=y(v)TE, ~v(v)cE + ~v(v)V x B
c c c c c

:g<ﬁﬁ,uoﬁ+ﬁx§> :
c

Insbesondere muss fIE) = %UE wie die 0-Komponente eines Vierervektors transformieren. Um dies
zu gewihrleisten, setzt man E¥ = F*0 wobei F*O die (k,0)-Komponenten eines Lorentztensors
vom Typ (2,0) sind. AuRerdem setzt man F% = 0, dann ist

iE = ZukEk = ZukaO —uF% = —qy,
k k
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11.1. Lorentz-Kraft und Feld-Transformationsverhalten

wegen uMFMO = uoF0 4wy F19 4+ 45 F20 4 43 F30 und u; = —u’. Definiere nun weiter FO% = — k0
und betrachte die Kraft

f:g(u05+ﬁxg) .
c

Fiir die k-te Komponente des zweiten Terms gilt dabei >, etu’Bt = — 3" . F!Bsut, dies
muss also wie die Raumkomponente eines Vierervektors transformieren. Um dies zu gewahrleis-
ten, setzt man

—GkStBs — Fkt — _Ftk — fk — g(qukO 4 Fktut) — gF'L“jUV .
C C

Damit sind nun prinzipiell alle Komponenten des Tensors F'*¥ in Matrixschreibweise bestimmt,
und es ergibt sich die Form

0 —-E' —E? —FE3
E' 0 -B® B?
E? B3 0 -—-B!
E3 —-B? B! 0

FH =

Wenn F* nun wie ein (2,0)-Tensor transformiert, was an dieser Stelle postuliert sei, so
transformiert die Minkowski-Kraft f# wie ein Vierervektor. Eine Transformation von IS nach
IS” ist dann durch

FM — B — NN o FP = Ly F oo (DY) gy = (LFLY)

gegeben. Betrachtet man den Relativgeschwindigkeitsvektor v = (v, 0,0), so findet man explizit
vy =By 00 0 —E' —F? —E3 0 0
g _ | =By v 00 E' 0 -B3 ’y 00
0 10 E* B3> 0 —31 0 10
0 0 01 E3 -B?* B! 0 01
0 Ly — (B, - %Bz —(E: + ¢ By)
_ E, 0 —y(B. —%By) ~(By+ YE.)
V(By = ¢B:) 7 (B:—tBy) 0 — By
v(B:+2By) =7 (By+ LE:) By 0

mit E, = E', E, = E?, usw. Andererseits gilt natiirlich geméf der Definition auch

0 -E, -E, —E.
E, 0 -B. B
E, B, 0 -B,
E. -B, B, 0

z

F/ul/ —

woraus sich die nachstehenden Beziehungen

E,=FE, E,=v(E,~%tB.) E,=v(E.+%B,))

C
B,=B, B, =v(B,+E,) B,=~(B,-2E,)

ergeben. Man sieht, dass E| = EH und BI/ = EII fiir die Parallelteile der elektromagnetischen
Felder gilt. Fiir eine beliebige Relativgeschwindigkeit ¥ erhédlt man allgemein

” B” Bi = ’)/('U) (B,J_ — %(17 X EJ_)) .
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11. Elektromagnetische Felder und das Relativitatsprinzip

Beispiel: Man betrachte speziell die Situation, in der in IS kein Magnetfeld spiirbar ist, also

—

B = 0. Man berechne nun die transformierten Felder

—

Eﬁ = Ell E| =y()E, und Eﬂ = E“ =0 él = —%’y(v)(ﬁx E))

Es ldsst sich somit sicherlich fragen, bis zu welchem Grade sich ein E-Feld in ein B-Feld
transformieren lasst und entsprechend umgekehrt. Dazu bilde man mit Hilfe von F#” und einem
zuséatzlichen Tensor, der durch

0 -B!' —-B? _pB3
BY 0 E3 —E?
B2 —E3 0 E!
B E* —E' 0

~ 1
o= ie‘waﬁFaﬂ =

erklart ist, die Lorentz-Skalare

1, 5

1 1= = 1 = S =
—= e Fu,,:i(EQ—BQ) und  Pi=— 2 F"F, =E-B.

4 4

Mit diesen Grofen ergeben sich dann folgende Eigenschaften:

S:=—"F"F,, =

e Wenn im Inertialsystem IS fiir die Feldstirke |E| < |B] gilt, dann ist S < 0 und folglich
|E’| < |B'| in allen Systemen. Analoges gilt natiirlich auch fiir die umgekehrte Relation.

e [st in einem System E =0oder B = 0, so gilt P =0 und es ist stets E' 1 B.
e Ist in einem System ElBundE #£0+# B, dann gibt es

— fiir S > 0 ein Inertialsystem, in dem B=0 gilt,

— fiir S < 0 ein Inertialsystem, in dem E=0 gilt.

e Ist S =0und P =0, so ist in allen Inertialsystemen £ L B und |E| = |B|.

11.2. Die kovarianten Maxwell-Gleichungen

11.2.1. Transformationsverhalten von Ladungsverteilungen und Stromdichten

Die néchste Frage, die es zu kldren gilt, ist das Verhalten von Ladungsverteilung p(7,t) und
Stromdichte f(f’, t) unter Lorentz-Transformation. Man weifs, dass die Gesamtladung eines abge-
schlossenen Systems eine Lorentz-Invariante ist. Sei nun in IS die Ladungsdichte zeitunabhingig,
d.h. man betrachte ruhende Ladungen, dann gilt

Qv = ///Vp(f’, d*F = Qav = p(F,t) AzAyAz .

Dann betrachte man eine Lorentz-Transformation von IS nach IS’ mit der Relativgeschwindigkeit
= (v,0,0), dann gilt

Qav = Qav <= p(F)AzAyAz = p(i) A’ Ay' Az
wobei geméf der Léangenkontraktion in Bewegungsrichtung

1

Ax = ( )Ax Ay = Ay A = Az
~y(v
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11.2. Die kovarianten Maxwell-Gleichungen

gilt, also p(F)AzAyAz = ﬁp(f"’)A:szAz, es gilt also p(7") = ~y(v)p(F) > p(7). Fir den
Beobachter in IS’ bewegen sich die Ladungen umgekehrt mit einer Geschwindigkeit —#, es gibt
demnach in IS eine zu beobachtende nichtverschwindende Stromdichte

77 t) = p(F)(=0) = —p(F)y(v)7

wobei ;ﬂ (7',t") = —y(v)p(F)7 und 7’| (7', ') = 0 bei Aufspaltung in Parallel- und Orthogonalteil
gilt. Andererseits war aber j = 0 bzw. j; = 0 und j; = 0 im Inertialsystem IS, sodass offenbar
das Transformationsverhalten

1 -
p'=w)p=n(v) (cp - cva”)
e Jn e 1 N e e
Jj = v()(=pV) = 7(v) <J|| - CUPC> jL=0=j1
folgt. Bezeichnet man nun cp’ = j°, so ergeben sich die Ausdriicke

7 =~(v) <J0 — CQCJ”) g =) (Jn — C”Uf’) JL=17L-

Es transformiert dann j* = (5°,7) = (cp,j) wie ein Vierervektor gemif j* — j/# = Ak, j”.
Weiter gelten nun die Beziehungen

—,

mit dem Lorentz-Skalar O := 0#0),. Es muss dann A* = (®, A) ein Lorentz-Vierervektor sein,
und somit gilt

DL
C
11.2.2. Herleitung der Maxwell-Gleichungen aus dem Relativitatsprinzip

Wir wollen jetzt die vollstandigen Maxwellschen Gleichungen aus dem Relativitétsprinzip ab-
leiten, d.h. es werden lediglich die folgenden Annahmen gemacht:

1. Es gelte das Relativitatsprinzip.
2. Die Gesamtladung in einem abgeschlossenen Volumen ist unabhéngig vom Inertialsystem.

—

3. Die elektromagnetische Wechselwirkungen kénnen mittels eine elektrischen Feldes E(7,t)

—

und magnetischen Feldes B(7,t) geméfs der Lorentz-Kraft beschrieben werden, wobei im
nichtrelativistischen Fall

. L1 .
FL:q<E—|—z7><B>
C

gelte, und die Transformation von E und B gemik F* und FM erfolgt.

4. In einem beliebigen Inertialsystem gilt VE = 47p.

5. In einem beliebigen Inertialsystem gilt VB =0.
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11. Elektromagnetische Felder und das Relativitatsprinzip

Aus der dritten Forderung folgt fiir das zugehorige Inertialsystem IS der Gaufsche Satz

ﬁ Edf:///ﬁﬁdi’w:zm/// pd3F = ATQy .
S(V) 1% 1%

Von einem anderen Inertialsystem IS’ aus muss man dann E'(7/,¢') und p/(7','), wobei nach
der ersten Annahme dort auch Qv+ = Qv ist. Es gilt demnach

# E'df =4nQy = 4n /// (i ) d*F = // V'E &
S(V) v 1%

also folgt V'E/' (7', t') = 4w p/ (7', t'). Folglich ist die Gleichung VE = 47p Lorentz-kovariant, sie
sollte sich also durch Lorentz-Tensoren ausdriicken lassen. Nach der dritten Annahme gilt

= 3 9 i 9 o 03 00 0 o_ 4m
VE = Z o B =g = 0" — 0P = =0, F" = 9, F"" = —=° und
1

90 i ! 70 4m

- — _ w _ o mp0 _ =10

8at’iF = =0, " =0, " =—j".

Da F* ein Lorentz-Tensor ist, gilt das Transformationsverhalten F'*” = A*,AY BFc"ﬁ sowie
aulerdem z'* = A*,z¥ und 0; = A,"0,, sodass

VE =
c

4 4
AP ONGAT P = N5 = AVAMGA 50, PO = A5

4 4
— A% (aaFaﬁ - ”j/?) =0 = 9Ty
C &

gilt. Dies ist die kovariante Schreibweise der inhomogenen vollstdndigen Maxwell-Gleichungen
(M1) und (M4). Um sie in die uns bekannte Form zu bringen, betrachte man zuerst den Fall
B =0, dies liefert iiber

0 0 0

- = 4
OF® + O F0 4 9,F0 + 9,0 = Zp 4 “ B+ S~ B, =VE =240 = 4rp
Ox y 0z c
die Gleichung (M1). Fiir (M4) betrachte den Falle § = 1,2, 3, wobei fiir 8 = 1 explizit
10 d d 10 ~
F0 + 0 F" + 0, F* + 93F* = ——-—E, + —B,— —By=——F t B
0 + o o + s c ot $+8y =0z Y cOot o + (1ot By
4 4 L 4rn 10 -
=TT =  rotB=—"j+-1F
c c c c Ot
ergibt. Nach der fiinften Annahme gilt VB = a?ci B =0 sowie V'B' = 82’1' B'" = 0 und damit

aZ(F/Oz‘ —0= agﬁv/Oi + 8615100 — a'l/LFIOM .
Aus BLF/“O = 0 folgt durch eine explizite Transformation dann
A Oy AP G AR g FP = NN o AR50, FP = 64 NF 50, F*P = 0 = 0, F* |

sodass die inhomogenen Maxwellgleichungen in kovarianter Form dann

4
(M1) und (M4) 9, F™ = % 7

(M2) und (M3)  9,F" =0
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11.2. Die kovarianten Maxwell-Gleichungen

lauten. Man beachte dass aus der ersten Gleichung durch 8, (0, F") = 8,0, F" =0 = 129,;¥
direkt 9,7 = 0 folgt. Insbesondere erhalten wir so durch

10 0
Oyj” = ==-5° tp+vj_o

o Toal T

wieder die Kontinuitatsgleichung zwischen Ladungsverteilung und Stromdichte.

11.2.3. Entkopplung der Maxwell-Gleichungen durch Potentiale

Als néchstes werden wird die Entkopplung der Gleichungen durch Einfithrung von Potentialen
bewerkstelligen. Dazu stellen wir F'*” durch

FH = 9rAY — 9¥ A"

mit einem geeigneten Viererpotential A# = (AO,E) dar, welches sich als iiblicher Lorentz-
Vierervektor transformiert. Es gilt dann
; - 10 0 10 0 ;
OzzaoAz_azAO 77141 AO 77141 AOZ_EZ
c ot ox; c Ot oz! ’

also folgt fiir ¢« = 1,2, 3 dann in vektorieller Formulierung die Potentialdarstellung

E:—ﬁ4—19A
cot

sodass wir die Identifikation A° = ® und A’ = A erhalten. Weiter betrachte man dann die
Komponente

) )
2_gla?—9?A' = -~ A, + A, =B,

so folgt erneut B, = (rot ff) 2, es gilt also A¥ = (P, ff) Wir wir aber bereits im vorigen Kapitel
bemerkt haben, ist das Potential A* durch den Tensor F* nicht eindeutig bestimmt. Dazu
betrachtet man die Transformation A* — A* = A* + 0¥ f(z), fiir die dann

W= QLAY — 9V AF = QHAY + 91OV f — Y AM — V0N = OPAY — OV A = P

folgt. Somit hat man die Freiheit das Viererpotential A" zu eichen, wobei fiir die zuvor vorge-
stellte Eichtransformation explizit in Komponenten

A0 = A@+Eaf und A" =A"4+9'f = A" - V'f

gilt, also @ — & = & + %%f und A =+ A=A ﬁf Setzt man nun den Potentialansatz
FH = gr AY — 9 A in die zweite gefundene Maxwell-Gleichungen ein, so zeigt sich, dass wegen

_ 1 1
Ol = 5" Fog = 5" (9400 Ag = 0u0p4a) =0

bereits diese Gleichung erfiillt ist. Fiir die erste Gleichung liefert die Potentialdarstellung

QIWZ%WM—mWM:DM—W@ﬁﬂ—MJ
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11. Elektromagnetische Felder und das Relativitatsprinzip

sodass wir mit dem Potential-Ansatz nur noch eine einzelne Maxwell-Gleichung

(4" — 9%(9,4%) = 2 Ty

fiir das Viererpotential erhalten. Wenn wir dann noch die Lorentz-Eichung mit d,A“ = 0 fiir
das Viererpotential wihlen, so vereinfacht sich diese weiter zu

OAY = j

11.2.4. Losung der kovarianten Maxwell-Gleichungen

Es bleibt zu kléren, wie sich die kovarianten Maxwell-Gleichungen 16sen lassen - dies geschieht
am besten durch die Methode der Green-Funktion. Dazu ermittle man die Greenfunktion G(7, t),
die durch die Differentialgleichung

0GR, t) = O(z) = 478®) (7)8(t)

definiert ist. Eine Losung des Potentials A*(x) zu gegebener Stromdichte ist dann durch

/Gx—x («') d*s’

gegeben, denn es gilt umgekehrt
4
OA*(z 77/53> S(t —t)jH( ¢ 37" dt’ = ?j“(F,t) .

Es bleibt also nur eine Losung der Greenschen Gleichung zu bestimmen, dies erfolgt mit Hilfe
der Fourier-Transformation

(2711_)4 ///dgg/dweiEFe_iwté(E,w) .

Durch Einsetzen findet man dann

2
(271-‘-)4 ///d3kj/dw <_C‘C)2+k2> ik —1th(k w ///d3 /dwelkr —m;t7

sodass sich fir die Fourier-transformierte Greensche-Funktion offensichtlich

G(r,t) =

47

2 = o z o
(—+k2) G(k,w) =41 <= G(k,w)=— =

c2

ergibt. Fiir die Riicktransformierte erhalten wir damit dann folglich

1 1
3 k7 —1wt 4 — |F|5( - E’FI) >0 _.
/d /dw k2 { 0 <0 : Gret(T)

womit eine mogliche Losung gefunden wiire, die auch als 2¢0(rg)d(z?) geschrieben wird. Fiir
das Viererpotential ergibt sich somit schliefslich

_/_lf'_—*/
/99?0—960 (x_x)Z) ( )d4/_1/5(7f t | |) ( )d4/

c |T‘—T|

G(T,
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11.2. Die kovarianten Maxwell-Gleichungen

Betrachten wir abschlieffend noch den Spezialfall einer beliebigen bewegten Ladung g, fiir die
wir den Viererstrom

" = q(c8® (7 — R(t)), 56 (7 — R(t)))

erhalten. Die zugehorigen Viererpotentiale heiffen Liénard-Wiechert-Potentiale und haben
die Form

w
M) =g mit wt =)o),

ret

wobei der Vierervektor D&, = (Dxet, ﬁret) durch Dyet = 7 tret) Mit

_ ﬁ(
8 ret)

[

Ua Doy = (V) (¢Dret + Uﬁret) = v(v)cDret (1 —

gegeben ist.
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12. Empirische Notwendigkeit der
Strukturen der Quantenmechanik

12.1. Einleitung

Der ersten Teil des Skriptes wurde von der Newtonschen Mechanik dominiert. Viele der vor-
ausgesetzten Annahmen der Newtonschen Theorie werden im Rahmen der Relativitdtstheorie
bereits modifiziert, wie im zweiten Teil gesehen. Nahezu zeitgleich mit der Publikation der Re-
lativitétstheorie fand Anfang des 20. Jahrhunderts eine weitere grofie Umwiélzung in der Physik
statt, die sich auf der Planckschen Quantentheorie stiitze. In den nachfolgenden Jahrzehnten
entwickelte sich die Quantentheorie zur Quantenmechanik weiter, hauptséchlich durch das Wir-
ken Heisenbergs und Schrodingers. Die die Entdeckung sogenannter Quantenfeldtheorien Mitte
des 20. Jahrhunderts gelang schlieklich die Vereinigung der speziellen Relativitétstheorie und
Quantenmechanik. Derartige Theorien stellen bis heute die Basis des Standardmodells dar.

In diesem vierten Teil soll nun elementar die Quantentheorie und Quantenmechanik eingefiihrt
werden, wobei wir zuerst nach der Notwendigkeit fragen. Dazu ist es sinnvoll, noch einmal tiber
die bisher verwendeten Konzepte und Objekte zu reflektieren.

o Makroskopische Korper, idealisiert als Massepunkte behandelt, kann man direkt visuell
beobachten und identifizieren. Die zur Beschreibung verwendete Theorie ist die Newton-
sche Mechanik, diese ist kausal und deterministisch. Dabei meint die erstere Kausa-
litdtseigenschaft, dass die genaue Kenntnis des Systemzustands zum Zeitpunkt tg durch
die Beschreibung den Zustand zu jedem anderen Zeitpunkt t # t( liefert. Unter determi-
nistisch verstehen wir, dass es uns prinzipiell moglich ist, alle méglichen physikalischen
Eigenschaften und Groéfen eines Systems zu kennen.

Ein Zustand der Newtonschen Mechanik ist durch Angabe der Orte und Impulse der
N Massepunkte spezifiziert, also durch ¢, und p, fiir @« = 1,..., f zu einem gegebenen
Zeitpunkt. Dabei existieren endlich viele (diskrete) Freiheitsgrade.

o Klassische Felder, beispielsweise das elektrische E- oder magnetische g-Feld, sind nicht
direkt beobachtbar und zu identifizieren. Wir schlieffen aufgrund ihrer Wirkung auf andere
Korper auf ihre Anwesenheit. Dennoch sind sie als vollwertige physikalische Objekte zu
betrachten, da man ihnen Energie, Impuls und Drehimpuls zuordnen kann. Die verwendete
Theorie ist die Maxwellsche Elektrodynamik, auch sie ist kausal und deterministisch.

Hier ist ein Zustand durch die Angabe der Felder E und B an jedem Raumpunkt 7
zu gegebener Zeit t spezifiziert, wobei hier kontinuierlich unendlich viele Freiheitsgrade
vorliegen.

Bei diesen beiden Objekten handelt es sich um vo6llig disjunkte Gruppen. Man beachte, dass
der Zustand dabei durch Resultate von Messungen bestimmter messbarer Grofen (sogenann-
ter Observablen) gegeben ist. Dabei sind mikroskopische Objekte wie Atome oder Elektronen
sinnlich nicht direkt wahrnehmbar.
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12.2. Korpuskularnatur des Lichts

In diesem Abschnitt werden wir eine Reihe von Phdnomenen und Experimenten kennenlernen,
die Anfang des 20. Jahrhunderts viele Widerspriiche innerhalb der Physik aufwarfen. Ein Grof-
teil dieser Probleme erwuchs aus dem Unverstdndnis der Natur des Lichts, dass erst im Rahmen
der Quantentheorie sinnvoll beschrieben werden kann.

12.2.1. Der photoelektrische Effekt

Der englische Physiker J. J. Thompson fiithrte 1899 ein konzeptionell einfaches Experiment
durch, welches aber ein (zur damaligen Zeit) verbliffendes Resultat erzielte. UV-Licht trifft da-
bei auf eine Metallplatte, wobei es Elektronen aus dem Metallverbund herausschldgt. Empirisch
stellt man dabei fest:

e Die Energie der freigesetzten Elektronen ist proportional zur Lichtfrequenz v, jedoch nicht
abhéngig von der Intensitét des einfallenden Lichts.

e Die Zahl der freigesetzten Elektronen ist proportional zur Lichtintensitét.

o Es gibt keinerlei zeitliche Verzogerung zwischen dem Eintreffen des Lichts und der Emis-
sion der Elektronen.

Im Rahmen der klassischen Maxwellschen Theorie der Elektrodynamik aus dem vorigen Teil ist
dies nicht erkldrbar. Die Erkldarung EinsteinsE] lautet nun wie folgt:

e Da keine zeitliche Verzogerung auftritt, miissen die Elektronen ihre Energie in kiirzester
Zeit aufnehmen, quasi wie bei einem direkten Stofs mit einem anderen Teilchen, einem
Energiequant. Mit anderen Worten scheint die iibermittelte Energie des Strahlungsfeldes
in rdumlich verteilten Paketen lokalisiert zu sein.

e Wegen der Frequenzabhingigkeit der Energie aller herausgeschossenen Elektronen haben
alle Energiepakete die gleiche Energie F,, = hv, wobei diese Formel auf Planck zuriickgeht.
e Die Intensitét des Lichts ist proportional zur Anzahl der Energiepakete.

Energiequanten, also Photonen, bewegen sich mit der Lichtgeschwindigkeit ¢, nach der speziel-
len Relativitatstheorie miissen sie demnach die Ruhemasse Null haben, wéhren sie eine Energie
von

E, = hw=hv
besitzen. Man beachte, dass die Anzahl der Photonen meist sehr grofs ist.

Beispiel: Betrachte eine 100 W-Gliihlampe, die hauptsédchlich gelbes Licht mit einer Wellen-
ldnge von A = 600 nm liefert. Die pro Sekunde abgestrahlte Energie betrigt dann 100 J. Fiir die
Energie eines einzelnen Photons erhalt man

1 1
E=hvw (2r-107%]5) - ( : 10—15) =m-10777J
2 S

also entspricht die abgestrahlte Energie N = =% ~ 3.102° gelben Lichtphotonen, d.h. auf

3-10-19]
eine Fliache von einem Quadratzentimeter im Abstand von einem Meter treffen
N_ o 310® 1 | gt6 Photonen
A 4w -1002cm? 4 s - cm?

1Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass Einstein nicht - wie oft angenommen - den Nobelpreis fiir seine Rela-
tivitdtstheorie erhielt, sondern eben fiir die Erkldrung des beschriebenen photoelektrischen Effekts.
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12.2.2. Der Comptoneffekt

Einen weiteren deutlichen Hinweis auf die materielle Natur des Lichts fand Compton 1923
insofern, dass man Lichtquanten offenbar auch einen Impuls zuordnen muss. Monochromatisches
hochenergetisches Licht (Rontgen-Strahlung) trifft dabei auf Elektronen (Graphit), wobei man
die Intensitat und die Wellenldnge der Streustrahlung in Abhéngigkeit vom Streuwinkel messe.
Dabei ergeben sich unter anderem folgende Intensitéitsspektren:

A A

A
I 9—=0 |1 9=90° I 9 = 135°

AN >

A A A

Abbildung 12.1.: Intensitéatsverteilungen verschiedener Streuwinkel.

Interpretation im Photonenbild

Man geht davon aus, dass das Photon elastisch am Elektron gestreut wird, die Wellenlénge
wird dabei durch die relativistische Viererimpulserhaltung gegeben. Die Frage ist nun, welchen
Impuls man einem Photon zuschreiben soll. Fiir ein relativistisches Teilchen hat man allgemein
E, hv h

c CZX:FLW'

mo=0

E? = (pc)® + (moc?)? El=(pc)* = |pl=

Wenn k die Ausbreitungsrichtung der Welle ist, so hat man aufserdem p = k fiir die Impulsrich-
tung, sodass man die de-Broglie-Beziehungen
p=hk und E=hw

erhilt. Mittels dieses Ansatzes fiir piy = (E,,py) = h(w, k) erhilt man dann ganz einfach die
Wellenldnge

h
(1 — cos?)

MeC

N=\+27

flir die Wellenlange des auslaufenden Teilchens, wobei miec die Compton-Wellenlinge des
Elektrons ist.

Licht hat aber noch den zusétzlichen Freiheitsgrad der Polarisation, also muss auch den
Photonen noch dieser zuséatzliche Freiheitsgrad zugeschrieben werden. Ganz analog kénnen sich
Photonen in einem Zustand der z- oder y-Polarisation befinden, oder auch links- bzw. rechts-
zirkular, etc.

Man betrachte dann eine monochromatische Welle in z-Richtung, sie sei dariiberhinaus po-
larisiert, d.h. es liegt ein Strom von identischen Photonen vor. Man richte diese nun auf einen
halbdurchlassigen Spiegel, wobei ein Teil der Photonen transmittiert und ein Teil reflektiert
wird. Dieses Ergebnis interpretieren wir nun ebenfalls im Photonenbild.

Da alle Photonen identisch sind und daher auch identisch mit dem Spiegel wechselwirken, muss
es eine Wahrscheinlichkeit p, gegen, dass das Photon den Spiegel passiert und eine Wahrschein-
lichkeit pef, dass es reflektiert wird. Bei einem idealen Spiegel, d.h. es findet keine Absorption
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der Photonen durch den Spiegel selbst statt, gilt dann p¢; + prer = 1. Es scheint hier folglich
ein gewisses Element der Zufélligkeit zu geben, also einen inhédrent statistischen Charakter der
Theorie mikroskopischer Objekt.

12.3. Strukturen der Quantenmechanik am Beispiel der
Polarisation

Diesen statistischen Charakter werden wir nun genauer untersuchen. Dazu betrachte man ei-
ne ebene monochromatische Welle mit k = (0,0, k), aber mit verschiedenen Polarisationen im
Vakuum. Dies ist eine Losung der freien Wellengleichung, die wir im vorigen Abschnitt kennen-
gelernt haben. Fiir das elektrische Feld gilt

EO:E
E(7,t) = (Eoui + Eoyg)el®*=t) = [ Eq, | e!k==+0) |
EOZ
wobei Foz, Foy € R und w = w(k) = c|k| sind. Setzt man dann weiter Egy = £,¢ und

Ey, = syei(¢+5), so ergibt sich fiir das physikalische Feld (also den Realteil)
EPY(F,t) = Re E(7,t) = 2B (7, t) + 9B (7, 1)

mit B2 (7,t) = e, cos(kz —wt) und E};hy(ﬁ t) = ey cos(kz—wt+3), wobei wir den Phasenfaktor
¢ = 0 setzen. Man erhélt also

e, cos(kz — wt)
EPY (7 1) = | g, cos(kz — wt + 6) = BPMY(7t) = —EYWi + EPVg
0

Fir die zugehorige Energiedichte dieser elektromagnetischen Konfiguration gilt dann

- 1 h Sphy 2 L o o 2 .2
(1) = 8 [(Ep V)% + (BPY) } =1 e cos® (kz — wt) + &, cos®(kz — wt +6)]
= — - —F
8T (€5 + &) 8r

wobei im letzten Schritt iiber eine Periodendauer zeitlich gemittelt wurde. Die Polarisation wird
nun durch § und £= bestimmt, wie wir es schon in Abschnitt [10.2.4]auf Seltew gesehen haben.
Die spéter Verwendeten Polarisationsarten sind die folgenden:

e Lineare Polarisation: Es ist 6 = 0 und Ep, = e, sowie Fy, = ¢,, dann gilt fiir das
elektrische Feld

= €z EOx )
E(7,1) = (€28 4 e49) cos(kz — wt) = | &, | cos(kz — wt) = Re | Ep, | e!*==t)
0 0

Man unterscheidet bei der linearen Polarisierung nun noch einige Spezialfille, die in Ta-
belle aufgefiihrt sind.

e Zirkulare Polarisation: Hier ist 6 = £5 und &, = ¢, = ¢, wobei zwischen den folgenden
beiden Fallen zu unterscheiden ist:
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12. Empirische Notwendigkeit der Strukturen der Quantenmechanik

z-Polarisation: e, =¢ gy =10
y-Polarisation: e, =0 Ey =¢€
z,-Polarisation: e, = ecosp €y = €sinep
yp-Polarisation: e, = —esingp ey, =¢ccosp

Tabelle 12.1.: Spezielle lineare Polarisationen

— Bei rechts-zirkularer Polarisation ist 6 = +7, fiir das physikalische E-Feld fiihrt

dies zu
€ € !
EPY = = [z cos(kz — wt) — sin(kz — wt)] = Re — | i | eF=«b
7 [ cos( ) — g sin( )] vl
— Fiir Links-zirkulare Polarisation ist umgekehrt § = —7, also gilt

1
By = % [ cos(kz — wt) + gsin(kz — wt)] = Re —= | —i | eilbz=eb)

V21 o

e Elliptische Polarisation: Wie schon bei der Elektrodynamik erwahnt, fiilhrt der Fall un-
gleicher Richtungsamplituden, also Z—z # 1 zu einer elliptischen Polarisation, die wir aber
nicht weiter betrachten.

Man betrachte nun eine monochromatische Welle in z-Richtung mit beliebiger Polarisation,
sodass wir das allgemeine komplexe elektrische Feld

EOx

E(F’ t) — EOy ei(kz—wt)
0

erhalten - es erweist sich im Folgenden giinstig, den komplexen E-Vektor statt dem physika-
lischen Teil zu betrachten. Als Polarisations-(Zustands-)Vektor der Welle definieren wir den
komplexen Vektor

dann ist EPY (7 ¢) = Re(Pelk#=w) Fiir spezielle Polarisationen gilt

Ex 1 0 cos ¢ —singp
Pin = | &y P, =10 P,=11 Py, = | singp Py, = | cosyp
0 0 0 0 0
€ ! € 1
Pp=—11 —i

Pp=—
V2 \o V2 \ o

Bemerkung: Man kann nun recht einfach zeigen, dass sich jede beliebig polarisierte (also im
allgemeinen elliptisch polarisierte) Welle darstellen lasst als komplexe Uberlagerung
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e ciner z- und einer y-linear polarisierten Welle,
e ciner x,- und einer y,-linear polarisierten Welle,
e ciner R- und einer L-zirkular polarisierten Welle.

Insbesondere ist jede beliebig polarisierte Welle also als R-/L-Uberlagerung darstellbar, sowie
jede zirkular polarisierte als Uberlagerung zweier orthogonaler linear polarisierter Wellen:

B A W T T o R T B} B}
Py, = z-:g = —2(% — 1€y)ﬁ (1) + ﬁ(sx +igy) Bl = arPr + ap Py,
~ € 1 € 1 G 0 ~ —»
PR:E (1] :ﬁ 8 +1— 1 :axPx—i—OzyPy

— — —

€ .. 5 . . 5
(cosp +isinp) Py, + —=(—sing +icos 0) Py, = ag,Pr, + oy, Py,

=7 V2

Man betrachte nun eine solche ebene monochromatische Welle mit Polarisationszustands-
vektor P im Partikelbild. Da jedes Photon die Energie E, = hv trigt, gilt fiir den zu einer

%3

gegebenen Welle E (7,t) gehorigen Photonenstrom von N Photonen im Volumen V = R2L

1 = N 1 =

Wir studieren im Folgenden nun die Vorgénge die auftreten, wenn man die Welle (den Photo-
nenstrom) mit Vorgidngen in Wechselwirkung bringt, welche die Polarisation beeinflussen.

12.3.1. Erster Versuch: z,-polarisiertes Licht durch z-Polarisator

Man positioniere ein Nicol-Prisma (dies ist ein linearer Polarisator) so in den Photonenstrom,
dass er nur z-polarisierte Wellen durchlésst, und lasse dann z,-polarisiertes Licht einfallen.
Empirisch stellt man dann eine Intensitétsschwachung |E"ein|2 > ]F?a“]? fest, zudem ist die aus-
laufende Welle x-polarisiert.

A

> Eaus

Ecin
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12. Empirische Notwendigkeit der Strukturen der Quantenmechanik

Interpretation im Wellenbild

Fiir die cinlaufende Welle gilt E** (7, ¢) = £ ES(7, ) 4 gES™ (7, t) = ﬁxvei(kZ*”t), also folgt fiir
die Energie in einem Volumen V

. 1 . 1
ein _ Eein 2 _ E, 2 E 2 )
Wy 87TV’ ’ SFV(’ 0:6’ "“ Oy’ )

Weiter hat man fiir die auslaufende Welle E*US(7,¢) = $ECR(7,t) = &Eo.e =9t also folgt

entsprechend W' = LV/|Eg,|?, fiir den transmittierten Intensitéitsanteil gilt damit

Ty aus _ |Eau5|2 _ |E0x|2 _ 2 cos2 © o .
wein Fein|2 | Eog|? + |Eoy>  €2cos? p 4 e2sin? -

Interpretation im Teilchenbild

Die einlaufende Welle entspricht einem Strom aus vollig identischen Photonen, die durch die
drei Grofken (E, p, ﬁxw) charakterisiert sind. Aus der Intensitdtsabschwéichung geht hervor, dass
nur ein Teil der Photonen, nimlich N cos? ¢ Stiick, den Polarisator passiert. Demnach hat jedes
Photon eine Wahrscheinlichkeit P, = cos? © transmittiert zu werden.

In der Regel gehen nach Einlaufen von N (endlichen vielen) Photonen aber nicht genau
N cos? ¢ viele hindurch, dieser genaue Wert gilt nur fiir N — oo. Da alle transmittierten Photo-
nen zudem x-polarisiert sind, kann man die Transmissionswahrscheinlichkeit auch so auffassen,
als die Wahrscheinlichkeit, dass ein Photon, welches sich im z-Polarisationszustand befindet,
nach Wechselwirkung mit dem z-Polarisator als z-polarisiert vorgefunden zu werden.

12.3.2. Zweiter Versuch: z -polarisiertes Licht durch y-Polarisator

Nun betrachten wir das Nicol-Prisma in y-Richtung und lassen wieder x,-polarisiertes Licht ein-
fallen. V6llig analog zum vorigen Versuch findet sich eine Intensititsabschwichung |E¢"|? > |Eaus|2
und die auslaufende Welle ist y-polarisiert.

Interpretation im Wellenbild

Es gilt Eein(F, t) = 2 Eggelke—wt) 4 g)Eoyei(kz_“t) fiir die einlaufende Welle mit Fy, = €cosy
und Ey, = esinp, die Energiedichte ist damit
1 Ve?

_ 1 . € .
Wi = B = V(| Bool® + [Boy ) = 5 —(cos® o +sin’ ) .

i(kz=wt) fijr die auslaufende Welle, die damit dann

Analog zum vorigen Versuch gilt E*" = yEy,e
. . = 2 . R . .
eine Energie von W' = %|Eaus|2 = V= sin?  aufweist. Es ergibt sich eine Transmissions-

81
wahrscheinlichkeit von

1)/ aus _ |E0y|2
Wein ’EOrP + ‘E0y|2

= sin? Y.
Interpretation im Teilchenbild

Vom Teilchenbild aus betrachtet folgt dieselbe Interpretation, wie im vorigen Versuch: Die Wahr-
scheinlichkeit eines Photons in den y-Polarisator zu ,passen” ist gerade sin? ¢.
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12.3.3. Dritter Versuch: z-linear polarisiertes Licht durch R-Polarisator

Als néchstes schicken wir z,-linear polarisiertes Licht durch einen R-zirkularen Polarisator.
Erneut findet sich eine Intensitétsschwéichung bei der Transmission und das austretende Licht
ist durchweg R-zirkular polarisiert.

Interpretation im Wellenbild

Obwohl vom Ansatz her vollig analog zu den vorigen beiden Experimenten, sieht das einlaufende
Feld mit

cos ¢ 1 1 1
E_’ein(T—_»’ t) =¢ | sing ei(szwt) _ iefigoei(szwt) — i+ ieiapei(szwt)

) V2 valy) " va

% ‘
[\
(@)

etwas komplizierter aus, fiir die zugehorige Energiedichte ergibt sich

: V| = Vo1 Ve?
Weln:7E61n2:7_ 2 ip|2 ip)2y _ "=
V= g B = g g (e A1) =
Die auslaufende Welle hat die Form
€ 1 I
E_’aus Pt) = 7efigoei(kz7wt)7 i
7= sl
mit der Energiedichte W' = W]EauSIQ = % - 22, fiir die Transmissionwahrscheinlichkeit

ergibt sich damit der w1nkelunabhéngige Term

Waus 1

W/ ein 9
Interpretation im Teilchenbild

Im Teilchenbild bedeutet dieses Ergebnis, dass jedes x,-polarisierte Photon die Wahrscheinlich-
keit P,y = % hat, dass es durch den R-Polarisator hindurchgeht, vollig analog natiirlich auch fiir
einen L-Polarisator.

12.3.4. Vierter Versuch: R-zirkular polarisiertes Licht durch z-Polarisator

Zuletzt schicken wir umgekehrt zum vorigen Experiment R-zirkular polarisiertes Licht durch
einen linearen x-Polarisator, es gilt dann

E‘ein(f»’ ) (\fx +17 )e(kz wt) und E’aus,(,':»’t) _ %iei(kz—wt)

fiir die ein- und auslaufende Welle, also folgt fiir die Transmissionswahrscheinlichkeit

Wwaus 5¢? 1

[ TEITE

Im Teilchenbild interpretiert man dann wieder, dass das urspriinglich R-zirkular polarisierte
Photon mit der Wahrscheinlichkeit P, = % durch den z-Polarisator hindurchgeht.
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12.3.5. Allgemeines Konzept zur Polarisationsbeschreibung

Abstrahieren wir nun die Ergebnisse dieser Experimente. Im Wellenbild sei dazu eine allgemeine
einlaufende Welle durch E°"(7,t) = Pelkz=wl) gegeben. Diese zerlege man je nach Art und
Richtung des verwendeten Polarisators in

-, pa pa p 3 P = pa pa
P= o, Pp+a, Py = P, +a, Py, = arPr+arplp
N—_————

bei a-/y-Polarisator bei x,-/y,-Polarisator bei R-/L-Polarisator

Beim Durchgang durch den j-Polarisator hat man dann

2
ein aus . Pp Py

E* - F mit a; P — a5 Py,
=1

sodass fiir die allgemeine Transmissionswahrscheinlichkeit

Ty aus E_v'aus 2 af|? R .
v =|q_| = P‘J 5= = P(P > P))
wyt | Eein|2 oy |2 + |og |2

folgt. Man konzentriere sich nun auf das Teilchenbild und suche eine geeignete Beschreibung des
Verhaltens des Photons. Die dazu eingefiihrten Konzepte miissen imstande sein, alles Messba-
re auszudriicken, wobei hier die Transmissionswahrscheinlichkeiten messbar sind. Diese Wahr-
scheinlichkeiten héngen vom urspriinglichen Polarisationszustand ab, welcher im Wellenbild
durch die Amplituden Ep, und Ep, fixiert ist.

Eine geeignete Wahl eines Konzepts fiir die Beschreibung des Polarisationszustands der Pho-
tonen ist der zweikomponentige Vektor

" _ % %
o — t =/ Ey und =1/ —— Eo, .
(wg mit 1= gy Bee wd e = f e Eoy

Dabei ist der Vorfaktor gerade so gewahlt, dass fiir das Betragsquadrat des Vektors dann gilt

Vo S 1
(‘E0x|2 + |E0y’2) = S?IE‘Q ) o = Nv :

2 2 14

9]+ [al” =

Die empirische Bedeutung der Koeffizienten ; dieses neuen Vektors ® ist die folgende:
ist so gewihlt, dass das Betragsquadrat |¢1]?> der Wahrscheinlichkeit entspricht, das Photon
(in dem durch & beschriebenen Polarisationzustand) bei Messung der z-Polarisation als x-
polarisiert vorzufinden, d.h. |¢1|? gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der das Photon durch den
z-Polarisator hindurchgeht. Analog entspricht |¢2|> der Wahrscheinlichkeit der y-Polarisation
des Photons und insbesondere gilt dann |t/1|? + [2|?> = 1. Die Konsistenz dieses Ansatzes mit
den empirischen Erwartungen sieht man wegen

P(P - P,) = ol _ Il ik
) = — —
|Eoz|? + |Eoy>  [1]* + 2]

leicht ein. Wir nennen daher ® den Polarisations-Zustands-Vektor des Photons. Die Zu-
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standsvektoren polarisierter Photonen sind wie folgt definiert:

1
x-polarisiertes Photon: P = <0> =¢, =X

0
y-polarisiertes Photon: P = <1> =¢, =Y

cos
x,-polarisiertes Photon: P = < . SO) =X,
sin

—sin
y,-polarisiertes Photon: o = < SO) =Y,
CoS

1 /1
R-polarisiertes Photon: b=—|. ) =Pp =R
P NG <1) f

1 /1
L-polarisiertes Photon: P = ( ) =&, =1L

Die Menge aller dieser Zustandsvektoren ® bildet einen komplexen zweidimensionalen Vektor-
raum, auf dem sich dann ein Skalarprodukt erkldren lasst. Man ordne jedem Spaltenvektor ®
den komplexen Zeilenvektor ®f geméf

3= (Z) S ot = )
2

zu, und definiere dann fiir zwei Vektoren &4 und ®p das Skalarproduktﬂ durch

(D4, ®p) = Bl Op = 11 + Pigps €R .

Mit dem Skalarprodukt definieren wir durch ||®||? := (®, ®) die kanonisch induzierte Norm, wo-
bei wir fiir alle effektiven Zustandsvektoren die Normierungsbedingung ||®||* = |1 |2+ |y2]? = 1
fordern. Mit anderen Worten kann man also die Zusténde des Vektorraums beliebig superposi-
tionieren, sinnvolle physikalische Werte erhélt man aber nur nach Normierung dieser Zusténde.

Speziell gilt dann (®,,®,) = (X,Y) = 0 und (X,,Y,) = 0 sowie (R, L) = 0 fiir die zuvor
definierten Polarisationszustandsvektoren, d.h. sowohl X und Y sowie X, und Y, als auch R
und L bilden jeweils eine orthonormale Basis des Zustandsvektorraums. Dementsprechend lasst
sich ein beliebiger Vektor ® dann als Linearkombination

O =ayX +a,Y =ay X,+ay Y, =apR+a7L
mit geeigneten komplexen Koeffizienten af darstellen, welche die Form

a;b =Y X + 1Y = (11 cos p + Pasinp) Xy, + (—1P1 sin + P2 cos )Y,

— \2(1/,1 — i) R + \%(¢1 + ithe) L

2Es sei dabei kurz an die mathematischen Eigenschaften erinnert, die ein unitéres Skalarprodukt erfiillt:
e Positiv definit: Es ist (P4, Pa) > 0 und aus (Pa,Pa) = 0 folgt stets 4 = 0.
e Bilinearitit: Es gilt (P4, P + ®c) = (Pa,Pp) + (P4, Pc) und (P4, AP5) = A\(Pa, DPB).
o Symmetrie: Es gilt (®a,®p) = (Pp,P4)".
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12. Empirische Notwendigkeit der Strukturen der Quantenmechanik

haben. Mit (@, ®) = 1 gilt dann immer |ag|* + |ay|* = |az,|* + |ay,|* = |ag* + |az|* = 1. Die
Koefhizienten af’ lassen sich auch mit Hilfe von Skalarprodukten ausdriicken, dazu multipliziere
(im Sinne von ,skalar-multipliziere*) man den Vektor ® von links mit &, = X, es folgt

(X, ®) = (X,a,X) + (X,a0yY) = (X, X) + ay(X,Y) = a,

bzw. die Darstellung ® = X (X, ®) + Y (Y, ®) = X, (X, ) + Y, (Y,,®) = R(R,®) + L(L, ®).
Man kann also jeden Photonen-Polarisations-Zustandsvektor @ als lineare Superposition von
X,Y oder X,,Y, oder R, L (oder jeder anderen Basis) darstellen. Dies ist die einfachste Version
des Superpositionsprinzips.

Wie driicken sich nun die messbaren Wahrscheinlichkeiten mit Hilfe der ®-Vektoren aus? Ein
Vergleich des Wellenbildes P =a,P, + ayﬁy = ... mit den obigen Formeln zeigt, dass die o
proportional zu den q; fiir alle i sind, also gilt fiir die Transmissionswahrscheinlichkeit

P(® — ;) =

Dabei bezeichnet ®; den Zustandsvektor des Photons nach dem Durchgang durch den Polari-
sator und ® den urspriinglichen Zustand des Photons. Aufierdem bezeichnet (®;, ®) allgemein
die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir, dass das Photon (prépariert im Zustand ®) sich
beim Durchgang durch den j-Polarisator so verhélt, als befande es sich im Zustand ®;.

Man betrachte dann einen Polarisator, der nur Photonen mit der Polarisation j hindurch-
lasst, Photonen mit dazu orthogonaler Polarisation werden vollstandig absorbiert. Dann ist die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Photon, welches im Zustand ® prapariert ist, durch diesen
Polarisator geht gleich |(®;, ®)|%. Die durchgegangenen Photonen befinden sich auRerdem im
Zustand ®;. Anders formuliert ist |(®;,®)|*> die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass bei einer Ent-
scheidungsmessung der j-Polarisation das Photon tatséchlich die Polarisation j aufweist (,dass
das Photon die Polarisation j hat®).

Nun gilt, dass wenn man N Photonen im Zustand ® auf einen x-Polarisator schickt, so gehen
N |1|? durch, withrend bei einem y-Polarisator N |t5|? durchgehen, wobei

N|1> + N> = N

gilt. Die Frage ist aber, ob man umgekehrt durch eine solche Messung darauf schliefsen kann,
dass die Photonen urspriinglich entweder z- oder y-polarisiert waren. Dazu flihrt man wieder
zwei Experimente durch:

Versuch 1: Versuch 2:
I=0 I =gl

I=3|¢]?
I= o C— D

I= |y ?
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Die Intensitdten lassen sich dabei leicht berechnen, indem man den zugehérigen Zustandsvek-
tor betrachtet. Als Ergebnis dieser Experimente halten wir fest, dass die eingangs gestellte Frage
verneint werden muss, da schliefilich sonst auch am Ende des zweiten Versuchs die Intensitat
verschwinden miissten, es wurde schlieflich ein z- und ein y-Polarisator verwendet.

12.3.6. Drehimpuls als klassische Erklarung der Polarisation

Man fragt sich, ob es eine aus der klassischen Physik bekannte physikalische Eigenschaft (Ob-
servable) gibt, die mit der Polarisation eines Photons verkniipft ist. Die Frage lasst sich positiv
beantworten es ist der Drehimpuls (genauer der Eigendrehimpuls bzw. Spin, auf den wir spéter
in [15.5[ ab Seite [227] - genau eingehen). Empirisch hat man die folgenden Eigenschaften:

e Wenn ein in z-Richtung fliegendes Photon mit beliebiger Polarisation ® auf Materie trifft
und von dieser absorbiert wird, so dndert sich die z-Komponente des Drehimpulses .J,
dieser Materie entweder um +#A oder —h, niemals aber um andere Werte, auch die Null
tritt nie auf. Somit haben Photonen entweder J, = +h oder J, = —h, wobei dies den
Eigendrehimpuls in Ausbreitungsrichtung bezeichnet.

e Der beim einzelnen Absorptionsprozess libertragene Drehimpulswert J, = J ist zufil-
lig. Aber es gibt eine gewisse definierte Wahrscheinlichkeitsverteilung P®(J = +h) und
P®(J = —h), diese hingt von & ab.

e Wenn die einlaufenden Photonen R- oder L-zirkular polarisiert sind, so tritt mit Sicherheit
der Wert J = +h bzw. J = —h auf, der Drehimpuls in Ausbreitungsrichtung ist also direkt
mit der zirkularen Polarisation verkniipft.

Der Erwartungswert ist als Mittelwert {iber viele Absorptionsprozesse des iibertragenen Dre-
himpulses definiert durch

T* = (+h)P®(J = +h) + (=h)P®(J = —h) .
Weiterhin erwartet man, dass P®(J = +h) = P(® — ®r) = |(®p, ®)|? gilt, also folgt

T* = (+1)|(®r, B)|> + (=h)| (D1, @) .

Tatséchlich ergibt sich dies auch bei Vergleich mit dem Wellenbild, wo fiir den elektromagneti-
schen Bahndrehimpuls

= /// B x |E(7 1) x B(F, t)}

gilt, wobei man explizit fiir die in Flugrichtung liegende z-Komponente dann

Vo1 . 1% 1 . .
%wgﬁ%@ym%bmﬂﬂ%r%» (Fox + iFoy)

15

2)
Vi1 1 ?
-/ =—— —=(F i1E
'\/ Srhw | g\ Loe T iE0y)
erhélt. Im Teilchenbild interpretiere man dies dann als den mittleren Drehimpuls der Photonen.

Fiir ein einzelnes Photon (N = 1) gilt dann also

(Ly)z = h(lo1 = ol = [ + i) = B(|(R, @)1 ~ (L, ®)F)
= (+W) (PR, )]> + (=W)[(Pr, @) = (+h)P*(J = +h) + (=h)P*(J = —h) .

V1 1

- —(Foz — 1E
87Th,(,d \/i(o loy)
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12.3.7. Operator-Formalismus fiir den Drehimpuls

Es stellt sich dann die Frage, wie man die Observable ,,Drehimpuls” des Photons mit den obigen
Manifestationen theoretisch beschreiben kann. Zunéchst kénnen wir folgende Feststellungen
tatigen:

e Die moglichen Messergebnisse sind die diskreten Werte +A und —h.

e Die Wahrscheinlichkeitsverteilung der einzelnen Messergebnisse P®(J = +h) ist definiert.
e Der Erwartungswert ist definiert.

e Die Einzelergebnisse sind zuféllig.

Ein geeignetes theoretisches Konzept ist die Verwendung linearer Operatoren, welche auf den
Zustandsraum der ®-Vektoren wirken. Der Zustandsraum ist hier zweidimensional, lineare Ope-
ratoren konnen also durch 2 x 2-Matrizen dargestellt werden. Unsere Behauptung ist dann, dass
der Drehimpuls J durch den Operator J := hS mit

s=(3 )

beschrieben wird. Spéater bei der Behandlung des Spins und Drehimpulses wird deutlich, warum
die Matrix gerade so aussieht Zur Notation sei bemerkt, dass wir von nun an mit O stets den
Operator zu einer Observable O bezeichnen.

e Figenwerte: Aus dem definierten j—Operator lassen sich dann alle Manifestationen des
Drehimpulses zuriickerhalten, dazu berechnen wir die Eigenwerte von J bzw. der Matrix
S. Effektiv miissen wir dazu nur die Polynomgleichung det(S — A1) = 0 nach A hin
auflosen, explizit gilt

—i

.
det(S—)\Ilg):det< D

>:)\2—1:O < )\172::|:1.
Demnach sind die Eigenwerte von J=hS gerade +h und —h, dies sind genau die von uns
zuvor festgestellten moglichen Messergebnisse.

e [Ligenvektoren: Zu den Eigenwerten gehdren Eigenvektoren, also Vektoren ® mit der Ei-
genschaft J® = A®. Mit den zuvor berechneten Eigenwerten erhalten wir durch

+ . +
_ apr\ _ (-1 =i\ far) _ £ .+
(S —Ap1y) (af) = < . _1) <a2i> =0 <= oy =*iong

3Im mathematischen Sinne ist J der Generator bzw. Erzeuger der Drehungen um die z-Achse der ®-Vektoren.
Die hier verwendeten Drehungen werden durch die Symmetriegruppe SU(2) beschrieben, diese ist eine soge-
nannte Lie-Gruppe (d.h. eine Gruppe, die zugleich eine differenzierbare Mannigfaltigkeit ist). Lie-Gruppen
haben (mit gewissen mathematischen Einschrinkungen, auf die nicht weiter eingegangen werden soll) die
niitzliche Eigenschaft, dass die Gruppenelemente g € G durch

g = exp <1i91ﬁ>
i=1

mit ; € R fiir ¢ = 1,...,n parametrisiert werden konnen. Die Ti—Operatoren spannen also einen n-
dimensionalen Vektorraum span(71,...,Tn) auf, die sogenannte Lie-Algebra. Unser Drehimpuls-Operator
J ist einer der drei Erzeuger der SU(2)-Lie-Gruppe.
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die Parametrisierung aller moglichen Eigenvektoren. Wahlt man der Einfachheit wegen

aiﬁ =1, so erhélt man nach Normierung der Vektoren auf die physikalische Léange Fins

1 /1 .
Eigenvektor zu A = +h: <.>—(I>R—R —  Jbp=hdp
V2 \i
. 1 /1 .
Eigenvektor zu A = —h: < .>:<I)L:L = J®; = —hd,
V2 \-i

Die Anwendung des Operators J auf einen Eigenvektor lasst sich als Messung der Obser-
vable mit dem Figenwert als Messergebnis interpretieren.

Erwartungswert: Zur Definition des Erwartungswerts betrachten wir den Zustand ® = &y
bzw. @, es gilt dann

T =4h=(R,JR)=(R,ER)=h  bzw. J

Es liegt daher nahe fiir einen beliebigen Zustand ® den Erwartungswert als 7° = (P, J D)
zu definieren, wobei natiirlich noch zu zeigen bleibt, dass dieser Ansatz konsistent mit den
bisherigen Ergebnissen ist. Dazu betrachte man die Darstellung ® = R(R, ®) + L(L, ®)
und J® = (R, ®)JR + (L, ®)JL = (+h)(R,®)R + (—h)(L, ®)L, dann folgt

T* = (®,J®) = (R(R, ®) + L(L,®), (+h)(R, ®)R + (—h)(L, )L)
= (R, ®)*h(R, ®)(R, R) + (R, ®)*(—h)(R, L)(L, ®)
(L, ®)*(+h)(R, ®)(L, R) + (L, ®)*(—h)(L, ®)(L, L)
= (+)|(R, ®)]> + (=) |(L, ®)[* .

Andererseits hatten wir aber auch J— = (+R)P®(J = +h) + (—h)P®(J = —h) fiir den

Erwartungswert eines beliebigen Zustands erhalten, vergleicht man also beide Identitéten,
—=o > . . . .

so erkennt man sofort, dass J = (®,J®) konsistent ist mit der Interpretation

P®(J=+4h) =|(R,®)]> bzw. P¥(J=-h)=|(L,®)?.

12.3.8. Rechenregeln fiir Wahrscheinlichkeitsamplituden

Da wir im weiteren Verlauf immer wieder Wahrscheinlichkeitsamplituden verwenden werden,
betrachten wir nun einige Beispiele zur Ilustration entsprechender Rechenregeln. Man weifs,
dass die Wahrscheinlichkeit mit der ein z-polarisiertes Photon durch einen y-Polarisator geht,
verschwindent ist, d.h. es gilt |(Y, X)|?> = 0 und wegen der strikten Definitheit folgt daraus
(Y, X) = 0. Nach dem Superpositionsprinzip gilt X = R(R, X) + L(L, X) und

(V,X)=(Y,R(R,X)+ L(L, X)) = (Y,R)(R,X) + (Y,L)(L, X) ,

sodass fiir das Betragsquadrat dieses Skalarprodukts damit

(Y, X)I? = [(Y, R)(R, X) + (Y, L)(L, X)] - [(Y, R)"(R, X)" + (Y, L)" (L, X)"]
= (Y, R)PI(R, X)* +|(Y, L)PP|(L, X)P?
+ (Y, R)(R, X)(Y, L)*(L, X)* + (Y, L) (L, X)(Y, R)" (R, X)*
A B
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folgt. Nun rechnet man leicht nach, dass fiir die Skalarprodukte

(Y,R) = (1,0) - \2(1) = \}i und (L, X) = (R, X) = i(1,_i) (é) =

gilt, somit ergibt sich fiir die Terme A und B durch Einsetzen sofort

11+111 4 B ilil+—i1—il 1
2 2 2 2 2 V2 V2 V2 V2 V2 V2 V2 V2 2
also gilt |(Y, X)|? = 0. Man kann die beiden Terme A und B gesondert interpretieren: Wenn
gilte, dass die urspriinglich z-linear polarisierten Photonen entweder gleichzeitig R- oder L-
polarisiert sind, dann wére die Wahrscheinlichkeit, mit der diese durch den y-Polarisator gehen
gleich:

\)

Die Wahrscheinlichkeit, dass sich ein z-polarisiertes Photon wie ein R-polarisiertes
Photon verhalt, multipliziert mit der Wahrscheinlichkeit, dass ein R-polarisiertes
Photon durch den y-Polarisator geht, addiert zu dem Produkt der Wahrscheinlich-
keiten, dass sich ein x-polarisiertes Photon wie ein L-polarisiertes Photon verhalt,
und das ein L-polarisiertes Photon durch den y-Polarisator geht.

(R, X)[2 - |(Y, R)]? + [(L, X[ |(V, L) = A= % 20

Dieses Ergebnis entspricht aber nicht den empirischen Erwartungen. Die notwendige Kompen-
sation kommt erst von den sogenannten Interferenztermen A und B. Man betrachte dazu
noch einmal die Wahrscheinlichkeitsamplitude

(Y, X) = (Y, R)(R, X) + (Y, L)(L, X) ,

dann entspricht diese Gleichung (aus mathematischer Sicht die einfache Auswertung des Ska-
larprodukts auf den R-/L-Basisvektoren)

Die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir, dass ein z-polarisiertes Photon durch einen
y-Polarisator geht ist gleich der Summe von den Wahrscheinlichkeitsamplituden da-
fiir, dass es als R-polarisiert durchgeht und dass es als L-polarisiert durchgeht,
wobei die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir, dass es als R-polarisiert durchgeht
gleich dem Produkt der Wahrscheinlichkeitsamplitude, dass sich das x-polarisierte
Photon wie R-polarisiert verhélt, und der Wahrscheinlichkeitsamplitude, dass das
R-polarisierte Photon durch den y-Polarisator geht, ist.

In der Quantenmechanik geniigen die Wahrscheinlichkeitsamplituden dhnlichen Regeln, wie die
Wahrscheinlichkeiten in der klassischen Physik:

e Wahrscheinlichkeitsamplituden fiir aufeinander folgende Prozessmoglichkeiten multiplizie-
ren sich.

e Die totale Wahrscheinlichkeitsamplitude fiir einen Prozess, der (klassisch) auf mehrere
Arten ablaufen kdnnte, ist die Summe der Wahrscheinlichkeitsamplituden der einzelnen
Prozessarten (kohirente Uberlagerung).

Beispiel: Betrachte einen klassischen idealen Wiirfel, sodass jede Zahl die Wahrscheinlichkeit
P = % hat. Die Wahrscheinlichkeit zweimal eine 2 zu werden, ist % . %, Die Wahrscheinlichkeit,
dass eine gerade Zahl geworfen wird, ist % + % + %.
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Dabei ist entscheidend, dass die verschiedenen Moglichkeiten nicht experimentell identifiziert
werden. Wenn man dies téte, so wiirde daraus der Verlust der Interferenzterme folgen.

Beispiel: Passiert Licht einen x-Polarisator, so weiss man nur, dass eine x-Polarisation vorliegt,
aber man hat keine Informationen iiber den R-/L-Polarisationszustand. Analog weiss man auch,
dass wenn Licht durch einen R-Polarisator tritt, dass es R-polarisiert ist, jedoch liefert dies
keinen Anhaltspunkt iiber die x-/y-Polarisation des Lichts.

Die konkrete Messvorrichtung bestimmt, welche Eigenschaften eines Systems relevant sind,
man sagt auch ,sichtbar werden®. Demnach wihlt erst die Messung selbst zwischen verschiedenen
Moglichkeiten eine aus und macht diese real, d.h. eine Messung fiihrt vom Moglichen zum
Faktischen.

Der Physiker Bohr formulierte: Physikalische FEigenschaften eines Systems sind nur definiert
unter den Bedingungen, die durch den konkreten Messprozess festgelegt sind - grofse Vorsicht
ist bei Aussagen iiber nicht Beobachtetes geboten.

Bemerkung: Bisher haben wir Zustande durch den zweikomponenten Polarisations-Zustandsvektor

- (2)- (3

beschrieben. Man kann aber genauso von einer anderen Basis aus starten, etwa

<E§ g) _@BD  oder (g:;’;) _ pXeYe)

12.4. Welleneigenschaften massiver Teilchen

In Abschnitt haben wir gesehen, dass man Licht aufgrund einiger Experimente Eigenschaf-
ten massiver Teilchen zuweisen kann, etwa einen Impuls. Umgekehrt verhalten sich aber auch
massive, nichtrelativistische Teilchen (Elektronen, Protonen, Neutronen, Kerne, etc.) unter be-
stimmten Umsténden wie Teilchen, unter anderen Umsténden aber auch wellenartig. Zu diesem
Thema wurden eine Reihe wichtiger Experimente durchgefiihrt, z.B.:

e Streuung von Elektronen am Kristallgitter (Davisson & Gerner, 1926/27)
e Streuung am Doppelspalt (Donati, Missiroli, Pozzi)

e Streuung von Neutronen am Si-Kristall (Rauch)

e Streuung von Fullerenen an organischen Molekiilen (Zeilinger)

Von diesen Experimenten wollen wir das Doppelspalt-Experiment genauer betrachten, da es alle
wichtigen Effekte illustriert.

12.4.1. Das Doppelspalt-Experiment mit Elektronen

Wir betrachten die in Abbildung dargestellte Situation des Doppelspalt-Experiments. Fiir
das Wellenfeld am Punkt P(r, ) zur Zeit ¢ gilt

(P(Tv 197 t) = 801(?”, Q97 t) + @2(7“? 197 t)
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ebene
Welle

Abbildung 12.2.: Schematik des Doppelspalt-Experiments

aufgrund linearer Superposition, wobei die einzelnen Summanden die von den beiden Offnungen
1 und 2 ausgehenden Wellen bezeichnet. Also folgt

o(r, 9,t) = A(r)elFre @t 4 A(r)elk(rHan) g—ivt
= A(r)e Wleih(r+3A0) (e*%ikm + e%ikm> — A(r)e Wtk 3AT) 9 o (kA;)

mit dem Abstandsunterschied Ar = ssin#, wobei s den Abstand der Spalte 1 und 2 voneinander
bezeichnet und k& = 27” gilt. Fiir die Intensitit als Betragsquadrat der Welle (7,9, t) gilt dann

I(r,9,t) = |o(r,9,t)|* = B cos? (kA2r> = B cos? <7r§ sinﬂ) .

Man sieht direkt, dass die Intensitat I genau dann minimal wird, wenn die Bedingung

s . 2n+1 . A2n+1
T—sind = T <= sinVpmin = —
A 2 s 2

erfillt ist. Bei einer endlichen Blendenweite kommt noch ein weiterer Korrekturfaktor

sin? (7% sin o)

b .
TS sin ¥

B\ ) =

hinzu, wobei die b die Breite der Spalte bezeichne. Minima des B-Korrekturfaktors finden sich
bei ¥ = 22ntl
b 2 -

Alle diese Experimente lassen sich erkldren, wenn man annimmt, dass die Teilchen durch eine
monochromatische Welle beschrieben werden, deren Frequenz v und Wellenzahlvektor k mit der
Energie ¥ und dem Impuls p der Teilchen verkniipft sind. Dies geschieht durch die von Seite
bereits bekannten de-Broglie-Relationen

E - P h

Z 0 F=P g a2l

h h D

Wegen der letzten Beziehung sind die Wellenléngen makroskopischer Objekte winzig, dazu einige
typische Wellenlangen von Materiewellen:

Elektronen mit Fii, = 50eV: A =18-10""m
Elektronen mit Fi, = 80keV: A =0.04-10""m
Neutronen aus Reaktor: A=2.10"10m

Gewehrkugel: A=23-10"%*m

w =
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Wichtig sind nun die Unterschiede zur klassischen Betrachtungsweise. Dazu betrachten wir die
Intensitéatsverteilungen klassischer makroskopischer Teilchen und mikroskopischer (also quan-
tenmechanisch zu beschreibender) Teilchen am Doppelspalt:

Einfachspalt Doppelspalt

klassisch mikroskopisch klassisch

mikroskopisch

Das erste Bild zeigt dabei die Auftreffwahrscheinlichkeit fiir klassische Teilchen bei lediglich
einem ge6ffneten Spalt, wahrend das zweite Bild die Auftreffwahrscheinlichkeit derselben Situa-
tion fiir mikroskopische Teilchen wiedergibt. Offnet man stattdessen nur den anderen Spalt, so
ergibt sich eine entsprechend an der z-Achse gespiegelte Situation.

Im dritten Bild ist nun die klassische Auftreffwahrscheinlichkeit klassischer Teilchen zu sehen,
wenn beide Spalte gedffnet sind, es zeigt sich eine additive Uberlagerung der einzelnen Wahr-
scheinlichkeiten, die sich bei jeweils einem gedffneten Spalt ergeben. Das letzte Bild zeigt die
Situation bei mikroskopischen Teilchen, hier entstehen durch die Offnung des zweiten Spaltes
Bereiche, an die weniger Licht als zuvor gelangt.

12.4.2. Welle-Teilchen-Dualismus

Dieses Ergebnis lasst sich wie folgt interpretieren: In Analogie zum Licht existiert ein Welle-
Teilchen-Dualismus. Um diese Aussage zu verstehen, betrachte man das Experiment genauer,
d.h. so weit verlangsamt, dass immer nur ein einzelnen Teilchen durch die Spalte hindurchgeht.
Dabei stellt man fest:

e Die einzelnen Auftreffpunkte auf dem Projektionsschirm sind stochastisch verteilt.

e Befestigt man Detektoren am Projektionsschirm, so registriert jeweils nur ein einzelner das
Auftreffen eines Teilchens - ein einlaufendes Teilchen bleibt also ein einzelnes Teilchen.

e Erst nach dem Eintreffen vieler Elektronen ergibt sich eine gewisse regelméssige Haufig-
keitsverteilung.

e Die Verteilung ist vollig analog zum Lichtverhalten.

Man muss also schlieften, dass die Intensitétsverteilung des Interferenzbildes als die Wahrschein-
lichkeitsverteilung zu interpretieren ist, mit der ein Teilchen am Ort 7 auftrifft. Bei Licht hatten
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wir flir ein gegebenes elektrisches Feld dazu
I(7) = |Ey(7)|? &°F = P(7) d°F

erhalten. Fiir Teilchen liegt es daher ebenfalls nahe, eine Wellenfunktion v(7) einzufiihren, so-
dass |1 (7)|? d®7 der Wahrscheinlichkeit entspricht, dass ein beschriebenes Teilchen zur Zeit ¢ im
Volumen d37 bei 7 anzutreffen ist. Die konkrete funktionale Form dieser Wellenfunktion (7, t)
wird abhéngen von den physikalischen Bedingungen, unter denen sich das Teilchen befindet,
z.B. von der Energie, mit der es erzeugt wird, von dufieren Kraftfeldern, etc., kurz gesagt also
vom physikalischen Zustand des Teilchens.

Es wird sich noch herausstellen, dass die Wellenfunktion die gesamte Information {iber den
Zustand des Teilchens enthélt. Man iiberlege sich zunéchst die notwendigen Eigenschaften
der Wellenfunktion:

e Es muss [¢4(7)]? > 0 und [[[gs [¢+(7)[>d®7 = 1 sein, also muss die Wellenfunktion v
quadratintegrabel sein, insbesondere geht dann [¢(7)| — 0 fiir r — oo.

e Die Wellenfunktion () muss im ganzen Raum R? stetig differenzierbar sein.

e () ist aus physikalischer Sicht nur bis auf eine komplexe Phase bestimmt, d.h. die
Wellenfunktionen () und el®); () sind physikalisch dquivalent.

12.5. Die Schrodinger-Gleichung

Wir suchen nun eine Bestimmungsgleichung fiir Wellenfunktionen (7, t). Eine derartige Glei-
chung muss den folgenden Eigenschaften geniigen:

1. Aufgrund des Superpositionsprinzips von Wellen muss es sich um eine lineare Differenti-
algleichung handeln.

2. Die Gleichung muss als Losung unter anderem auch Wellen mit definierter Frequenz w
und definiertem Wellenzahlvektor k besitzen, wobei diese iiber F = Aw und p’ = hk mit
der Energie E und dem Impuls p des beschriebenen Teilchens zusammenhéngen.

3. F und p miissen fiir nichtrelativistische bewegte Teilchen geméf E = % + V(7) zusam-
menhéngen.

12.5.1. Freie Schrédinger-Gleichung

Betrachten wir dann zuerst ein freies Teilchen, es gilt also V' = 0 fiir das Potential. Wir erhalten
dann aus der klassische Energiebeziehung mit den de-Broglie-Relationen

=9 h2];’2 Ez
E:p— e hw=— <«— w=h—.
2m 2m 2m

Sei nun die Wellenfunktion v eine Losung mit definiertem w und E, d.h. eine ebene mono-
chromatische Welle der Form (7, t) = Ae!* ! Fiir die Ableitungen dieser Wellenfunktion
erhalten wir dann

- 0

V(7 t) = —iky(Ft)  und 5 V(1) = —iwp (7 1) .
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In der zeitlichen Ableitung finden wir also (bis auf konstante Vorfaktoren) w wieder, wiahrend
aus dem Gradienten insbesondere Aw)(7,t) = —k%y(7,t) folgt. Wir kénnen die GréRen in der
obigen Energiebeziehung damit als

2
I a0

Lo
171&1/)(7‘,0 == —2m

schreiben, dies ist die Schrédinger-Gleichung fiir ein freies Teilchen.

12.5.2. Einteilchen-Schrédinger-Gleichung

Als Verallgemeinerung betrachten wir nun den Fall eines Teilchens, welches sich in einem Po-
tential V' (7) bewegt. Die Energierelation lautet

=2
E=L_4v@#E  wobei E—>ih§t F— —ihv

2m

zu ersetzen ist. Man kann mit der obigen Identifikation also die Bestimmungsgleichung

2
m;wﬁﬂ——BAw B+ V(@)6(F 1)

erwarten. Man beachte, dass das Potential V' dabei als V(7)1 (7, ¢) in die Gleichung eingehen
muss, damit die geforderte Linearitdt bzw. Homogenitdt der Gleichung fiir das Superpositions-
prinzip erhalten bleibt. Es ist dann

2
m%wa t) = (—hA + V(F)) Y(7,t)

die Einteilchen-Schrédinger-Gleichung. Man beachte, dass die Losungen dieser Gleichung
nur dann giiltige Wellenfunktionen sind, wenn sie quadratintegrabel sind. Die Losungen gewéahr-
leisten auferdem die Erhaltung der Gesamtwahrscheinlichkeit, d.h. es gilt

// l(7t)|>d37 =0 .

Beweis. Wir wollen die letzte Aussage explizit nachpriifen, da sie die grofse Bedeutung der
Schrédinger-Gleichung unterstreicht. Zunéchst gilt

iﬂww%ﬁeiﬂwmwmw%
:///@tu}*(m)) W7, 1) dF + // W ( G t)> .

Da nun die Wellenfunktion ¢ eine Losung der Schrodinger-Gleichung ist, hat man weiter

5, 1 h? P 1 52
o’ = i (‘A + V('F>> v ound =yt = <—A + V(F)> "

2m
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Diese beiden Ableitungen setzen wir jetzt in den letzten Term ein, und erhalten damit
2
/// K_Aw +Vy > Y-y (—hA + v) w] B
/// [ [(AY™ )i — ¥ (A)] +¢*V¢-¢*V¢] B
// (VY ) — VY] &

AN 5 ///(vw*w; — V*V))d*7 4 Oberflichenterme in co = 0 |

wobei verwendet wurde, dass die zusétzlichen Terme im Unendlichen gegen Null gehen, da
wegen der vorausgesetzten Quadratintegrabilitiat der Wellenfunktion ¢ (7,¢) — 0 fiir |#] — oo
geht. Explizit hat die partielle Integration die Form

//Rs AY* )Y dPF = ///( S5V + 621/, +8822w>wdxdydz
:///[8:): <ag;w*>]?/’d$dydz+...
= // %i*gwd dy d> +//<8w* )

wobel wir von nun an stets auf die Rand- bzw. Oberflachenterme verzichten werden. OJ

dydz + .
r=—00

Damit ist also gezeigt, dass die Gesamtwahrscheinlichkeit einer durch die Einteilchen-Schro-
dinger-Gleichung bestimmten Wellenfunktion zeitlich erhalten bleibt. Da der Vorfaktor von ¢
wegen Homogenitdt der Differentialgleichung frei wahlbar ist, kann die Wellenfunktion 1 so
normiert werden, dass sich fiir die Gesamtwahrscheinlickeit [[[ [¢(7,t)|? d37 = 1 ergibt.

Bemerkung: Die Schrodinger-Gleichung ist eine lineare homogene Differentialgleichung mit
komplexen Koeffizienten, d.h. man also eine genuine komplexe Lisung. Insbesondere geniigt die
komplex konjugierte Wellenfunktion v¥* deswegen einer anderen Differentialgleichung, ndmlich

2
—ih%qﬁ*(ﬁt) = <hA + V(r )> (7 t) .

Der Real- oder Imaginérteil Re ) oder Sm1 liefert uns also diesmal keine Lésungen.

Definition 16: Die Menge der stetig differenzierbaren quadratintegrablen Losungen der Schro-
dinger-Gleichung bilden den linearen Raum der Wellenfunktionen des betrachteten Systems.

Der Zustand eines Systems bestehend aus N (verschiedenen) Teilchen wird dann analog durch
eine N-Teilchen-Wellenfunktion (7, ..., 7n,t) beschrieben. Hier steht dann der Ausdruck

|¢(’Fla .. 'a’FNvt)|2d3’F1 .. d37?N

fiir die Wahrscheinlichkeit zum Zeitpunkt ¢ das erste Teilchen in d®7 bei 71, das zweite Teilchen
in d®7 bei 75, usw. anzutreffen.

12.5.3. Berechnung von messbaren physikalischen GroBen

Der Zustand eines Systems ist vollstandig in der Wellenfunktion (7, ¢) enthalten, es stellt sich
nun die Frage, wie man die Informationen aus v herausextrahiert.
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Orts-Erwartungswert

Wenn man in einem Zustand (7,t) den Ort des Teilchens misst, so erhilt man im Einzelfall
stochastische Ereignisse, aber die Ortswahrscheinlichkeitsverteilung ist durch |(7,t)|? d3F ge-
geben. Wir interpretieren den Erwartungswert des Orts als Mittelung iiber viele Messungen, es

gilt also
= [ sz

d.h. ¥ = Mzs @i (7 (7)|? d*7 und analog fiir die iibrigen Komponenten. Mit |¢|> = 1*4 erhalten
wir durch

=L // (71T 1) dOF

eine etwas elegantere Darstellung. Man definiert nun ein Skalarprodukt im Ruam der Wellen-
funktionen durch

0.0) = ([ o i,

welches im Allgemeinen zeitabhingig ist. Aufserdem definiert man den Operator X im Raum
der Wellenfunktionen durch

X (P t) = Xop = a1p(7 t)

und analog die Operatoren Y und Z fiir die iibrigen Komponenten, sowie X mit X v = (T, t).
Es handelt sich hierbei jeweils um lineare Operatoren, mit denen sich die oben erklarten Erwar-
tungswerte als

¥ — // O (7, )0 (7, 1) d3*—// V*(F 1) [Xp(F, )] 7 = (¢, X)) = (X)y

schreiben lassen. Dabei beschreibt (X )y den Erwartungswert des Operators X im Zustand ),
analog natiirlich wieder fiir die iibrigen Komponenten (Y)¢ und <Z Y-

Erwartungswerte ortsabhdngiger Funktionen

Man betrachte eine Observable, die klassisch als Funktion f(7) vom Ort abhéngt. Der Erwar-
tungswert von f im Systemzustand ¢ ist dann

7@ = [ o orer= [l o @osmurod

/m; iwmm*:wﬂﬁwzw&m

Der zu einer Observablen f(7) gehorige Operator ist dann f(X).
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Impuls-Operator und -Erwartungswert

Neben dem Ort 7 ist der Impuls P’ P eines Tellchens eine entscheidende Groéfe. Der Impulsoperator
P, soll so sein, dass Elz) = (1, MZJ) (Py)y gilt. Die Bedeutung des Impulses im Mikrosko-
pischen lasst sich auf zwei verschieden Weisen verstehen, entweder iiber das Noether-Theorem
(der Impuls ist der Generator von raumlichen Translationen, dazu spiter mehr) oder iiber das
Korrespondenzprinzip, d.h. durch die Betrachtung des klassischen Grenzfalls.

Wir wollen zunéchst der letzteren Interpretation folgen, es schliefit sich dann direkt die Frage
an, wie der klassische Grenzfall charakterisiert ist. Eine sinnvolle Forderung ist beispielsweise
eine de-Broglie-Wellenlange A < L, wobei L die typische Langendimension des klassischen
Objekts sei. In diesem Fall gilt dann

h
A:5<L = Lp>h,
wobei Lp die Wirkung ist. Man erwartet in dieser Situation, das sich die Objekte klassisch
verhalten, d.h. die Messergebnisse fiir jede Observable nur sehr gering streuen, dass also alle
Messergebnisse sehr nahe dem Erwartungswert der Observablen sind und somit fiir die Erwar-
tungswerte der Observablen die klassischen Gesetze gelten. Insbesondere ist demnach dann

d -
P=m—r da klassisch p=mv' =m

dt at’

Man erwartet, dass diese Beziehung immer gilt, woraus sich nun der Impuls-Operator P ableiten
lasst. Dazu betrachte das Skalarprodukt

(v, Potp) = dt( mdt///w (7, ) X1p(7, t) d>F

:m// at*x¢d3f //¢x 37

h2
— % /// [(Aw*)mp + Vap*aah — %w*wa - w*xw} 37

=i J oo (g + ) ]

62 2
—*x w — (a? + a2> ¢ a7

() e

. OV 51/1 3¢* L
_8x<w (9) 1/;7—#8 o drdydz .

Verwendet man nun f 0 (%mﬁ) dr = 8(.;@6 1/1|iooo = 0, so erhélt man daraus

oo Ox

///{ O 8@2*¢]ddd“h//¢ &7 = //¢<_1h >wdgﬂ

fiir den Impulsoperator, also gilt schliefslich im Vergleich (v, f’;ﬂ/}) =If 1/)*]5931/} d37 dann

P, = —maﬁ P, = il - b B —inv.
Xz
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Beliebige Observablen

Man kann nun analog auch Erwartungswerte von Funktionen des Impulses statt des Orts be-
trachten. Der zugehorige Operator zu einer Funktion g(p) ist dann durch g(—iAV) bestimmt.
So erhélt man fir die kinetische Energie beispielsweise
T— i) —ing) = - A
=—(—i —i =——A.
2m 2m

Der Operator fir die Gesamtenergie ist £ = H, der sogenannte Hamilton-Operator, der
durch

R h2
H=—A
el V(7)

gegeben ist. Man erkennt, dass mit seiner Hilfe die Einteilchen-Schrédinger-Gleichung in deutlich
verkiirzter Form als

., 0 .
ih s = Hy

geschrieben werden kann. Betrachtet man weiter eine beliebige Observable, die klassisch durch
Funktionen f = f(7,p) gegeben sind, so ist der zugehorige Operator durch

f= (X, P) = f(7, —ihV)

spezifiziert. Eine Verallgemeinerung auf ein System von N Teilchen mit der klassischen Obser-
vable f(71,...,7N,P1,.-.,Pn) ist dann einfach durch den Operator

f:f(jla"'vaaﬁ1>"'7ﬁN)

bestimmt. Man betrachte dann weiter ein System von N Teilchen, die klassisch durch die
Hamilton-Funktion
H(rla cooyTny P1y - - 7pn) = — TT:’LZ + ZV;(TZ) + 5 ;‘/;](TUTJ)
i= % 1#£j

beschrieben werden, der zugehorige Hamilton-Operator lautet dann

A N 2
H=Y" <—QZ%AZ-> + ) Vi) + %ZVU(F,-,@) .
1=1 )

i#j
Ein solches System wir durch die N-Teilchen-Wellenfunktion ¢ (77, ..., 7n,t) beschrieben, wobei
man als Schrodinger-Gleichung fiir ein N-Teilchensystem postuliert

L0 o PSR o
1ha¢(r1,...m\/,t) = Hy(r, ..., TN, t) .

Bemerkung: Fassen wir noch einmal kurz zusammen. Man ordnet jeder Observablen, d.h.
messbaren dynamischen Variable A, einen linearen Operator A im Raum der Wellenfunktionen
zu, und zwar so, dass der Erwartungswert des Operator A im Zustand definiert ist durch

(Ayy = (b, Ay) = // 05 (7) A (7) &7

und gleich dem Mittelwert der Messergebnisse von A tiber viele Messungen an identisch prapa-
rierten Systemen ist.
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Mathematischer Einschub: Das Fourier-Theorem

Als niichstes wollen wir Wellenpaket-Losungen der Schrodinger-Gleichung als Uberlagerung mo-
nochromatischer ebener Wellen betrachten, wozu wir erst einige mathematische Vorbereitungen
leisten wollen. Man betrachte eine beliebige Funktion y(x) die absolut integrabel sei und die
Dirichlet-Bedingung erfiille. Dann lasst sich diese als

o) = [ dk = fe

darstellen, d.h. als Uberlagerung von e'**-Funktionen mit geeignetem Gewicht f(k). Umgekehrt
ergibt sich eine Gewichtsfunktion, die Fourier-Transformierte

F8) = 3(0) = == [ doey(a)

Beispiel: Als einfaches und zugleich wichtiges Beispiel betrachten wir die Fourier-Transformation
eines Gaufsschen Wellenpakets mit

y(z) = exp (— {2;?]2) = \/127 /dk f(k)e® .

Fiir die Fourier-Transformierte f(k) gilt mit der Definition C' := z — 2(Ax)%ik

0= gz [ (<[] )

_ V%/dwexp (_(x - xo)}&z;.zx(jxp)

- i foren (5T ) (55
et e [T,

Substituiert man nun noch y := zzg mit dy = ﬁ dx, so erhdlt man daraus

1 “k2(A2)? —ikzo [ k? —ikx
EZA:ce (Az)%g O/Ooe V" dy = V2Az exp <_4(Ak)2 e %o

fir Ak = ﬁ Dies ist eine harmonische Funktion moduliert mit einer Gaufsverteilung um
k = 0. Man beachte, dass Ax- Ak = % gilt, ist also die Breite Ax der urspriinglichen Verteilung
klein, so muss die Breite Ak der Fourier-transformierten Verteilung grof sein und umgekehrt.
Es gilt weiter auch die Umkehrung

= exp AL =7y y(x) = exp 22&6 e .
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12.5.4. Wellenpaket-Losungen der Schrédinger-Gleichung

Wir suchen jetzt nach einer Losung der eindimensionalen Einteilchen-Schrédinger-Gleichung fiir
Y(x,t), sodass

2
Y(x,0) = \/12? /dk Fk)e*” mit f(k) = exp <_ [k2AZD] )

gilt, aukerdem sei Ak < kg. Wegen der Linearitdt der Schrodinger-Gleichung erwartet man,
dass die zu der obigen Uberlagerung gehorende Losung gleich

ist, wobei aus der freien Schrédinger-Gleichung der Zusammenhang w(k) = %Ip folgt. Dies
zeigt sich direkt durch Einsetzen in die Schrédinger-Gleichung

2 2
ih%qﬁ(x,t) —h—A¢(x PPN <1h§t+hA> W@ t) =0

was dann 0

/dk’f <1h —|— A) i(kz—w( /dkf ( ) _ h/{/'Q) i(kz—wt)

liefert. Man betrachte dann die Wellenfunktion ¢ (x,t) in diesem speziellen Fall von f(k). Alle
beitragenden k-Werte sind in der Néhe von kg, also entwickelt man w(k) um diesen Punkt ko
in eine Taylorreihe

k) = (ko) + (k k@(j“,j) k= ko)? (fl,;;’)k+

= wp + (k’ k‘o)’UG + = (k‘ k?(]) o+

sodass sich unter Verwendung der Entwicklungsterme bis zur ersten Ordnung fiir die Wellen-
funktion

1 k— ko) ikz —i(wo+(k—ko)vg)t
w(x’t):E dk exp | — SAL e

2
— . ol(koz—wot) I vet : _ L
V2AE - e exp ( [ 5AL mit Ax AL

Die Amplitude der ebenen Welle ei(kor=«ot) jst durch die Gaulverteilung um = = vgt moduliert,
es handelt sich also um ein Wellenpaket mit der Breite Az, welches sich mit der Geschwindigkeit
v nach rechts bewegt, wobei vg als Gruppengeschwindigkeit bezeichnet wird. Jede Komponente
von (k=) hat die

k
Phasengeschwindigkeit: vp(k) = w;) und
dw(k
Gruppengeschwindigkeit: v = < C;E{ )> .
ko
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Im Fall der freien Schrodinger-Gleichung ist w(k) = %EQ, also gilt vg = %ko = B2 Man beach-

te, dass die Breite Az = ﬁ eine zeitliche Konstante ist. Dies dndert sich aber, wenn man bei
der Taylorreihenentwicklung auch die héheren Ordnungen mit beriicksichtigt. Bei Hinzunahme
des dritten Summanden folgt bereits

Ax(t) = ;\/(Alk;)Q + @?(Ak)2t2 .

Die Wahrscheinlichkeitsinterpretation des Ergebnisses lautet nun wie folgt: |[1(x,t)|? ist die
Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, das Teilchen zur Zeit ¢ am Ort x anzutreffen. Hier ist diese
Wabhrscheinlichkeit nur im Bereich z = vgt £ Az nennenswert von Null verschieden. Az lésst
sich somit als Ortsunschérfe des Teilchens interpretieren. Andererseits schreibt man jeder
Welle ei(k*=t) den Impuls p = nk zu, wobei hier k nur fiir kg = Ak nennenswert von Null
verschieden ist. Man interpretiert deshalb AAk = Ap als die Impulsunschéirfe. Mit Az = ﬁ
ergibt sich nun

h

Ax-Ap=—.
P=3

Man kann mathematisch zeigen, dass dieses Breitenprodukt fiir die im betrachteten Fall einer

Gaufsverteilung ein Minimum annimmt, fiir allgemeine Verteilungen gilt also die Heisenberg-

sche Unschéarferelation

Ax - Ap > h .
2
Die Unschérferelation impliziert, dass man keine Wellenfunktion ¢ (x,t) finden kann, fiir die

gleichzeitig Az = 0 und Ap = 0 gilt - eine gewissen Messungenauigkeit ist also ein Prinzip der
Natur.

Beispiel: Eine praktische Manifestation ldsst sich nun im Rahmen einer Messung veranschau-
lichen. Dazu lasse man monochromatisches Licht auf einen Einzelspalt fallen. Der Impuls des
Lichts sei durch p = (0,0,p,) gegeben, also gilt Ap, = Ap, = Ap, = 0, folglich muss
Azr = Ay = Az = oo gelten (dies ist mathematisch unsauber formuliert, verdeutlich aber
das Prinzip), damit die Heisenbergsche Unschérferelation erfiillt ist. Tritt das Licht durch die
Blende, so ergibt sich eine Ortsunschérfe von Ax = %, wobei hier b der Breite des FEinzelspalts
entspricht.

Weiter erhalten die Teilchen aber auch einen nichtverschwindenden Impuls in x-Richtung, der
sich aus der Intensitdtsverteilung ergibt. Ist Yymin der Winkel bei dem das erste Intensitatsmini-
mum zu beobachten ist, so gilt sind = %, und es ergibt sich

bA _ blh _h
2

. A
Pz = psinUmin = p— = Ap, == Am-Apxzpigz%bp

b

12.6. Observablen-Operatoren und ihre Eigenwertgleichungen

12.6.1. Summe und Produkt von Operatoren

Man betrachte einen beliebigen Operator A im Raum der Wellenfunktionen . Im Allgemeinen
wird A nicht auf dem ganzen Hilbertraum JH definiert sein, ndmlich dann, wenn At nicht mehr
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quadratintegrabel ist, es existiert also ein Definitionsbereich D ; C H von A. ITm mathemati-
schen Anhang [B]ab Seite werden diese Details fiir den Orts- und Impulsoperator detailliert
ausgearbeitet.

Man definiere nun die Summe und das Produkt zweier Operatoren auf kanonische Weise durch

(A+B)W:=Ap+By und  (A-B)y:= A(By)

und macht sich dann leicht klar, dass das hier erklidrte Produkt zweier Operatoren im Allgemei-
nen nicht kommutativ ist. Betrachte beispielsweise das Produkt von Orts- und Impuls-Operator,
dann gilt

XPo = X(P) = —ihf((%@/} = —ihx%«/; und
P Xtp = Pp(X¢) = Py(at) = —ihaax(a:w) = —ihxiw — i) .

Daher erkliren wir fiir zwei Operatoren A und B den Kommutator [A, B] .= AB—BA, der die
Differenz zwischen den beiden Anordnungen angibt. Im vorigen Beispiel wére also [ X, P,] = iA,
allgemeiner gilt fiir die iibrigen Komponenten

[X;, Pj] = ihdy; (X, X;] =0 [P, Pj]=0.

12.6.2. Eigenschaften von Observablen-Operatoren

Wir wir bereits wissen, miissen Observablen-Operatoren wegen des Superpositionsprinzips linear
sein. Auferdem miissen sie so gegeben sein, dass ihre Erwartungswerte beziiglich der Zustands-

Wellenfunktion 1) reell sind. Fiir <fl)¢ € R muss also (1, flw)* = (v, flw) fiir alle ¢ € H erfiillt
sein. Zu einem Operator A definiert man den hermitesch konjugierten Operator At sodass

(1, Athg) = (ATey, 4ho)

fiir alle 11, 99 im Definitionsbereich erfiillt ist. Daraus folgt dann fiir die Forderung eines reellen
Erwartungswert

(Al ¥) = (. Ap) = (¥, Ap)* = (Ay, y)

fiir alle ¢ € D, also muss At = A und D it 2 D gelten. Einen Operator ‘mit diesen Eigen-
schaften nennt man hermitesch, wenn auferdem D ;; = D ; gilt, so heift A selbstadjungiert.
Kurzgesagt stellen wir also fest, dass sinnvolle Observablen-Operatoren linear und hermitesch
(oder selbstadjungiert) sein miissen.

12.6.3. Eigenwerte und Eigenfunktionen von Observablen-Operatoren

Berechnen wir zunéchst die Unschérfe bzw. Dispersion einer Observablen - A, d.h. die mittlere
quadratische Abweichung vom Erwartungswert, die durch (AA)? := (A — A)? definiert ist. Es
gilt dann

(A4)* = (A= (A)y)*),, = (A° = 24(4),, + (A)),,
= (A% — 2(A)y(A)y + (A)F = (A%, — (A)] .

Eine interessante Frage ist nun, ob es Zustand-Wellenfunktionen 1 gibt, sodass (AA)2 = 0

A~

gilt, also Zusténde, die mit Sicherheit den Erwartungswert (A), liefern. Dazu definiere man
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fiir einen gegebenen Observablen-Operator A die zugehorigen Eigenwerte und Eigenfunktionen
mittels der Eigenwertgleichung

Afor (F) = anfa, (7)

firn =1,2,... Jede Zahl a,, fiir die diese Gleichung eine normierbare Losung f,, (7) hat, heifst
Eigenwert von A und f,, (¥) ist zu gehérende Eigenfunktion. Umgekehrt formuliert ist jede
normierbare Funktion f(7) = f,, (), zu der es eine Zahl a,, gibt, sodass

Afan (7) = anfa, (7)

gilt eine Eigenfunktion von A und a,, der zugehorige Eigenwert.

Im Allgemeinen wird es nur fiir einzelne, diskret verteilte Zahlen a,, derartige Eigenwertlo-
sungen geben. Man wahle dabei die Eigenfunktionen auf Lénge Eins normiert und betrachte
dann die Zustands-Wellenfunktion (7, t), die durch

2/)(7_‘), 0) = fan (F)

mit dem Eigenzustand zum Eigenwert a,, von Ain Verbindung gebracht wird. Fiir den Erwar-
tungswert der Observablen A in diesem Zustand gilt dann

A = o, Aw) = [Jf @70 @0 dvro) = [If @712, (As, @

~ a, /// EF L2 (7) fon () = |

die Eigenwerte von Observablen-Operatoren sind also insbesondere reell, da man die Eigenwert-
gleichung im vorletzten Schritt auch von links lesen kann. Fiir die Dispersion folgt

(AA)? = (A%, —(A)],_ = // B0 (5 0V (. 0) — a
_ ///d?»ff;‘n(f)mfanm o,

Eigenzustiande weisen also keinerlei Unschéarfe zum Erwartungswert auf, d.h. im Eigenzustand
fa, (7) ergibt eine Messung der Observablen A mit Sicherheit den Wert a,. Befindet sich das
System umgekehrt in einem solchen Zustand (in dem wiederholte Messung der Observablen
A immer denselben Wert liefert), so ist dieser Zustand durch einen Eigenzustand f,, (7) des
Operators A beschrieben.

Bemerkung: Man betrachte das System in einem beliebigen Zustand (7, t) und messe eine
beliebig ausgewéhlte Observable A in diesem Zustand, wobei diese den Wert a liefert. Dann muss
als physikalische Konsequenz gelten, dass eine zeitlich unmittelbar anschliefsende nochmalige
Messung von A wieder (mit Sicherheit) den Wert a liefert.

Folglich befindet sich unmittelbar nach der ersten Messung von A mit dem Ergebnis a das
System in einem Eigenzustand f,(7) des Observablen-Operators A. Dies nennt man den Kollaps
der Wellenfunktion,

Messung von A

P(7, 1) fa(7)

als mégliche Messergebnisse von A kommen somit nur die Figenwerte von A in Frage.

Insgesamt gilt also, dass bei einer Messung von A im Zustand 1) als Messergebnisse nur die
Eigenwerte a,, von A auftreten kénnen und nach erfolgter Messung mit Wert a,, sich das System
im zugehorigen Eigenzustand f,, (7) befindet.
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12.6.4. Orts- und Impulsoperator und zugehdrige Eigenfunktionen

Der Orts-Operator X und Impulsoperator P, (bzw. die vektoriellen Operatoren) sind neben dem
Hamilton-Operator H die wohl wichtigsten Operatoren der Quantenmechanik, daher werden wir
nun ihre Eigenwerteigenschaften gesondert untersuchen. Die zugehorige Eigenwertgleichung des
Ortsoperators ist

Xfo(z) =2 fu(z) &= (v —2')fu(z)=0,
also muss f/(x) = 0 fir alle z # 2/ gelten, wir wihlen daher f,/(z) = Bdé(x —2') als Eigenfunk-
tion von X zum Eigenwert z’. Dies gilt fiir alle reellen Werte von 2/, problematisch ist aber,

dass fu/(x) = Bé(x — 2’) nicht normierbar ist - auf diese Problematik wird im Anhang genauer
eingegangen. Im Dreidimensionalen hat man analog

Xfp(F) = F fer) <= F=F) (=0 = fol) = BSOF—7) .

Betrachte dann die z-Komponente P, des Impulsoperators, dann lautet die zugehorige Ei-
genwertgleichung

R 9] 9 x
Pofo, (@) = bty (@) = —ihofi, (2) = pafy.(2) = 5= fo(2) =10, (@) |

hier erhalten wir also eine Differentialgleichung zur Bestimmung der Eigenfunktionen. Fiir alle
reellen Eigenwerte p, hat diese Gleichung die Losung

fulo) = Coxp (%)

wie man leicht nachpriift. Aber auch hier ist die Losung nicht normierbar, denn es gilt

(fpus fpo) —/dac|C\Qexp <—1€;x>e p<];; > = ]C|2/dx—oo

Ahnliches gilt auch im dreimensionalen Fall, wo die Eigenwertgleichung auf
Pfs(f) = pfp(7) <= —ihV f5(7) = 5f3(7)
fithrt. Diese Gleichung hat fiir alle reellen Vektoren p die Losung
ipr
fot) = e ()

wie ebenfalls durch Einsetzen nachzupriifen ist. Aber auch diese Losung ist nicht normierbar,
denn es gilt

. ip’r ip"'7
) ///d3rf 5o (7 |C|2// 37 exp( - )exp< - >
2 3 = (p _ﬁ/,) Sub 3 71(4/ ﬂ//
= |C| d’r exp |C*h dye

= |C(2rh)*s®) (p" - p")
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iiblicherweise wéhlt man dann C' = (271'77,)7%, sodass der Vorfaktor verschwindet. Mit der -
Funktion haben wir aber trotzdem eine gewisse kontinuierlich-dimensionale Orthogonalitétsbe-
dingung auf dem Raum der Wellenfunktionen, also nennen wir

) = mlh)gexp () wit Updo) =090 - )

die quasinormierten Eigenfunktionen des Impuls-Operators P. Analog setzt man fiir
=+ () die Konstante B = 1, dann sind f#(7) = §®) (7 — ) die quasinormierten Eigenfunk-
tionen des Orts-Operators.

12.6.5. Technische Alternativen fiir nicht normierbare Eigenfunktionen

Statt der Verwendung quasinormierter Eigenfunktionen, kénnen wir auch noch einige andere
Wege gehen. Sei dazu (7, t) eine Wellenfunktion der freien Schrédinger-Gleichung, die zur Zeit
t = 0 gleich f(7) ist, so gilt

ipr’

P(7,0) = Cexp <h> = Y(7,t) = Cexp (i [p}; — wt]) — Celtr—w(k))

wobei sich die Zeitentwicklung aus der Schrodinger-Gleichung ergibt. Diese Funktion (7, t)
beschreibt ein Teilchen, das den definierten Impuls p'= Ak und die definierte Energie E = Aw
besitzt, allerdings ist die Funktion wegen

[ waopdr= [[f #sor =1cp-

wieder nicht normierbar. Damit ldsst sich die Loésungsfunktion v physikalisch nicht sinnvoll
interpretieren, allerdings gibt es mehrere Auswege.

Endliches Volumen

Die Unendlichkeit des obigen Integrals entsteht durch das unbeschréankte Integrationsvolumen
R3, ein simpler Ansatz besteht also darin, nur ein endliches Volumen L? (Wiirfel mit der Kan-
tenlinge L) zu betrachten, auRerhalb dessen |1|> = 0 ist. Auferdem wiithle man periodische
Randbedingungen, also 1(z = —%, y,z,t) =Y(x = %, Y, z,t) und analog fiir y, z, d.h. insbeson-
dere fiir (7, t) = fz(7) gilt

exp <1p;;> exp (1]%) exp (1%) = exp <—ipgif> exp (1%) exp (ip;z)

L L 2whn
<:>exp(1p‘%>:1<:>p% :27Tn<:>px:T
mit n = 0,1,2,... Durch die Beschriankung des Volumens sind also nur diskrete p-Werte als

Eigenwerte moglich, d.h. p' = Q%Eﬁ mit 7 € Z3. Die zugehdrigen Impuls-Eigenfunktionen sind

dann mit

(f5ns f5n) = ///d3f‘|Cn|2 N |cn\2/// BF=|CoPL3 21 mit C,=L"3
LB

normierbar.
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Teilchenflussdichte

Als alternativen Weg betrachten wir nun weiterhin den gesamten R3, interpretieren jetzt aber
(7, t) als Wellenfunktion eines Vielteilchensystems mit unendlich vielen Teilchen, und ersetzen
dann die Wahrscheinlichkeitsstromdichte durch die Teilchenflussdichte. Betrachten wir zuerst
ein endliches Volumen V', dann gilt

// V(7. O & = /// [6¢*¢+¢ awl &7
/// K—Aw + VY )w—w* (—hmp+v¢ﬂ &7
// (A" =y av] d :—/// (09" — v Vo) &7

Definiert man dann die Wahrscheinlichkeitsstromdichte als j(7,t) = %[w*ﬁw - (ﬁw*)w},
dann gilt mit dem Satz von Gauf

=5 | weoper—— [l wiwa —ﬁg(v)ﬂm)df

und wir erhalten die Kontinuitatsgleichung fiir Wahrscheinlichkeiten

0 . oo
aW(ﬁt”z + V](T7t) =0.

Nun wende man sich der wahrscheinlichkeitstheoretischen Interpretation der nicht normier-
baren Wellenfunktion (7, t) zu, die durch

——

(7, t) = Cexp (i [];: - w(ﬁ)tD mit  C = (2wh)"2

gegeben ist. Diese Wellenfunktion beschreibe den Zustand eines Vielteilchensystem mit homoge-
ner Teilchenverteilung. Man setze die Wahrscheinlichkeitsstromdichte gleich der Teilchenfluss-
dichte, d.h. der Anzahl der pro Sekunde durch die Flacheneinheit F' = 1 hindurchgehenden
Teilchen. Deren Anzahl ist dann durch |¥] - |[F'| = |U| gegeben. Bezeichnet dann weiter p die
Teilchendichte, dann gilt fiir die Teilchenflussdichte |5] = |7]p. Nun ist weiter die Wahrschein-
lichkeitsstromdichte gleich

2> h —1 lp 1 lp —1i i p —
J(rt) = By C? (e ("')Ee('“) e iC)gil- ) ]C\Z =|C*7,

also gilt |C|? = p und falls C = (27h)~ 3 gilt, so ist p = (27h)~3 die Anzahl der Teilchen pro
Volumen.

Tatsache ist jedenfalls, dass man auch einige nicht (im eigentlichen Sinne) normierbaren Wel-
lenfunktionen zulassen muss, insbesondere die Eigenfunktionen des Orts- und Impuls-Operators.
An dieser Stelle sei noch einmal auf den mathematischen Anhang zu diesem Thema verwiesen.
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12.6.6. Zusammenhang von Ort und Impuls durch die Fourier-Transformation

Betrachten wir nun eine beliebige Wellenfunktion (7, t) und das Skalarprodukt mit der Impuls-
Eigenfunktion f5(7), dann gilt

(fﬁ"”t):/// Prioveo = ff zi: exw (=i ) vie
I (—f;)w )- f(g,t):¢<ﬁ,t>.

Fiir die Umkehrtransformation findet man dann, wobei hier ﬁ’

o= oo () s = ff] e <if>f(?f>

sodass wir die Darstellung

/// (27h)? (ip;j> V@)

erhalten. Fiir den Erwartungswert des Impulsoperators im Zustand v gilt nun weiter

Po, = (0 Pin) = [|[ @r0i@1Puus) = [|f @70 @0 -in oo

und mit Hilfe der Fourier-Transformierten von v und ¥* erhélt man daraus
d3 d3 = =/ = . =2\ L
W e <_#’7;> (=) ¥ exp (#;) 1) a7
357 43 _
//////d ds G* (P, ) exp (—1> (Dt ///eXp< i mT) &’

wobei fiir den letzten Integralfaktor wegen §(az) = 16(x)

I exp( @ —15')7") 47 = (27)%59) (W) (200)%6) (7" — )

gilt, also erhalten wir schlieflich fiir den Erwartungswert

o= [[[ @5 [J] #5500 w0060 = [ @snsr

Man interpretiere |1 (7)| als die Wahrscheinlichkeit, mit der bei einer Impulsmessung zur Zeit
t der Wert p'erhalten wird. Andererseits war 1/;t (P) = (fp 1) die Wahrscheinlichkeitsamplitude
fiir die Impulsmessung.

Es sei daran erinnert, dass bei der Polarisation die Wahrscheinlichkeitsamplitude im Zustand
® Rechtspolarisation zu messen gegeben ist durch |(R, ®)|2. Man kann dann analog fiir die Orts-
und Impuls-Erwartungswerte zeigen dass gilt

(X)y, // 37 (7, 1) ///dspwtﬁ)ﬂﬁth(”)
(P)y, // 7™ (7, 1) (—ih) V) (7, // P Epl(p))* -
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12.6. Observablen-Operatoren und ihre Eigenwertgleichungen

Bemerkung: Zur Beschreibung des Zustands eines Teilchens hatte man die Wellenfunktion
Y (7) als Lésung der Schrédinger-Gleichung auf Eins normiert. Vom physikalischen Standpunkt
aus ist jede Funktion der Form ' () fiir « € R gleich gut, denn alles Messbare ist durch das
Skalarprodukt ausdriickbar. Man sagt der Strahl {eio‘w(ﬁ t):ac€ R} beschreibt den Zustand.
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13. Der Formalismus der Quantenmechanik

Nachdem wir im vorigen Kapitel zahlreiche Aspekte und viele Grundlagen der Quantenmechanik
kennengelernt haben, werden wir dies nun in ein sauberes mathematisches Rahmenkonzept
bringen, also einen einheitlichen Formalismus fiir die Quantenmechanik einfiihren. Dies geschieht
im Wesentlichen durch die sogenannten Axiome der Quantenmechanik, deren Anzahl aber je
nach Literaturquelle deutlich schwankt.

13.1. Die Axiome der Quantenmechanik

Man betrachte ein beliebiges physikalisches System, dass sich in verschiedenen physikalischen
Zustdnden befinden kann. Operativ ist dieses System durch die Werte von Observablen be-
stimmt, allerdings ist noch genauer zu klaren, was damit gemeint ist. Wenn alle gleichzeitig
messbaren Observablen zur Zeit ¢ bestimmt sind, so nennen wir dies einen reinen Zustand,
im Unterschied zu den spéter behandelten gemischten Zustdnden.

13.1.1. Erstes Axiom: Zustande

1. Axiom der Quantenmechanik: Zu jedem reinen Zustand des Systems zur festen Zeit t
gehart ein Strahl von Vektoren im Hilbertraum H des Systems. Man bezeichnet die Elemente
(Vektoren) dieses Hilbertraums als Ket- Vektoren, sie werden durch 1) notiert.

Es sei noch einmal daran erinnert, dass wir unter einem Hilbertraum einen linearen, voll-
stdndigen Vektorraum mit Skalarprodukt verstehen, der im Allgemeinen unendlichdimensional
ist - es ist also Vorsicht bei den Begriffen wie Stetigkeit linearer Funktionen, etc. geboten. Ein
Strahl ist die Menge {€'*|¢)) : & € R} zu einem Zustand [). Im Folgenden sei stets immer ein
reprasentatives Element aus dem Strahl zur Beschreibung des zugehorigen Zustands gewéhlt,
welches insbesondere als normiert angenommen sein, also (|¢), [¢)) =: HW))H2 = 1.

Sei H' der zu H duale Raum, der ebenfalls ein Hilbertraum ist. Der duale Hilbertraum 3’
entspricht der Menge der stetigen linearen Funktionale auf H, also gilt

H = {lineare stetige Abbildungen ¢ : H — (C} .

Die Elemente von H’ werden als Bra-Vektoren (¢| notiert. Fiir den Zusammenhang zwischen
dem Hilbertraum 3 und seinem Dualraum H’ gilt:

Satz 17 (Riesz-Fréchet): Zu jedem linearen stetigen Funktional ¢ auf 3, also ¢ € H', gibt
es genau ein Element |g) € H, sodass fir beliebige |f) € H

¢(1f)) = (l9), 1))

gilt, man bezeichnet oft auch |g) = |¢), d.h. es gilt (| f)) = (|¢),|f)) = (¢|f). Dies liefert eine
Isomorphie H = H'.

Nach diesem Theorem kénnen wir also Skalarprodukte zweier Zustande |), [¢) € H kiinftig
elegant als (1|¢') = (|¢), |¢)) notieren.
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13.1. Die Axiome der Quantenmechanik

13.1.2. Zweites Axiom: Observablen und Operatoren

Als Observable bezeichnet man eine messbare physikalische Eigenschaft des Systems. Jede Ob-
servable, die man einem mikroskopischen System zuschreiben kann, ist durch eine Messvorschrift
bzw. -vorrichtung definiert. Diese ist meist aus klassischen Uberlegungen abgeleitet, allerdings
gibt es auch rein quantemechanische Observablen, wie etwa den spéiter behandelten Spin. Die
Messung geschieht dabei durch Wechselwirkung des Systems mit der Messvorrichtung. Wieder-
holte Messungen derselben Observablen an identisch praparierten Systemen werde im Allgemei-
nen zu verschiedenen, stochastisch verteilten Messergebnissen fithren.

2. Axiom der Quantenmechanik: Zu jeder Observable A des System, die durch Angabe
der Messvorschrift definiert ist, gehort ein auf dem Hilbertraum operierender selbstadjungierter
linearer Operator A : H — H.

Im Folgenden werden wir genauer auf die Eigenschaften von Operatoren eingehen. Sei A ein
Operator und [f) € D4 C H ein Zustand in seinem Definitionsbereich. Also ist die Zuordnung
1f) = Alf) e K Wohldeﬁmert denn im Allgemeinen ist D ; # 3. Der Operator A heift linear,
wenn die Bedingung

A(oalipr) + azlipe)) = arAlyr) + azAls)

fur alle o; € C erfiillt ist. Die Definitionsbereiche aller uns im weiteren Verlauf interessieren-
den Operatoren liegen dicht im Hilbertraum H, d.h. D ; C 3 ist eine dichte Teilmenge. Dies
bedeutet, dass zu jedem Zustand |f) € H und zu jedem e > 0 ein Zustand |g) € D ; existiert,
sodass H| ) —lg H < ¢ gilt - kurz gesagt kénnen wir also Jeden Zustand beliebig genau appro-
ximieren. Man schreibt oft A > B, wenn D; > Dp und A = B auf Dy gilt. Der Operator A
mit dem groféeren Definitionsbereich heifit dann Erwelterung von B. Auerdem ist A D A der
Abschluss von A, der einer minimalen Erweiterung von A entspricht.

Der hermitesch adjungierte Operator

Betrachten wir den hermitesch adjungierten Operator A" zu einem linearer Operator A. An-
schaulich ist AT so gew#hlt, dass

(Atflg) = (f|Ag)

fiir alle [f),|g) € D4 gilt. Um genauer vorzugehen, betrachten wir einen beliebigen Ket-Vektor
|f) € H. Dann sei (f| € H' der zugehorige duale Bra-Vektor, also das assoziierte lineare stetige
Funktional auf 3, d.h. (f| sei so, dass (f|(|b)) = (|f),|9)) fiir alle |g) gilt. Man betrachte nun
das lineare stetige Funktional

l9) = (f1(Alg)) = (f|Alg) = (f|Ag)

fir alle |g) € H. Dieses Funktional liegt wieder in H’, also gibt es nach Riesz-Fréchet einen
Ket-Vektor |h) € H mit

(fI(Alg)) = (Ih).19)) = (hl(19)) = (hlg)

fiir |g) € 3. Dadurch erhalten wir eine lineare Zuordnung |f) — |h) im Dualraum H’, und da
H' selbst ein Hilbertraum ist, definiert diese Zuordnung einen linearen Operator auf H’, der
ebenfalls als A : (f| — (h| bezeichnet sei, d.h. es gilt

(fIAlg) = (hlg) = ((f|A)]g) .
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13. Der Formalismus der Quantenmechanik

Die zugehorige Zuordnung |f) +— |h) von Ket-Vektoren in H definiert dann einen linearen
Operator AT : 3 — I, sodass |h) = Af|f) = |Atf) gilt. Damit erhalten wir dann schlieklich

(hlg) = (Ih).19)) = (1A71), l9)) = (ATflg) = (f|Ag) .
Mit dieser Definition gilt dann:

e Assoziativ-Gesetz: Das Symbol (f|Alg) kann entweder als <f|(/l]g>) = (f|Ag) oder als
((flA)|g) = (AT f|g) aufgefasst werden.

e Dualer Vektor: Der zum Ket-Vektor A|g) duale Vektor ist (g|AT, also folgt
(f14g) = ((fI1A)lg) = (ATf|g) .
o Komplexe Konjugation: Es gilt ((f]fﬂg))* = ((ATf]g>)*, d.h. mit anderen Worten gilt

(Aglf) = (glATF) = ((g]AN)|f)

also folgt <Ag| = <g]f1T und fiir den Definitionsbereich des adjungierten Operators Af gilt

Definition 18: Ein linearer Operator heifst
e hermitesch wenn AT 5 A ist,
e selbstadjungiert wenn Af = A ist,
e wesentlich selbstadjungiert wenn A = At ist.

In unendlichdimensionalen Hilbertraumen sind lineare Operatoren entweder beschriankt oder
unbeschrénkt. Ein linearer Operator heiftt A beschrinkt, wenn ein reelles C' > 0 existiert mit

|AIA < CIn]  fir alle |f) € 3.

Man beachte, dass in endlichdimensionalen Hilbertraumen folglich automatisch alle linearen
Operatoren beschrankt sind. Ein beschrénkter linearer Operator kann immer auf den ganzen
Raum H erweitert werden, wihrend fiir einen unbeschréipktep lineargnA Operator D ; # 3 gilt.
Hieraus ergeben sich dann Probleme bei der Definition A + B oder AB.

Eigenwerte und Eigenvektoren linearer Operatoren

A~

Definition 19: Sei A ein beliebiger linearer Operator. Die Resolventenmenge von A ist
durch

p(A) = {zeC: (A — 21d)~! existiert als linearer beschréinkter Operator }

definiert, weiter ist das Spektrum von A erklirt durch

o(A) = C\ p(4) .
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Im Allgemeinen besteht das Spektrum o(A) aus einem Punktspektrum op(A) und einem
kontinuierlichen Spekrum o (A), also gilt o(A) = ap(A) U O’C(A). AuRerdem gilt

op(A)={z€C:ker(A—21d) #0}  mit  ker(Ad) = {|p) € H: Ay) =0} .

Falls z € op,(A) liegt, dann gibt es mindestens einen Vektor |z) € H, sodass (A—zId)|z) = 0 gilt,
also A|z) = z|z). Folglich sind die Elemente des Punktspektrums die eigentlichen Eigenwerte
des Operators. Fiir die Elemente ¢ des kontinuierlichen Spektrums gibt es im Allgemeinen keine
Vektoren |€) € H, sodass A|€) = £|¢) gelten wiirde. Man lésst diese aber dennoch zu, d.h. man
betrachtet auch die Eigenvektoren zu kontinuierlichen Spektren |£), sie sind aber im Allgemeinen
nicht normierbar (vgl. etwa Orts- oder Impuls-Operator).

Fiir einen beschriinkten Operator ist das kontinuierliche Spektrum o.(A) leer, sodass man
nur ein reines Punktspektrum hat, welches gerade der Menge der Eigenwerte entspricht. Das
Spektrum eines selbstadjungierten linearen Operators ist inbesondere reell, es besteht im Allge-
meinen aus den diskret verteilten eigentlichen Eigenwerten und den kontinuierlichen Spektren.

Bemerkung: Zusammenfassend lésst sich also sagen, dass das Spektrum eines Operators alle
moglichen Messergebnisse der assoziierten Observable angibt.

Eigenschaften von Eigenwerten und -vektoren selbstadjungierter Operatoren

Nachdem wir die Eigenwerte in Punktspektrum und kontinuierliches Spektrum eingeordnet
haben, betrachten wir nun, welche Eigenschaften Observablen-Operatoren haben:

e FEntartung: Im Allgemeinen existieren zu einem Eigenwert aj mehrere Eigenvektoren, d.h.
bei einer s-fachen Entartung gilt Alay,) = aglag,) fir r=1,...,s.

e Erwartungswert: Bs gilt (A)q, = (ap,|Alay,) = aplap|ar,) = ay.
e Dispersion: (AA)2 = (ap,|A%|ay,) — ((akyr]/l]ak’r})Q =aj —ai=0.

e Dispersionsfreiheit: Ist fiir einen beliebigen Zustand |¢)) die Observable A dispersionsfrei,
also (AA)2 =0, so ist |¢)) einer der Eigenzusténde von A, denn mit dem Erwartungswert

= (Y| Al) folgt

0= (AA)? = (¥ (A — (W|A|$))* ) = (¥ ! A=a)(A-a)y)
= (Y|(AT = a)(A = a)|$) = (¥|(A - ) (A - @) |9) = (z,2) = [l2|]

und dieser letzte Term entspricht der quadratischen Lange von z := (121 —a)l|yp) =0, also
ist |¢) ein Eigenvektor.

e Orthogonalitit: Die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten eines selbstadjungierten
Operators stehen orthogonal zueinander. Seien etwa ag und a,, verschiedene Eigenwerte
von A, dann gilt A|ax) = ak|ar) und Ala,,) = am|an,) und es folgt

(am|Alay) = aplamlar)  und  (ap|Alam) = am(ar|am) .
Bildet man das komplex konjugierte von (a|A|am) = am(ar|am), so erhilt man
(Aam|ar) = ay(amlar) = am(am|ax)

da die Eigenwerte selbstadjungierter Operatoren reell sind, also (am|Alar) = am(am|ar).
Subtrahiert man nun diese Gleichung von der ersten Eigenwertgleichung, so folgt daraus
dann 0 = (ay — am)(am|ax) und damit die Orthogonalitétsrelation (a,|ax) = 0.
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13. Der Formalismus der Quantenmechanik

e Orthonormierung: Sei aj, ein s-fach entarteter Eigenwert des selbstadjungierten Opera-

tors A, dann existieren s Eigenvektoren |ay ), sodass fl]akﬁ = aglag,) firr=1,...,s
gilt. Im Allgemeinen sind diese Vektoren |ay ) zu einem Eigenwert aber nicht orthogonal
zueinander. Aber auch jede Linearkombination dieser Vektoren ist ein Eigenvektor von A
zum FEigenwert aj, denn

A (Z Ar|ak,r>> = Maplag,) = ax (Z Ar\am) :
r=1 r=1 r=1

Die Eigenvektoren spannen also gleich einen ganzen linearen Unterraum auf. In diesem
kann man nun durch Linearkombination orthogonal zueinander stehende Vektoren aus-
wahlen. Somit sind die Eigenvektoren eines selbstadjungierten Operators orthonormiert
wahlbar.

Vollstandiges Orthonormalsystem: Die Eigenvektoren eines jeden selbsadjungierten Ope-
rators A bilden ein vollstdndiges Orthonormalsystem, also eine Basis des Hilbertraum .
Somit kann jeder Vektor [i)) € H dargestellt werden als

Wy = exlar)  baw. )= clar) + / dé c(€)]a(€)) |

k k

wobei die kontinuierlichen Zusténde |a(§)) im Allgemeinen nicht normierbar sind. Die
Orthonormiertheit ist durch die Bedingung (ag|am) = 0km und (a(§)]a(g)) = 6( — &)
gegeben.

13.1.3. Drittes Axiom: Messungen

Bei Messung der Observablen A an vielen identisch praparierten Systemen wird man im Allge-
meinen jeweils verschiedene Messergebnisse erhalten. Damit der Begriff der Messung physikalisch
sinnvoll ist, muss gelten, dass wenn man nach Messung von A mit Ergebnis a erneut A misst,
man wieder den Wert a erhilt. Demnach befindet sich das System nach der ersten Messung
folglich im Eigenzustand |a) von A, dies gilt jedenfalls bei einer idealen Messung von A, deren
Existenz vorausgesetzt werden muss.

3. Axiom der Quantenmechanik: Fin System befinde sich zur Zeit t im reinen Zustand, der
durch den Ket-Vektor 1) beschrieben wird. Zu dieser Zeit t werde die Observablen A gemessen,
dann gilt

1. Die einzigen mdglichen Messergebnisse sind die Eigenwerte von A, d.h. die Werte des

Spektrums o(A).

2. Befindet sich das System unmittelbar vor der Messung im Zustand |v), dann ist die Wahr-
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scheinlichkeit, mit der das Ergebnis ay, € O’p(/i) auftritt gleich

PA(ar) = [apl)]> ——E 3™ [(ag, ) 2
r=1

bzw. mit der das Ergebnis a(€) € oc(A) auftritt gleich

2
PA(a(9)) = [{a(©)[w)|" g
fir & € [€,€ 4+ dE]. Man beachte, dass die Zeit t hier fir die Zeit der Messung steht.



13.1. Die Axiome der Quantenmechanik

Man beachte, dass die beiden geforderten Eigenschaften physikalisch zu einer einzelnen dritten
aquivalent sind:

3. Der Erwartungswert der Observablen, der als Mittelwert tiber viele Messergebnisse definiert
ist, ist gleich AY <¢|A|¢>, wobei hier alle Vektoren als normiert vorausgesetzt seien.

Beweis. Da A ein selbstadjungierter Operator ist, bilden die Eigenvektoren |ay) eine Basis, d.h.

= ch|ak> mit (am|) = ch amlag) = cm -
k

AuRerdem gilt (| = >, i (aw|, sodass damit

(Yl Aly) = ch' (ar|Al) = chrerlaw | Alar) = cirexar(ar|ay)
ok

k,k'

:Zchkak:Zak\ck\ Zak] ak\w =A
k k

folgt. Damit erhalten wir dann folglich A = <A>¢ = (p|AJp). O

Da bei einer Messung der Observablen A mit dem Ergenis aj das System vom Zustand [¢) in
den Eigenzustand |ay) iibergeht - dies wird Reduktion bzw. Kollaps der Wellenfunktion
genannt - bezeichnet man |({ay|t))|? auch als Ubergangswahrscheinlichkeit.

Dies hat eine wichtige formale Konsequenz. Sei dazu A ein beliebiger selbstadjungierter Ope-
rator und |ay,,) seine Eigenvektoren. Fiir einen beliebigen Vektor |¢) gilt dann

=Y clar) =Y (axlv)|ax) = Z |ak)(ak i) = <Z |ak) ak’) |¥) -
k

k

Das Objekt >, |ax)(ax| ist ebenfalls ein Operator. Man setzt |an,)(am| =: P,,, also

Pm|¢> = lam){am|¥) = (am|¥)|am) ,

dann folgt durch Summation Y=, Py = 3, |ax)(ax| = Id. Der Operator Py ist ein Projektions-

operator, denn es gilt
1

P = (Jar){ar]) (|ax)(ar]) = lax){arlar)(ar] = |ax){ar| = Pe |

also projiziert B, auf den Eigenraum des Eigenwerts ap. Somit erhédlt man zu jedem selbstad-
jungierten Operator A eine Zerlegung der Identitéit in Projektionsoperator:

Td = lak){a| — A=) B =) arlar)(ak| -
P k P

Diese Zerlegung wir aus mathematische Sicht durch den Spektralsatz sichergestellt.

183



13. Der Formalismus der Quantenmechanik

Gleichzeitige Messung mehrerer Observablen

Operativ ist die gleichzeitige Messung mehrerer Observablen so zu verstehen, dass das betrach-
tete System unmittelbar hintereinander (also keine echte Gleichzeitigkeit) in Wechselwirkung
mit den zugehorigen Messvorrichtungen zu bringen ist. Man bezeichnet zwei Observablen A
und B als gleichzeitig messbar (kompatibel), wenn man nach Messung von A mit Ergebnis a
und Messung von B mit Ergebnis b bei einer unmittelbar darauf folgenden Messung von A er-
neut a erhélt. Dies impliziert, dass die Messung von B nicht die fiir A wichtigen Informationen
des Systems beeinflusst hat. Miteinander kompatible Observablen werden durch kommutierende
Operatoren beschrieben:

A und B kompatibel <= [4,B]=0.

Kommutieren zwei selbstadjungierte Operator A und B miteinander, dann haben sie auch ge-
meinsame Eigenvektoren bzw. genauer konnen die Eigenvektoren von so gewahlt werden, dass
sie gleichzeitige Eigenvektoren sind. Es gilt aber auch die Umkehrung: Haben A und B einen
vollstdndigen Satz gemeinsamer Eigenvektoren, dass muss [121, B] = 0 gelten.

Beweis. o ,=* Bs gelte [A, B] = 0 und mit |a;) seien die Eigenvektoren von A mit A|a;) = as|a;)
bezeichnet. Wir unterscheiden zwei Félle:

1. Alle a; seien nicht entartet. Dann gilt fiir B’]az) die Gleichheit
A(Bla;)) = BAla;) = a;(Blas))

d.h. auch B|ai> ist ein Eigenvektor von A und zwar zum selben Eigenwert a;. Da a; nicht
entartet ist, muss Bla;) = Ma;) gelten, d.h. |a;) ist auch gleichzeitig ein Eigenvektor von
B zum Eigenwert A;. Dies gilt fiir alle |a;), also erhalten wir einen vollstdndigen Satz von
gemeinsamen Eigenvektoren, namlich den |a;) =: |a;, \;) mit

A\ai, )\7,> = ai\ai, A7,> und B]ai, )\7,> = /\i|a,~, )\z> .
2. Sei der Eigenwert aj nun s-fach entartet, also /Al|a;w> = aglag,y) fir r = 1,...,s. Diese
Eigenvektoren konnen wir als orthonormiert wéhlen und betrachten dann die Vektoren

B’\am). Diese sind auch Eigenvektoren von A zum Eigenwert aj, denn analog zum ersten
Fall hat man

A(Blak,)) = BAlay,) = ai(Blax,))

Fiir ein festes ¢t kann nun der Vektor B|ak,t> als Linearkombination der |ay ) geschrieben
werden, also Blagt) = Y »_; ¢rtlag,). Es folgt dann

S
(a|Blagg) = Z Crifap | ar,) = o — crt = (ap| Blak) = ¢,
r=1
Man betrachte nun die mittels ¢, gebildete s x s-Matrix C' := [¢;], diese ist hermitesch,

da C = CT = (C")* gilt und damit diagonalisierbar. D.h. es existieren Eigenwerte &, fiir
a=1,...,s und fiir die zugehdrigen Eigenvektoren (@ gilt C7(®) = £, also gilt

Z Crt%f(a) = go/yr(a)
r=1
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13.1. Die Axiome der Quantenmechanik

fir alle r = 1,...,s. Man konstruiere mit Hilfe dieser s Eigenvektoren ¥(® dann die
Linearkombination

S
SV arg) = laga) |
r=1

diese sind ebenfalls Eigenvektoren von A zum Eigenwert aj. Fir diese spezielle Linear-
kombination gilt dann, dass sie zugleich auch Eigenvektoren von B sind, denn es gilt

Blapa) = B (z% >) z% (Blow))
S

= Z’Yiga) Z C'r’t’ak,r> = Z (Z Crt715(a)> ‘ak,r> = Z{a%ﬁa)’ak,r>
t=1 r=1 r=1 \t=1 r=1

=&a Z'Yy(:a)|ak,r> = ga‘ak,o) 5
r=1

d.h. |ayq) ist ein Eigenvektor der Operatoren A und B.

e < Nun die Umkehrung, es existiere also ein vollstandiger Satz von gemeinsamen Eigenvek-
toren |a;, b;). Dann gelten

ABla;, b) = A(belai, b)) = beas|as, b)) und  BAla;, by) = B(ailai, b)) = asbelas, be)

also muss folglich (AB — BA)W, b) = 0 fiir alle |a;, by) sein, also folgt aufgrund der Vollstin-
digkeit des Eigenvektorsatzes [A, B] = 0. Daraus sehen wir auferdem, dass falls [4, B] # 0 ist,
kein vollstdndiger Satz von gemeinsamen Eigenfunktionen existieren kann. O

Bemerkung: Man beachte, dass fiir jedes System ein maximales vollstindiges System von
kompatiblen Observablen {fl, B, ..., V} existiert, d.h. auch ein maximaler Satz von miteinander
kommutierenden Operatoren. Aufserdem folgt, dass dann ein vollstdndiger Satz von gleichzei-
tigen Figenwerten dieser Operatoren {\ai, bj,ck, ..., vs) fiir alle a;, bj, .. } existiert. Wenn man
das System in einem solchen Zustand |a;, ..., vs) prapariert, dann ist dies ein vollstdndig spezi-
fizierter reiner Zustand.

13.1.4. Viertes Axiom: Dynamik

Bisher haben wir alles zu einem festen Zeitpunkt ¢y betrachtet. Da Physik die Wissenschaft
der zeitlichen Beschreibung von Systemen ist, fragt man sich natiirlich, wie sich Zustédnde und
Observablen im Laufe der Zeit verdndern.

4. Axiom der Quantenmechanik: Sei zur Zeit toy der Systemzustand durch einen Ket-Vektor
[) == |¢(to)) = |, to) := |1, to; to) beschrieben. Das System sei im Weiteren sich selbst tiberlas-
sen, es wird also keine Messung vorgenommen. Dann bestimmt |1, ty) eindeutig den Zustands-
vektor |, to;t) = |,t) = [(t)) des Systems zu einem spéteren Zeitpunkt t > to. D.h. es
existiert eine eindeutige Zuordnung

W,t0§t0> - ’wvthw )
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13. Der Formalismus der Quantenmechanik

die wegen dem Superpositionsprinzip linear ist und daher durch einen linearen Operator U(m to)
gemdyjs
W, tos t) = Ult, to)|, tos to)  fiir alle t > L

beschrieben wird. Dieser Operator geniigt dabei der Bestimmungsgleichung

ih%ﬁ(t,to) = H(t)U(t, 1)

mit der Bedingung Ul(to,to) = Id, wobei H der (im allgemeinen zeitabhingige) Hamilton-
Operator der Gesamtenergie ist.

Der Zeitentwicklungsoperator U(t, to) erfiillt eine Reihe von Eigenschaften:

o Ul(t,tg) fiir ¢ fest ist linear. Insbesondere folgt fiir [, to) = an|1,t0) + a2, to) dann die
Dynamik [¢,t) = aq|1,t) + a2, t).

e Der Zeitentwicklungsoperator U (t,to) ist fiir alle ¢ unitiir, denn die Gesamtenergie (also
die Norm des Ket-Vektors) muss zeitlich erhalten bleiben, d.h. es muss (¢, |y, t) = 1 fiir
alle ¢ sein. Mit anderen muss also

(W(t0)|UT (¢, t0)U (£, t0) ¥ (t0)) = (3, tolt), to)
fiir alle ¢ gelten, und dies zur fiir Bedingung UT(t, tO)U(t, to) = Id, also ist U unitér.

o Es gilt |1, t1;00) = Ulta,t1)[0,tost1) = Ulta, 01)U (b1, 0) |9, to; to) = Ulta, to)|4, tos to),
also folgt die Zusammensetzungsregel U (ta,t9) = U(te,t1)U(t1,10) fiir beliebige Zeiten
to > t1 > 1p.

Es bleibt zu klaren, wie die im vierten Axiom genannte Differentialgleichung fiir den Zeitent-
wicklungsoperator U (t,ty) entsteht. Dazu betrachte man einerseits

o 9 1
ihe it t) = b 1) = ih (o(e +86) = [,1))

= i [0(0 481, to) i to) — Dt 10) o, )]

1

ot

wahrend andererseits aber auch

. 0~ R A - I .

ih Ut to) = ih— [U(t + 6t to) — Ut to)} —ih [U(t 4ot t) — Id] U (t, to)
ih

= HO)U(t,t)) < H(t) = :S—t{U(t—i—(St,t)—Id}

folgt. Wir wissen, dass H (t) der Operator der Gesamtenergie ist, die bei abgeschlossenen Sys-
temen erhalten bleibt, d.h. man hat H (t) = H zeitunabhéngig. Zeitabhangigkeit des Hamilton-
Operators findet man nur bei einer externen Kraftwirkung, jedoch nicht bei Messung. Wenn H
zeitlich konstant ist, so erhélt man als Losung von

1

—iK
! 5t

[U(t + 6t,t) — Id}f](t,to)w,to) =ih [U(t + 0t,t) — Id] [, to;t) |

d - A
ih—U(t,tg) = HU(t,to)
dt
mit U (to,to) = Id den Zeitentwicklungsoperator

Ot.t0) =exp (-1 |

was man direkt durch Einsetzen in die Differentialgleichung nachrechnet.
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Stationare Zustande

Ein wichtiger Spezialfall sind abgeschlossene Systeme, die sich zur Zeit ¢g in einem Eigenzustand
des Energie-Operators H befinden, beispielsweise

H, to) = ElY, to) = E|E, tg) .

Dann ist die Zeitabhéngigkeit des Zustands |, tg;t) = |E,t) durch
. i
B.8) = OB, o) = exp (~ -~ 1)) 1.t

gegeben. Mit der Taylorentwicklung exp (—%ﬁ - (t —to)) = exp (fl ) =30 ni]?[ durch wel-
che die Exponentiation des Hamilton-Operators definiert ist, folgt

B) =exp (3B~ ) ) [E.to).

bei der Zeitentwicklung handelt es sich also um eine reine Phasentransformation. Man beachte
dann weiter, dass

AE1) = [exp <—;E(t _ t0)> |E,t0>] ~ exp (—;E(t _ t0)> A1E, )
— Fexp (—;E(t - t0)> B, to) = E|B, 1)

gilt, d.h. |E,t) ist ebenfalls ein Eigenzustand des Hamilton-Operators H zum selben Energie-
Eigenwert E, man wéhlt deshalb auch die Bezeichnung |E, tg) = |E,t) = |E).

Es interessiert uns nun der Erwartungswert einer beliebigen nicht explizit zeitabhéngigen
Observablen A in einem stationédren Zustand |E,t). Fiir diese gilt

exp (%E(t - t0)> Aexp (—;E(t — t0)> ‘ E,t0>

die Mittelwerte aller Observablen sind also in einem stationdren Zustand |E,t) = |E) zeitu-
nabhéngig, weshalb sich eben gerade diese Bezeichnung ergibt.

250 (B AR, 1) = <E o

= (E, to|A|E, to) ,

ErhaltungsgroRen

Als néchstes betrachten wir einen beliebigen Zustand zur Zeit ¢, also |4, tg;t) = |¢,t), und
eine beliebige (im Allgemeinen sogar explizit zeitabhéngige) Observable A = A(t). Die zeitliche
Anderung des Erwartungswertes von A ist dann

%w,tlﬁ(t)lw,t) “”’”Aw >+<w,t\A<>d’w u

o ()

<=>lﬁ <¢,t!A()\¢> (v, t|[A®), H®)]|v,t) + <¢,t ih

()

+ (Wt — =, 1)

o)

<w,

DA(t)
ot
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13. Der Formalismus der Quantenmechanik

Definition 20: Die Observable A ist eine Erhaltungsgréfie wenn ihr Erwartungswert in einem
beliebig§n Zustand zeitlich konstant ist. Fiir jede nicht expliziAt von ¢ abhéngige Obserbvable A,
also %A = 0 ist A genau dann eine Erhaltungsgrofe, wenn [A, H] = 0 gilt.

Man betrachte speziell den Fall, dass die Observable die Gesamtenergie ist, also A(t) = H (t).

Dann gilt
)

und im Falle eines abgeschlossenen Systems, also bei H zeitunabhéngig, folgt dann durch

DH ()

in
SR

d, -

d N
— (Y, t|H ()|, t) =0
o HH ), 6)
direkt aus dem Formalismus die Erhaltung des Gesamtenergie.

Bemerkung: o Wenn A, B,... mehrere Erhaltungsgréfse sind und die zugehérigen Ope-
ratoren fl, B ,... paarweise alle miteinander kommutieren, dann kann man gemeinsame
FEigenvektoren von H und A,é, ... in der Form |E,,a,by,...) konstruieren, die insbe-
sondere stationér sind.

e Im Zusammenhang mit der klassischen Mechanik stellt man eine Beobachtung fest (vgl.
Abschnitt ab Seite [53): Fiir eine beliebige klassische Observable A = f(q,p) hatten
wir

d 0A

—A={AH —

gt = A s+

gefunden, im direkten Vergleich mit der zeitlichen Ableitung des quantenmechanischen

Erwartungswertes folgt also die Beziehung

1. .~ -
klassisch: {A, H}pp < quantenmechanisch: %[A, H].
i

13.2. Darstellungen und Bilder der Zeitentwicklung

13.2.1. Verschiedene Darstellungen

Wir haben bereits mehrfach darauf hingewiesen, dass die Ket-Vektoren unseres Hilbertraums H
abstrakte Objekte sind, ebenso wie die Operatoren, die auf diesem Raum operieren. Es geht nun
um die Darstellung dieser abstrakten Objekte, d.h. um eine Realisierung in Form von Vektoren
der Zustdnde und Matrizen fiir die Operatoren. Eine solche Darstellung kann in mannigfaltiger
Weise erfolgen, wie wir sehen werden.

Man wahlen einen beliebigen selbstadjungierten Opoerator A bzw. allgemein einen maximalen
Satz von selbstadjungierten kommutierenden Operatoren A, B Y V. AuRerdem sei durch die
Eigenvektoren |ag) von A eine Basis des Hilbertraums gewahlt, im allgemeinen Fall verwendet
man die gemeinsamen Eigenvektoren. Jeder Zustand |¢) € H kann dann beziiglich dieser Basis
als

) = ch‘an> = Z |an) (anlt)
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entwickelt werden, wobei die ¢,, die Linearfaktoren beziiglich der Basis |ay) sind. Jedem ab-
strakten Ket-Vektor |¢) ordnen wir dann den Spaltenvektor ¢ := ¢4 geméif

(ar])) ¥(ar) v o1 A
)y — | (a2l) | = [ vla2) | = | ot | = | 2| =yt =c

zu, sowie analog dualisiert jedem Bra-Vektor (¢| einen Zeilenvektor wAT = ¢l durch
it At ok it
Wl = ((Wlar), (laz),..) = (wi0s,. ) = (e g, ) =94 =il

Weiter ordne man jedem selbstadjungierten Observablen-Operator O dann die Zahlenmatrix

) (@1Ola1)  {a1|Olas)
O = (am|Olay) = 04, = (0% also O — | (a2|Ola1) (a2|Olaz)

zu, man beachte, dass OA" = O hermitesch ist, genauer (Ofm)T = (Of}m)*. Diese Zuordnung ist
physikalisch eindeutigE] und definiert die A-Darstellung der Quantenmechanik des betrachteten
Systems.

Formalismus der Zuordnung

Zu jedem Operator A gehért eine Zerlegung der Eins Id = 14 = > lan){an| durch den kano-
nischen Projektionsoperator der Eigenvektoren dieses Operators. Damit folgt direkt

W) =11) = 14 10) = 3 |an) anle) = chmn ,

n

wobei die Skalarprodukte ¢, dann die Koeffizienten der A-Darstellung von [¢) liefern. Vollig
analog gilt auch fiir die dualen Bra-Vektoren

(Wl = (014 = > (Wan) (an] = Zc (anl |

wo die Koeffizienten ¢}, entsprechend die A-Darstellung von (4| sind. Fiir Observablen-Operatoren
gilt dann

0=1201% =" |am){(am|Olan) (an| = Zomnmm (an] .

n,m
Insbesondere fiir den Fall A = O gilt dann

Aém = (am|fl]an> = an<am’an> = anénm s

! Aus mathematischer Sicht muss wegen der unendlichen Dimension der Darstellungsraums genauer untersucht
werden, ob tatséchlich eine Bijektion zwischen abstraktem Objekt und der Darstellung besteht.
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13. Der Formalismus der Quantenmechanik

wobei hier a,d,,, keine Summe geméfs der Einsteinschen Konvention darstellt. Der Operator
A ist also in seiner eigenen A-Darstellung diagonal. Dasselbe gilt auch fiir alle mit A kom-
mutierenden Operatoren wegen der Existenz gemeinsamer Eigenvektoren. Man beachte, dass
dann

A=14 414 = Z\am am]A\an (an| = Zan\an (an| = ZanPA

m,n

gilt, dies ist die sogenannte Spektraldarstellung von A. Aus mathematischer Sicht besitzt
jeder selbstadjungierte Operator A eine Spektralschar

Aea(A) = PAN)  sodass A= / AAAPA(N)
gilt. Dies erlaubt eine rigorose Formulierung des dritten Axiom von Seite in der Form
PAN)dA = |[PAN )2 dA .

Praktische Auswirkungen einer Darstellung

Zundchst mag man sich fragen, welchen Sinn verschiedene Darstellungen erfiillen, denn effektiv
driicken sie nur dasselbe System auf verschiedene Weise aus. Berechnen wir den Erwartungswert
eines beliebigen Operators O in einem beliebigen Zustand |¢), dann gilt

WIOW) = W11 O 14 1) = 3" (Wlam) (am|Olan) (@ale) = 3 () 0, v

=t (oMt

Alle algebraischen Operationen von Ket- und Bra-Vektoren und Operatoren resultieren in ana-
logen Relationen der Darstellungsvektoren bzw. Matrizen, beispielsweise

Olp) — Zo = (0Nt 08 =3 04,5, = (01)(57)
{le) Zw = pATpd

Jedes Problem der Quantenmechanik kann entweder im abstrakten Hilbertraum oder in ei-
ner geeignet gewéhlten Darstellung behandelt werden. Eine geeignete Darstellung zeichnet sich
dadurch aus, dass in ihr das Problem besonders einfach erscheint.

Man beachte nun zwei solche Darstellungen zu zwei selbstadjungierten Operatoren A und B ,
sowie deren Eigenvektoren |a,) und |b,), sodass also ein Zustandsvektor |¢) € H beziiglich A
und B als

() ()
wA: (azlth) bzw. 1/}B= (b2]1)

dargestellt werden kann. Analog erhalten wir fiir einen Operator O die Darstellungen

0= 0h, = (anOla,) wd O —08 =,|0,) .
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Der Zusammenhang zwischen zwei Darstellung wird durch die Matrixelemente Sy, = {(a,|by)
fiir alle n, v vermittelt, denn es gilt

= (anlt) =D (anlb)(b9)) = Zsmw P,
Analog gilt auch beim Darstellungswechsel fiir Operatoren
O = (@nlOlan) = 37 = {aulb,) (bulO1b,) (bylan) = ZS 4Ot = (SOPS
"%
wobei die Wechselmatrix S wegen

(SSD)mn =D S Shiy =D S S = D by ) (@mlbu)* =D (amlbyr) (bur|an)

v/ v’
= <am’an> = Omn

unitar ist. Kurz gesagt ist also S die unitdre Basiswechselmatrix zweier Darstellungen. Falls die
Indexmengen fiir m und g gleich sind, dann existiert auferdem ein unitarer Operator p, sodass
pﬁm = (am|plan) = Spmn mit p = Zr |br-){ar| folgt.

Die physikalischen Grofen (Skalarprodukte von Vektoren oder Matrixelemente) bleiben unter
unitdren Transformationen invariant, also insbesondere unter einem Darstellungswechsel. Im
Falle eines Skalarprodukts wird dies explizit anhand von

(ol) = (plan){anle) = Zso Z(SsoB):(st)n

n

= Z (Snu(P,/) nu’d)y Z S SOV y/ = Z <Z ’) @?def’

n,v,v’ n,v,v’ v,V
_ Z BT, B
- SDV w
v

deutlich, es gilt also (p|v) =5, gofT w;f‘ =>, gprwf;. Analoges gilt nattirlich auch fiir Matrix-
elemente (©|O|1)).

13.2.2. Bilder der Zeitentwicklung

Ahnlich wie es mehrere Darstellungen von Zusténden und Operatoren gibt, kann man auch un-
terschiedliche Darstellungen der Zeitentwicklungen betrachten. Hinsichtlich der zeitlichen Ent-
wicklung wurde bisher im sogenannten Schrodinger-Bild gearbeitet. Zustandsvektoren |¢) haben
eine zeitliche Entwicklung geméaf |1, to;t) = U (t,t0)|1, to; to), andererseits waren die Observa-
blen durch zeitunabhéngige Operatoren beschrieben. Messbar sind nur die Matrixelemente von
Operatoren, im bisherigen Schrodinger-Bild waren dies

s(, 11059, t)s = (1, 00| U (£)OsU (1) [, to)s = s (¥, to|Onl¢h, to)s
Man setzt nun (ﬁ( )OsU (t) =: Oy und fiir die Zusténde
[,y = UT ()], t)s = UT U ()], to)s = |9, to)s

also gilt insbesondere |1, )y = |¢)y, die neuen Zustandsvektoren sind somit zeitunabhéngig.
Fiir den Erwartungswert gilt

s(¥,t|0s|v, t)s = u(|Oulv)u

Die neu definierten Zusténde [¢)g und Operatoren On definieren das Heisenbergbild. Das
Schrédinger- und Heisenberg-Bild unterscheiden sich dabei wie folgt voneinander:
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13. Der Formalismus der Quantenmechanik

o Schrodinger-Bild: Hier haben Zustands-Vektoren die Zeitentwicklung, welche durch die
Schrodinger-Gleichung fiir die |1, t)g gegeben ist. Observablen-Operatoren haben dagegen
im Allgemeinen keine Zeitentwicklung.

e Heisenberg-Bild: Hier haben umgekehrt die Zustédnde keine Zeitentwicklung, dafiir aber die
Heisenberg-Operatoren Oy (t) durch die Schrodinger-Gleichung fiir Heisenberg-Operatoren,
die wir im Folgenden herleiten.

Im Wesentlichen ergibt sich die Bestimmungsgleichung der Dynamik von Heisenberg-Operatoren
durch die Ableitung der Definition und Verwendung der Schrédinger-Gleichung, also

d - dfos a o aut . . e dU . OAg -
g _:p & 1 _ . + at . t S
ih Au(t) = ih <U (t)As(t)U(t)) ih—— AsU +ihUT As " +ih0T =220

e AT o 7 A gt o it (048 Y 7
= —U"HgAgU + UTAsHsU + U lhﬁ U
i AdT o 7 ATt Aregr o ot (1048 7
=—U'HsUU"AgU + UTAgUU"HgU + U | ik 5 U
S . Ac\ -
= [Ay, Hy) + U (iha S)U
ot
d . . . DA

Man beachte, dass fiir ein abgeschlossenes System insbesondere
i) = DO B0 (0 2 exp (3 s ¢~ 1)) Fsexp (s (0~ 1)) = F

folgt, was man alternativ auch durch ih% Hy = [ﬁ H, ﬁH] = 0 hétte herleiten konnen. Aufserdem
hat man noch die Ubereinstimmung

Au(t = to) = Ul(to, to) AsU (to,t0) = As und  [¥,to)s = [¢)u

d.h. zum Zeitpunkt ¢ = tg fallen Schrédinger- und Heisenberg-Bild zusammen.

Eigenvektoren in unterschiedlichen Bildern der Zeitentwicklung

Eine wichtige Frage ist, wie sich die Eigenvektoren der Operatoren in den verschiedenen Bildern
der Zeitentwicklung verhalten. Dazu betrachte man die Eigenvektoren eines beliebigen Operators
A, wobei im Schrédinger-Bild

Aglag)s = aglar)s

gilt, und da der Schrédinger-Operator Ag zeitunabhéangig ist, muss dies auch fiir die Eigenwerte
aj, und Eigenvektoren |ay)g gelten. Wird auf diese Gleichung beidseitig links der Operator UT(t)
angewandt, so folgt

UT(t)Aglar)s = UT (1) AsU ()T () |ar)s = arUT ()]ar)s
<— AH(t)‘akawH = ak|ak,t>H ,
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dies ist fiir jedes t die Eigenwertgleichung fiir den Heisenberg-Operator Ay (t). Die Eigenvektoren
des Heisenberg-Bilds haben wegen

lag, g = UT(t, to)|ar)s = UT(t, to)|a, to)n

folglich eine inverse Zeitentwicklung. Zum Verstdndnis dieser Feststellung betrachte man die
Entwicklungskoeffizienten eines beliebigen Zustandsvektors in beiden Bildern. Im Schrédinger-
Bild gilt ¢} (t) = s{ak |, t)s, wihrend sich im Heisenberg-Bild

= ag,t ag,t = ak,t ag,t
[)m Ek |ax, t)rm (ar, ) E 1 (ag, t|)ulag, thn
H
Ck(t)
findet. Es gilt dann

() = slarlth, t)s = s{ar|U(t, 1), to)s = u{ar, tl)n = ci (t) .

Beispiel: Das System befindet sich zur Zeit tg im Eigenzustand |ay)s des Operators Ag. Man
fragt sich, wie grofs die Wahrscheinlichkeitsamplitude ist, dass sich das System zur Zeit t > tg
im FEigenzustand |b;) von B befindet. In den beiden Bildern gilt dann

s(bi|U (¢, to)|ar)s bzw.  wu(bi, tlak, to)u
was gleich sein muss.

Ein weiteres wichtiges Bild der Zeitentwicklung ist das sogenannte Wechselwirkungsbild. Un-
ter der Annahme, dass eine geringe dufsere Stérung vorliegt, zerlegt man dann den Hamilton-
Operator in H = Hg 4+ V. Darauf gehen wir in Kapitel [L8 nédher ein.

13.2.3. Beispiele fiir Darstellungen und Bilder
Schrddinger-Bild und Orts-Darstellung
Zuerst betrachten wir die bisher verwendete Orts-Darstellung der Zusténde im Schrédinger-Bild,

(1|, t) ) )
W, t)s — | (T2l t) | =9 X(7t)  wobei  X|F) = 7

gilt. Es bezeichnet nun (7]¢,t) die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir, das Teilchen am Ort
im Zustand |t)) zu finden, dies ist die Einteilchen-Wellenfunktion ¢ (7, t) = s(r|1, t)s = ¥~ (7, ).

Der Einfachheit wegen betrachten wir nur den eindimensionalen Fall mit X |z) = x|z) fiir alle
x € R. Fiir den Orts- und Impuls-Operator in der Orts-Darstellung gilt

X;i(p/ = (z|X|2') = 2/ (z|2') = 2'6(x — 2') = 26(x — ') und Pél = (z|P|z') .

Um das Skalarprodukt der X-Darstellung von P auszuwerten, verwenden wir die Vertauschungs-

relation [X, P] = ik und d%(s(x) = —1§(x), sodass dann

(z][X, Pl|a") = (2|X Pla’) — (2| PX|a') = (x — ') (x| P|2)
= (z|in|2") = ih{x|2’) = ihd(z — ')

1 no__ i N s i o
:):—ac’(s(x x') = 1hdx6(:n l‘)—lhdx/CS(IL‘ x')

— (z|P|2') = ih
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13. Der Formalismus der Quantenmechanik

als Darstellung erhélt. Fiir den Erwartungswert des Impulses in einem beliebigen Zustand |[))
findet man nun

(WPl = / da’ / da” (') (| Pl 2" |p)

= [ [ awrvr ) (inate’ — oot
= / da’ / dw”¢*(x’)6(x'—x")< i di,,w(x”)>
_ / da (") (-m di,,w(x")>
_ / da " () <—m;i> o) .

Orts-Darstellung der Impuls-Eigenvektoren

Betrachten wir Impuls-Eigenvektoren P\p) = p|p) mit der Normierung (p|p’) = §(p—p’), gesucht
ist die Ortsdarstellung (z|p). Es folgt

pla) = (alPlp) = [ s’ WlPl) ') = [ a0’ oo o) (~in g ()

d
= —ih—(z|p) — plalp) = 0,
hierbei handelt es sich um eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung fiir (x|p).

Durch Einsetzen zeigt man dann, dass (x|p) = C exp( x) eine Losung ist. Die Konstante C
ergibt sich dann aus

(plp) = d(p — ') /d:r (pl)(zlp’) = |C|? /d$exp< (Php)>

— R / dye =1 — |CP22mhs(p — o) |

also folgt |C|? = 5.7 also erhalten wir als Orts-Darstellung der Impuls-Eigenzusténde

(elp) = ml?h“p (f) |

Schrédinger-Bild und Impuls-Darstellung

Es sei wieder Plp) = p|p) mit (p|p/) = 6(p — p), wir betrachten dann die Impuls-Darstellung
eines Zustands [¢)) durch

) = (Pl 1) = F (p,1) = D(p, t)

fiir alle p € R. Fiir die Impuls-Darstellung des Impuls-Operators P gilt (p|P|p’) = p'é(p — p')
und fiir den Erwartungswert von P in einem beliebigen Zustand [¢) ist

([P = / ay / dp" (lp") " | Pl) (')
- / a / dp" 3 (P50 — P () = / dp' §* B = / dp pld(p)?

194



13.3. Quantisierung und die Unbestimmtheitsrelation

Die Transformation zwischen X- und P-Darstellung ist durch die Basiswechselmatrix

Sup = {alp) = —o—exp (1
xp—fp—\/ﬁexp 7

gegeben, welche den Wechsel liefert zwischen den beiden Zusténden

o) = [ o (B) 0w d0)= [ e (B v

13.3. Quantisierung und die Unbestimmtheitsrelation

13.3.1. Quantisierung von Systemen

Bisher haben wir immer irgendwelche beliebigen quantenmechanischen Systeme angenommen
und dann ihre Eigenschaften betrachtet. Es stellt sich aber die Frage, wie man iiberhaupt
konkret die Quantisierung eines klassischen Systems vornimmt. Der erste Schritt besteht in
der Ermittlung der Operatoren A,B, ... zu den verschiedenen Observablen A, B,... Dabei
geniigt es die Vertauschungsrelationen, also die Kommutatoren, zwischen diesen Operatoren
zu kennen, da diese die physikalischen Beziechungen bestimmen. In der Quantenmechanik von
endlich vielen Freiheitsgraden ist die Darstellung der Vertauschungsrelationen bis auf unitére
Transformationen eindeutig - erst in der Quantenfeldtheorie &ndert sich dies.

Der Begriff Quantisierung bezeichnet also die Ermittlung von Observablen-Operatoren,
was mit der Ermittlung der Vertauschungsrelationen gleichzusetzen ist. Eine interessante Beob-
achtung lasst sich beim Vergleich klassischer Poisson-Klammern (vgl. Abschnitt und den
quantenmechanischen Kommutatoren tatigen:

Klassisch: {zj,z;}p =0 {pi,pjtpB =0 {x;,pjtpe =0ij {Li,L;}rB = €ijiLi

Bis auf einen rein imagindren Vorfaktor iA stimmen also quantenmechanische und klassische
Vertauschungsrelationen iiberein. Daraus lésst sich somit eine Vorschrift zur Bestimmung der
Vertauschungsrelationen von Observablen-Operatoren ableiten. Man bereichnet die Poisson-
Klammer fiir die Observablen der klassischen Mechanik, welche dann die quantenmechanischen
Vertauschungsrelationen durch

[A, B] = ih{A, B}pp

bestimmen. Allerdings liefert uns dies nicht die gesamte denkbare Quantenmechanik. Fiir Ob-
servablen, die nur im Rahmen der Quantenmechanik auftreten - beispielsweise der Spin - miissen
diese Vertauschungsrelationen mit Hilfe von Symmetrieiiberlegungen oder rein intuitiv bestimmt
werden. Fiir jede Observable, die ein klassisches Analogon A = fa(x1,...,pN) besitzt, ist

fa— fa=fa(X1,..., Py)
die kanonisch quantisierte Observable. Dabei beachte man aber folgende Tatsachen:

e Es sind immer kartesische Koordinaten fiir das klassische System zu withlen ]

?Die Tatsache, dass eine konsistente Quantisierung in allgemeinen krummlinigen Koordinanten bisher noch
gelungen ist, stellt einen der Hauptgriinde fiir das Fehlen einer Quantentheorie der Gravitation dar, denn
sonst konnte man Einsteins allgemeine Relativitatstheorie mit relativ geringem Aufwand quantisieren.
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13. Der Formalismus der Quantenmechanik

e Bei Produkte von nicht miteinander kommutierenden Grofen wahlt man das symmetrische
Produkt der Operatoren, also beispielsweise

o 1 /e a s o
22p— XPX  oder a:Qp—>§<X2P+PX2+XPX),

wobei sich bei letztem Beispiel die zusétzlichen Terme aufgrund der Selbstadjungiertheit
ergeben, denn (AB)! = BYAT = BA # AB ist nicht selbstadjungiert, aber %(AB + BA)
schon.

13.3.2. Heisenbergsche Unschirferelation

Die Inkompatibilitdt zweier Observablen-Operatoren hat noch weitere tiefgreifende Auswirkun-
gen. Man betrachte zwei nicht kompatible Observablen A, B, also [A, B] # 0. Sei dann [¢) ein
beliebiger Zustandsvektor und definiere damit

AA:=A—(A)=A— (|Ajy) wd AB:=B-(B),
wobel die beiden Operatoren AA und AB selbstadjungiert sind. Mit den beiden Abkiirzungen
|a) := AA|Y) und |5) := ABJy) gilt dann
(AA)? = (B[(A — (D)) = (BA)y = (WIBABAL) = (a]a)
= (AAP(AB)’ = (Y|AAAAW)(WIABABJY) = (ala){8]5) .

Nach der Schwarzschen Ungleichung ist || - || 3] = (a|a)(B|8) > |(a|B)|?, also erhalten wir die
Abschétzung

(AA)2(AB)? > [(alB)? = [(¥| AAAB[p)|* |

wobei wir das Operatorprodukt AAAB in
54,8+, (RA,AB) = | (SARB - ABAA) + , (SAADB + ABAA)

— 1
AAAB = —
2

antihermitesch hermitesch

1. . - l,— —
= 5[4, B+ 5{A4,AB}

umschreiben konnen. Einsetzen dieses Ergebnisses in die vorige Ungleichung liefert dann weiter

— e |1, 1, —~ — P 1ia a0 2 1, —~ <=2
(GIBARBI[ = |5 (A B, + 5((BABBY),| = 1 [(A B, [ + {((EA 5BY);
) —_——
A A 2 rein imaginar rein ree.
> (14, By
und daraus erhalten wir schlieflich die Heisenbergsche Unschirferelation
AA-AB > %K[A, B . (13.1)

Beispiel: Es sei A= X; und B = Pj, dann folgt fiir den Kommutator [A, B] = [X;, PJ] = ihdy;
und damit ([X;, P;]) = ihd;j. Dann ist

1

die Unbestimmtheitsrelation zwischen den Orts- und Impulskomponenten, die wir bereits bei
der Wellenpaket-Betrachtung auf Seite erhalten haben.
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13.3. Quantisierung und die Unbestimmtheitsrelation

Energie-Zeit-Unschiarfe

Betrachten wir nun ein abgeschlossenes System, sodass H = Hg zeitlich invariant ist, eine
beliebige nicht zeitabhéngige Observable A und einen beliebigen Zustand [¢)) des Systems. Es
gilt dann allgemein

L0, Al 1) = (0, 1][A, B[, )

wie wir bereits wissen, andererseits aber auch

1 PR hi|d .
A4 A 2 g4 E0,t)| = 5| § Al 0]

Dabei ist %w, t|Aly,t) die Geschwindigkeit, mit der sich der Erwartungswert von A im Zustand
|1y mit der Zeit &ndert. Fiir ein beliebig kurzes Zeitintervall At ist deshalb

d o

das ,Wegstiick”, um welches sich der Erwartungswert (A(t)), im Lauf des Intervalls At ver-
schiebt.

P(a) A

Yo

A(t) A(t + At)

(

Das charakteristische Zeitintervall, welches verstreichen muss, damit sich der Mittelwert von
A um mindestens AA verdndert, ist durch

AA
At(A) = — =
gegeben. Fir At(A) ist As = At - {%(1/1,75@4]1/},75)‘ > AA, also ist At(A) das Zeitintervall, in
dem sich A signifikant &dndert, also jenes Zeitintervall, welches die Zeitentwicklung des Systems
(manifestiert anhand der Observablen A) charakterisiert:

SALH At(A)-AHzg.

| & (p, t| Al )] — 2

Setzen wir dann weiter At := miny t(A), dann lésst sich die obige Gleichung kurz als

At-AHzg

formulieren. Dies verkniipft die Energieunbestimmtheit mit der typischen zeitlichen Anderungs-
rate des Zustands, wobei At das charakterisierende Zeitintervall der zeitlichen Entwicklung
des betrachteten Systems ist. Im Extremfall, dass A eine Erhaltungsgrofse ist, gilt folglich
%(w,t\flw,ﬂ = 0, und damit At(A) = co. Auch bei einem stationdren Zustand gilt At = oo,
da AH = 0 ist.
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13. Der Formalismus der Quantenmechanik

Bemerkung: Auch wenn sich die Energieunbestimmtheit mit der typischen Anderungsrate
in einer zur allgemeinen Unbestimmtheitsrelation sehr ahnlichen Form darstellen lasst,
bestehen doch grofse Unterschiede. Der wichtigste Tatsache dabei ist, dass die Zeit keine Obser-
vable des Systems ist, sondern wir in der Quantenmechnik von der Existenz einer Newtonschen
Universalzeit ausgehen[

13.4. Verallgemeinerung auf gemischte Zustidnde

Jedes System besitzt einen maximalen Satz von kompatiblen Observablen. Wenn die Werte al-
ler dieser Observablen gleichzeitig fixiert sind, dann befindet sich das System in einem reinen
Zustand |ag, by, ..., vy), der durch einen Ket-Vektor beschrieben ist. Dann ist der Zustand des
Systems maximal moglich spezifiziert und alle Erwartungswerte und Wahrscheinlichkeiten sind
mittels |¢)) ausdriickbar. Operativ wird der quantenmechanische Erwartungswert dabei durch
Mittelung iiber die Messergebnisse einer grofsen Anzahl identisch préparierter Systeme im Zu-
stand |¢) definiert, d.h. man kann sich den Zustand durch ein ganzes Ensemble von Systemen
reprasentiert vorstellen. Oft ist aber der Zustand eines Systems nicht vollstandig spezifiziert.

Beispiel: Betrachte ein Photon mit gegebenem Impuls aber unbestimmter Polarisation. Eine
solche Situation entsteht wie folgt: Zwei Quellen Q1 und Qo (oder auch beliebig viele mehr)
emittieren stochastisch Photonen mit der Polarisation |®1) bzw. |®q), jeweils mit der Quellstérke
np1 bzw. npy, wobei n grofs und p; + po = 1 sei. Die emittierten Photonen werden dann in
einem Punkt gebiindelt und bewegen sich in einem Strahl weiter. Dann kennt man aber den
Polarisationszustand eines beliebig herausgegriffenen Photons nicht mehr.

Ein solches Photon wie im Beispiel befindet sich in einem gemischten Zustand, der durch ein
gedachtes Ensemble von n identisch zusammengesetzten Systemen reprasentiert ist. Davon sind
npy im Zustand |¢1) und npy im Zustand [¢2) prapariert, sodass sich fiir den Mittelwert einer
beliebigen Observablen des Systems

O = p1(t1[Oln) + pa(t2|Oleha) = ZZZ% (on|1i)]?

ergibt, wobei oy, die Eigenwerte von O seien. Sei dann weiter {|ak>} ein vollstdndiger Satz von
Eigenvektoren eines anderen selbstadjungierten Operators A, dann formt man

O =3 pi(WilOls) = > pivilax) (arlOlaw ) aw )

ik k!

um. Zur Abkiirzung wird dann den statistische Dichte-Operator j durch
pi=">_ pilthi) (il
i

definiert, wobei man beachte, dass die |¢;) im Allgemeinen keinen vollstéandigen Satz von Vek-
toren bilden. Mit (ax|plak) = D, pi{aw |¢i)(¥i|ak) gilt schlieflich

0 =Y {awlplax)(arlOlaw) = S (axlpOlar) = Sp(50) .
K,k K’

3In der Quantenfeldtheorie wird die Quantenmechanik mit der speziellen Relativitétstheorie verkniipft, wobei
die treibende Kraft die Suche nach einer quantisierten Theorie der Elektrodynamik war.
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Der Dichteoperator enthélt also alle physikalischen Informationen tiber den (gemischten) Zu-
stand des Systems - insofern erlaubt er, alle physikalischen Eigenschaften des Systems auszu-
driicken. Man beschreibt also einen gemischten Zustand durch den zugehorigen Dichteoperator.
Der Dichteoperator p weist eine Reihe von Eigenschaften auf:

e Selbstadjungiertheit: Wie bei Observablen ist der Dichte-Operator selbstadjungiert:

pl = Zpi|¢i><1/h” =p.

e Spur Eins: Fiir die Spur Sp(p) = >, (ax|plai) des Dichteoperators gilt

Sp(pA) = Z(ak|p|ak Zzpz akz|w1 ¢z|ak)
k k
= "pi Y _(ilar)(arlis) = sz (Wili) =
7 k

Mit dem Dichte-Operator sind auferdem auch reine Zustiande beschreibbar. Sei dazu [¢)) ein
reiner Zustand, dann definiert der Projektionsoperator p = |¢) (1| den Dichte-Operator dieses
Zustands, und wegen

Sp(pO) = Y (ax|pOlar) =Y (ar$)(@|Olar) = Y _(¥|Olax)(are)) = ($|Of)

k k k

erhélt man dann {iblichen Ausdruck fiir den Erwartungswert. Insbesondere gilt in diesem Spe-
zialfall

5? = (1) @) () (@]) = [¥) (W] =5,

was insbesondere Sp(p?) = Sp(p) = 1 impliziert. Man kann zeigen (darauf soll aber verzichtet
werden), dass dies bereits eine allgemeine Bedingung dafiir liefert: 2> = p oder Sp(p?) = 1
bedeutet also, dass der Dichte-Operator p einen reinen Zustand beschreibt. Im Allgemeinen
wird dagegen 0 < Sp(p?) < 1 sein. Dies liefert nun:

1. Axiom der Quantenmechanik (verallgemeinert): Zu jedem Zustand (rein oder ge-
mischt) des Systems gehort ein hermitescher Dichte-Operator p mit Sp(p) = 1.

Berechnen wir dann die Wahrscheinlichkeit, mit der man bei einer Messung der Observable
A mit den Eigenwerten ap im Zustand p den Wert q; erhélt, so gilt

sz alW)z sz %!az al’¢z sz wz’P al)’wz>
—szz wila) (ax P (ar)|aw) (ar |163)

7 kK’
= 3" pilaw ) (Wilan arl PA(a)law) = S {aw|plar) (el PA(ar)|aw)
ik k' kK’
=Y (awlpPAa)lax) = Sp (5P (@) |
k/
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13. Der Formalismus der Quantenmechanik

Ein wichtiger noch zu klarender Punkt ist die Zeitentwicklung des statistischen Operators. Wenn
das System sich selbst iiberlassen ist, so dndern sich die Uberlagerungswahrscheinlichkeiten p;
nicht, d.h. es gilt

pto) =Y piltisto)(to, il - = p(t) =D pilthi, 1) (Wi t] -

Fiir die Zeitentwicklung der einzelnen iiberlagerten Zustande [i);,t) gilt nach der Schrédinger-
Gleichung

o N
ih— 2 t)y=H ) t )
il ) = Hl, 1)
also folgt fiir die Zeitentwicklung des Dichte-Operators im Schrodinger-Bild

ih (1) = ~[p(e), ]
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14. Quantenmechanische Eigenarten am
Beispiel eindimensionaler Probleme

14.1. Die Schrodinger-Gleichung der Wellenmechanik

Das erste Mal ist uns die Schrodinger-Gleichung in Abschnitt ab Seite begegnet, wo
wir sie aus de-Broglie-Relationen, ebenen Wellen und der klassischen Energie hergeleitet ha-
ben. Wir wissen inzwischen, dass wir dadurch die Bestimmungsgleichung der Zustandsvektoren
des Schrodinger-Bilds in Orts-Darstellung erhalten haben. Ausgehend vom abstrakten vierten
Axiom (vgl. Seite soll die Schrédinger-Gleichung nun noch einmal abgeleitet werden.

Es sei nun [, t)g ein beliebiger Zustand im Schrédinger-Bild, worauf wir aber in der Notation
verzichten. Nach dem vierten Axiom

d N
1ha|¢, t> = H|¢7 t>

folgt dann in Orts-Darstellung
a o 3—»/ =/
i (7o, 1) = (AN 0 = [[] O R

. P+ V(X)) der Hamilton-Operator der

h@

Sei dann weiter H =T+ V = ;L P24+ V(X) = 2>,
Gesamtenergie, dann hat man weiter

1) = 5 SSOVRRI) = 5037 Jlf e G 6
[ [
P.L Z// dg_.//<

(3 )(—'_ —*//):| |:(—1h) ai” 5(3) (’FH . F/)

i

(3)(7—,»_ —'//)) 5(3)( N 7;»//)

fiir die Ortsdarstellung der kinetischen Energie, wihrend fiir den Potentialterm

FVIF) = (FVX)F) = VE)SO  — )

gilt. Damit lautet die Ortsdarstellung des Hamilton-Operators

G = (= 58+ V@) ) 097 ) = k.
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und fiir die Zeitentwicklungsgleichung folgt daraus die zeitabhangige Schrodinger-Gleichung

///dgF/ (FIH|F) (|, t) = ///dgf" (—;;A+V(f’)> 5 (7 — (7, b)

- <—2fiA + vm) W7 1) .

Sei nun speziell [, to) = |E, to) mit H|E,to) = E|E, to) ein Energie-Eigenzustand, dann gilt
i

.0) = Ot ol to) = ex

Bt m) b to) = |2,1)

mit der zugehorigen Wellenfunktion in Ortsdarstellung (beachte Vg und ¢ g)

(7, t) = (79 1) = exp (—;E@ - m) (I, to) = exp (—?) Gy

Setzt man Vg (7) dann in die Schrédinger-Gleichung ein, so erhdlt man

ih%\DE(F, t) = HUp(7,t) = exp <—1Eht> Hp(7)

i it iEt\ -
e ih|--E exp el YE(7) = exp il Hyp(r)
h h h
letztere ist die zeitunabhangige Schrodinger-Gleichung. Die Wellenfunktion eines statio-
niren Zustands ist also gleich dem Produkt Wg(7,t) = exp (—22)Wp(7), wobei ¢g(7) der
zeitunabhingigen Schrodinger-Gleichung geniigt. Im Eindimensionalen gilt dann

2mdz?

(~a s+ V(@) ) wle) = Enta)

wobei es sich um eine gewthnliche lineare homogene Differentialgleichung zweiter Ordnung
handelt.

14.2. Stiuckweise konstante eindimensionale Potentiale

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns nun den Lésungen der zeitunabhéngigen Schrodinger-
Gleichung, vorzugsweise anhand von eindimensionalen Situationen, da sich diese deutlich einfa-
cher explizit 16sen lassen.

14.2.1. Stufenpotentiale

Der einfachste Fall eines stiickweise konstanten eindimensionalen Potentials ist ein einzelner
Sprung in der Funktion, d.h. wir betrachten ein Stufenpotential

Vo : >0

d
V(x) = VO(x) = { 0 <0 mit der Ableitung — —V(z) = -Vpé(x) .

dzx

Klassisch ergibt sich fiir die Energie und damit den Impuls leicht

E—p—2+V()<:> =/2m(E —
™ T p= m( V(x)),

man muss also drei Situationen in Abhingigkeit der Energie £ unterscheiden:

202



14.2. Stuckweise konstante eindimensionale Potentiale

e [/ < 0 ist fiir alle  nicht moglich, d.h. wir miissen fiir die Giiltigkeit des Systems eine
gewisse Mindestenergie haben.

e 0 < E < Vpist mit p=+2mFE nur fiir den Bereich x < 0 méglich.

e E >V fiihrt zu zwei Bereichen mit p' = v2mFE fiir z < 0 und p" = \/2m(E — Vp) fiir

x > 0, die wir durch romische Zahlen nummerieren.

Wir ermitteln nun quantenmechanisch fiir gegebenes E die Losung der zugehorigen zeitunabhén-
gigen Schrodinger-Gleichung, wobei wir wie folgt vorgehen: Zuerst wird die stiickweise Losung
in den einzelnen Bereichen x < 0 und > 0 bestimmt. Durch Verwendung von Stetigkeit und
Differenzierbarkeit werden diese Teillosungen zusammengefiigt und schlieflich die resultierende
Wellenfunktion normiert.

Erste Situation: Energie 0 < E < V)

Zuerst sei die Energie so, dass aus klassischer Sicht nur im Bereich x < 0 ein Aufhalten des
Teilchens moglich ist, dann gilt fiir die Schrodinger-Gleichung in diesem Bereich

K2 2
—5— 3 ¥p(2) = Edg(z) .

2m dz?

Mit dem Losungsansatz ¢L(z) = Ael*'® erhalten wir durch Einsetzen zur Bestimmung der
Konstanten k' = £k die allgemeine Losung

Yh(z) = A1el*® 4 Ageihe mit k=\/—FE

fir A;, As € C. Analog betrachte man dann den Bereich z > 0, wo V(z) = Vj gilt. Fiir die
Schrodinger-Gleichung hat man hier

n? d?
2m da?

h? d?

— 53V (@) + Vovk(z) = Bul(z) <= - L(z) = (B — Vo)l(a)

wobei man als Losungsansatz erneut w%(aj) = Bel*'® wiihlt. Einsetzen liefert dann sofort

5 2
R %(E_V()):im mit k= %(%—E),

wonach die allgemeine Losung durch ¢L(z) = Bie "% 4 Bye"™® fiir By, By € C gegeben ist.
Damit jedoch die zusammengesetzte Losung normierbar ist, muss der Faktor Bs = 0 sein,
sodass @b%(m) = B1e™"* ist. Um nun die Koeffizienten Ay, Ao und By zu bestimmen verwendet
man, dass die Wellenfunktion in z = 0 eine stetige, differenzierbare Funktion sein muss. Aus
Stetigkeit: Vor=0=viz=0 = A +4=D8B
d
= Vi

Differenzierbarkeit: diw}g = ik(A; — As) = —ikB;
x

=0 =0

erhalten wir dann die bestimmenden Gleichungen fiir die Koeffizienten, die wir schliefllich zu

1 K 1 K
A1:§<1+1%)Bl, A2:§(1—1E)Bl und - = ——1
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auflésen. Der Parameter By wird dann noch durch die Forderung der Normiertheit einer Wel-
lenfunktion festgelegt, also durch [ |¢(z)|> dz = 1. Wihlen wir die Normierung so, dass 41 = 1
ist, so findet man dann

/

) 1-1 % —
Ay | e*® ¢ o ke z<0
141/ % —1
Yp(r) = E
24 ke >0
: \%
\ I+iy/ 7 —1
und damit fir die Wellenfunktion
Vo
. - 1 T .
Ay e—l(wt—kx) + E e—l(wt—l—kx) <0
. . \%
Ug(z,t) =e “p(z,t) = L+i/ 5 -
24, efiwtefnx x>0

1+iy/% —¢q

Man beachte, dass im Falle von x < 0 es sich um eine nach rechts laufende Welle (zur Stufe hin
einlaufende) und eine nach links laufende Welle (reflektiert) handelt. Betrachte wir dann den
Reflektionskoeffizienten R, der durch

2
2 |1—iy/¥® -1
R A2l = —1

AR e g

gegeben ist, also wird alles reflektiert. Der iiberraschende quantenmechanische Effekt ist aber
nun, dass die Wellenfunktion auch bei x > 0, also im klassisch verbotenen Bereich, nicht voll-

standig verschwindet. Man definiert die Eindringtiefe als Az = %, denn dann gilt in der
Exponentialfunktion e "4t = é = —" ___ Fiir die Amplitude der Wellenfunktion gilt
2m(Vo—E)
2
2 _ 2 —2Kx
’¢E(.%',t)’ - € )
1+iy/ % —1

d.h. das Teilchen kann auch in einen klassisch verbotenen Bereich eindringen. Man beachte,
dass fiir Vy — oo die Eindringtiefe Az — 0 geht, dann ist auch keine Stetigkeit der Ableitung
von ¢ g(x) bei x = 0 verlangbar.

Zweite Situation: Energie E > 1)

Die Energie E > Vj sei nun so, dass sich das Teilchen klassisch im gesamten Raum befinden
kann. Fiir den Bereich z < 0 lasst sich die Losung direkt aus der vorigen Situation iibernehmen,
wahrend man fiir z > 0 die Schrédinger-Gleichung

n? d?

—%@Tﬁgj(fﬂ) = (£ - VO)%Z)%(QC)
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14.2. Stuckweise konstante eindimensionale Potentiale

hat. Der iibliche Exponentialansatz L(z) = Bel*'@ fiihrt durch Einsetzen dann auf kT = +k
und so auf die allgemeine Losung

2m

Yh(z) = Bie™ 4 Bye ™ mit k= F(E - W)

fiir alle By, By € C. Man wéhle nun die Randbedingungen so, dass im Bereich > 0 nur noch
nach rechts laufende Wellen sind, d.h. man wihle By = 0, also ¥-(z) = Biel**. Auf Grund
von Stetigkeit und Differenzierbarkeit der Wellenfunktion miissen dann A; + Ao = B und
ik(A; — Ag) = ikB; gelten, diese beiden Bedingungen fiihren zu

1 k 1 k kol W
A1—2<1+k)B1, A2_2<1_k‘>Bl und %— 1—E

Der Faktor Bj lasst sich dann wieder durch die Normiertheit bestimmen, und man erhélt ab-
schlieftend die Wellenfunktion

1-iy/1-%
A | emiwt=ka) E o~ i(wi+kz) S 2 <0
Up(a,t) = Ltiy/1- 3
24, efi(wtfl_cac) >0
1+iy/1- %

Ein Teil der einlaufenden Wellen wir also bei z = 0 reflektiert, wiahrend ein Teil mit gednderter
Wellenzahl nach rechts weiterlauft. Betrachten wir auch hier den Reflexionkoeffizienten R und
Transmissionskoeffizienten 7T, so findet sich

%\ 2 _ 2
A2 L=y/1-F ' k 2
k

Al )
AP\ 1+ % 144/1-%

wobei R — 0 fiir £ > Vj geht. Dieses Ergebnis ist im Vergleich zur klassischen Mechanik
sicherlich iiberraschend, da aus einem Teilchen gewissermafien zwei Wellenpakete werden.

Fassen wir noch einmal zusammen: Fiir ein Stufenpotential gibt es zu jedem Energiewert
mit F > 0 eine normierbare Losung, d.h. eine Energieeigenfunktion, also ist das Spektrum
von H =T + VStufenpot_ die kontinuierliche Menge £ > 0. Fiir £ < 0 gibt es hingegen keine
Losungen.

R

14.2.2. Rechteckige Potentialbarrieren

Als néchstes betrachten wir ein rechteckige Potentialbarriere endlicher Hohe, die um z = 0
zentriert ist, das Potential hat also die Form

V(x){ 0 : |z|>a

Vo @ |z|<a

Klassisch gilt fiir den Impuls des Teilchens dann p = y/2m(E — V(z)), man kann deshalb wieder
zwei klassische Fille unterscheiden: Fiir 0 < E < V{ kann die Bewegung nur im Bereich |z| > a
stattfinden, wahrend fir E > Vj die Bewegung prinzipiell iiberall moglich ist, im Bereich |z| < a
liegt allerdings ein Teil der Energie als potentielle Energie vor, was zu einer Verlangsamung der
Bewegung fiihrt.

205



14. Quantenmechanische Eigenarten am Beispiel eindimensionaler Probleme

Quantenmechanisch ist wieder die Schrédinger-Gleichung zu diesem Potential zu 16sen, wel-
ches wir in drei Stiicke unterteilen. Im Folgenden sei daher mit I der Bereich |—o0, —a] bezeich-
net, mit I dann [—a, a] und mit Il das Intervall [a, co[. Man betrachte dann zunéchst den Fall,
dass 0 < E < Vj ist, mit dem bereits bekannten Ansatz findet man dann die Funktionen

@Z)}E(l’) _ Aleikx _{_AQefikx J mE
—\ x2
YL(z) = Bie "% + Bael® mit h
2m(E — V)

!
Il

YI(z) = Creth® 4 Che~tke 2 =ik

Man beachte, dass die Normierbarkeitsbedingung keine Einschriankung fiir die Koeffizenten dar-
stellt, da die reelle Exponentialfunktion nur auf dem endlichen Intervall [—a,a] zu betrachten
ist. Aufgrund von Stetigkeit und Differenzierbarkeit der Gesamtlosung in z = —a und = = a
findet man die Gleichungen

Aje ke 1 Agelke = Biefe 4 Byemre
ik(Aje*a — Ayeth) = k(—DByet® + Bye ")
Bie "% + Boekt = (hetka 4 Ohe—ika
—k(B1e " — Byet®) = ik(Celk® — Cheika)

t=—-a: Yh(-a) = v(—a)
Vbl e 0 = EVhle
r=a: Wha) = ¢80

GVEpma = TVE |

A

zusammen mit der Normiertheitsbedingung finden sich also fiinf Bestimmungsgleichungen fiir
die sechs Koeflizienten, demnach ist die Wahl einer Randbedingung frei. Man wéhle dann Cy = 0,
d.h. man hat eine von links einlaufende Welle. Im Folgenden berechnen wir dann die Quotienten
ﬁ—i und %, die uns dann den Reflexions- und Transmissionskoeffizienten liefern. Dazu ermitteln
wir aus den obigen Gleichungen jeweils B; und Bs, und setzen die erhaltenen Ausdriicke gleich.

Durch elementare Rechnungen findet man

Cleika <(1 - ig)QeQ,‘ia _ (1 + ii)ze—sz> _ Ale—ika <(1 - 12)2 — (1 + li)2>

(1+ik)2 (1—ik)2 ik
C1 _ oika (1—if)2 — (1+1k)2
Ay (1— i%)%%a — (14 i%)zefzm
-k
_ o—2ika —4iy
( _ %)(GQRCL _ e*Ql-@CL) _ Qi%(e%m + ef2na)
_ ~—2ika 2ikk
2ikk cosh(2ka) + (k% — k2) sinh(2ka)
-1
G| 4Kk A
— | =T = _ Tk nh2(2 1
A (k2 + k2)2 sinh?(2ka) + 4K2k2 or2k2 ) S (2ra) + ’

wobei im letzten Schritt die allgemeine Identitéit cosh? 2 — sinh? x = 1 verwendet wurde. Ganz
analog verfahrt man auch zur Berechnung des Reflexionskoeffizienten. Man sieht also, dass es
fiir jede Energie E mit 0 < E < Vj eine Losung fiir Ay, As, By, By und C gibt. Insbesondere
aber ist bei allen Energien im Bereich [a, o]

YI(z) = Cret*® £ 0 |
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14.2. Stuckweise konstante eindimensionale Potentiale

d.h. die Teilchen konnen die Potentialbarriere durchdringen, die nennt man den quantenmecha-
nischen Tunneleffekt. Man betrachte nun speziell den Fall, dass ka > 1 ist, dann ist

2kk
x
k2 + K2

wobei Aaq fiir die Breite der Potentialbarriere steht. Man bemerke dabei, dass T relativ zu Eins
nur dann grofs ist, wenn Aa klein und/oder & klein ist, d.h. fiir £ < Vj konnen Teilchen geringer
Energie nur sehr diinne Barrieren durchdringen.

Man betrachte dann noch den Fall, dass F > Vj ist. Man erh&lt durch analoge Rechnungen
dann zu jedem Energiewert eine Losung der Schrodinger-Gleichung, d.h. das Spektrum von
H=T+ VBarriere ist kontinuierlich.

Ex2%0
—4ak 2

—dak _ ef2Aan

1
sinh(2ka) 562'“ == T e

)

14.2.3. Rechteckiger Potentialtopf endlicher Tiefe

Jetzt betrachten wir die zum vorigen Punkt invertierte Situation, das Potential habe als nun
eine Vertiefung um x = 0 statt einer Barriere, also

[ Vo |zl >a
V(x)—{ 0 : |z[<a

Klassisch erwartet man fiir £ < Vj den alleinigen Aufenthalt des Teilchens im Bereich [—a, a],
die Bewegung ist also eingeschrinkt. Fiir £ > Vj kann sich das Teilchen tiberall aufhalten,
wegen der Umwandlung von kinetischer in potentielle Energie in den Bereichen |x| > a bewegt
sich das Teilchen dort aber langsamer.

Die Losung der quantenmechanischen Situation erfolgt ebenso wie im vorigen Abschnitt, man
findet erneut

¢IE/‘($) — BleiEx + B2efil_c:v b — mE

. . ) o h2
w%(x) :Alelkw+A2€—1kz mit

i i . PmE-W)
%Dg(ﬂf) — Clelkx + 026—11955 k= T = 1K

als stiickweise Losungen, wobei im Fall 0 < E < Vj die Stiicke 4" und T in
Yh(z) = Bie " 4 Boel® und  YE(z) = Cre " + Coe™™®

ibergehen. Auf Grund der Normierbarkeit sieht man an dieser Stelle direkt, das By = 0 und
C5 = 0 gelten muss, da die zugehorigen Exponentialfunktionen sonst divergieren wiirden. Ver-
wendet man dann weiter die Stetigkeitsbedingungen, so erhédlt man zusammen mit der Nor-
mierbarkeit bereits fiinf Bestimmungsgleichungen fiir vier Koeffizienten, das System ist somit
iiberbestimmt und nur fiir spezielle Werte der Energie 16sbar.

Man verwende nun folgende technische Tricks: Zum einen betrachten wir nur reelle Losungen,
da wir nur die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung betrachten und diese eine Differential-
gleichung mit reellen Koeffizienten ist. Es miissen also hier Ap = A} und Bs, C; € R sein, man
setze A; = |A1|e'? und damit Ay = |A;]e™'?, dann folgt

¢}13(1‘) _ |A1‘ (ei(kx+<,5) + e—i(k:p—l—@)) — 2|A1’ COS(k‘SL‘ + @) .
Setzt man dann noch ¢ = ¢ + 7, so ergibt sich fiir das mittlere Stiick die Losung

YL(z) = Asin(kz + ¢) .
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14. Quantenmechanische Eigenarten am Beispiel eindimensionaler Probleme

Verwendet man dann weiter als Stetigkeitsbedingungen die Stetigkeit der Funktion sowie der
logarithmischen Ableitunéﬂ, dann findet man

InyL(z) =In By + kx — d%lnw}z(:v) =K
InyL(z) =In A+ Insin(kz + p) = % InyL(z) = kcot(kx + )
nyL(zr) =InCy — Kz — % InyL(z) = -k

als logarithmische Ableitungen. Auf Grund von Stetigkeit und Differenzierbarkeit erhalten wir
dann die Gleichungen

z=—a: Yp(-a)=Pp(-a)
v, =& Wy, ,
r=a: Ypla)=Ppa)
e nvp,_, = L meg], _,

Aus den Gleichungen (a), (b) sowie der Normierbarkeitsbedingung lassen sich die Koeffizienten
A, By und C bestimmen. Die Gleichungen (a’) und (') hingegen liefern Bedingungen fiir k, x
und ¢, fithren also auf E zuriick. Aus eben diesen Gleichungen folgt nun

Bae™ "% = Asin(—ka + ¢) (a
k = kcot(—ka + ¢) (a
Asin(ka + ) = Cre™" b
kcot(ka+ ¢) =k (b

A

)
)
)
)

(a'): arccot% =—ka+yp = arccotg +nmm=—ka+ ¢
— p=ka+ arccotg + nym
(b'):  arccot (—g) = ka + ¢ <= arccot (—%) +nom =ka+ ¢
K
<= ¢ = —ka — arccot T + nom

fiir n1,no € Z und Gleichsetzen der beiden Ergebnisse fiir ¢ liefert dann

K K
ka + arccot T + nym = —ka — arccot T + nom
<= (n1 —ng)m = —nmw = —2ka — 2 arccot % .

Setzt man dann weiter die Variable k gleich

1 1 | E
k= ﬁ\/QmE: ﬁvaVﬂ 7 =:a¢,
0

so ergibt sich fiir den Quotienten 7 im Argument der Arcus-Cotangens-Funktion

K %\/2mVO _g%\@m(%—E) _1\/1_E_ V1—¢g2
N o € Vo € ’

K
k % 2mVj k Qe

womit obige Gleichung zu

€
—n7 + 2ace = —2 arccot _—
( € V1 — 22

V1 —€2>

= —2arctan ( ) = —2arcsine

<— —n7w+ 2ace = —2arcsine

'Die Stetigkeit der logarithmischen Ableitung % In f(z) ist in der betrachteten Situation dquivalent zur Ste-
tigkeit der Ableitung % f(z), im Allgemeinen muss man aber wegen negativer Funktionswerte und der ma-

thematischen Wahl des Zweigs des Logarithmus vorsichtig sein, es sei auf die Funktionentheorie verwiesen.
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14.2. Stuckweise konstante eindimensionale Potentiale

wird. Hierbei handelt es sich um eine transzendente Gleichung?|in ¢, die sich nur numerisch 16sen

lasst. Die Losungswerte seien durch e_g,...,6-1,€0,€1,...,Es bezeichnet, wobei €5 < 2 und
€s+1 > 2 ist. Da es sich bei der linken und rechten Seite der Gleichung um ungerade Funktionen
in € handelt, muss die Asymmetrie €_, = —ej, gelten. Die zugehorigen Energie-Werte ergeben

sich dann aus Ej = Vosi mit £k =0,+1,...,+s, wobei hier B, = E_, ist.

Bemerkung: Man beachte, das eg = 0 keine physikalische Losung der Schrédinger-Gleichung
liefert, da die zugehérige Wellenfunktion identisch gleich Null ist, also nicht normiert werden
kann.

Fiir ein gegebenes &, folgende dann die Koeffizienten £, £ und ¢ und daraus dann
auch die Vorfaktoren A Bgn) und Cfn) tiber die Gleichungen (a) und (b), sodass wir als
stiickweise Losungen schliefilich

Wh(w) = Bfe™r pl(z) = AW sin(kMaz 4+ o™)  gB(a) = CMe e

fiir jedes F,, erhalten.
Betrachten wir dann noch den Fall der Energie £ > Vj, wobei erneut der iibliche Exponen-
tialansatz

iklz —iklx
Y () = Biet'® — Bye b — 277';2E
PL(x) = AR 4 Age e mit
¢m($) —C ikx C —ikz K =k= M
I5 = (Ch1e™ + Cae 72

verwendet wird. Normierbarkeit liefert aufier einer zuséatzlichen Bestimmungsgleichung keine
weiteren Bedingungen, man hat also unter Hinzunahme der Stetigkeitsbedingungen fiinf Glei-
chungen fiir sechs Koeffizienten, d.h. fiir jedes F > V} findet man eine Lésung, das Spektrum
nimmt also (rein qualitativ) die folgende Form an:

Diskrete Energiezustinde  Kontinuierliches Spektrum

B e o e -

0 W E

Dabei heifien die diskret verteilten FE,-Energiewerte Bindungsenergien und ihre Zustédnde
entsprechend Bindungszustinde, wihrend man bei den kontinuierlich verteilten E-Werten
von Streuzustinden spricht.

14.2.4. Unendlich tiefer Potentialtopf

Interessant ist der Grenzfall unendlich hoher Potentialwidnde des vorigen Abschnitts. Eine solche
Konfiguration liefert beispielsweise eine idealisierte Modellierung des oftmals verwendeten Kon-
zepts eines abgeschlossenen endlichen Systems. Da es sich um den Limes Vj — oo des vorigen
Beispiels handelt, und deshalb immer F < Vj gilt, erhalten wir direkt

Yh(z) = Boe™ -0 YN z)=Cle™™ =0 L(z) = Asin(kz + ) .

2Man unterscheidet in der Algebra zwischen algebraischen und transzendenten Gleichungen. Der Unterschied
besteht darin, dass (gegebenenfalls nach einer Taylor-Entwicklung) algebraische Gleichungen von der Form
P(x) = 0 fiir ein Polynom P von n-ter Ordnung sind, transzendete Gleichungen aber unendlich viele Terme
ap +a1x+asx+ ... +anz™ + ... =0 enthalten.
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14. Quantenmechanische Eigenarten am Beispiel eindimensionaler Probleme

Man beachte, dass die Ableitungen in diesem Beispiel nicht stetig sein konnen, dies ist aber
auch nicht erforderlich da V' — oo geht. Deshalb liegen die Energie-Werte E,, nur diskret in der
Form

7h?
Ep,=——n?
2m(2a)?
fir n = 1,2,3,... vor, d.h. wir erhalten ein reines Punktspektrum, welches proportional zu n?
anwéchst.

14.2.5. Beliebiges Stufenpotential

Als Verallgemeinerung des ersten eindimensionalen Beispiels betrachten wir ein allgemeines
Stufenpotential in der Form

Vo o x<a
Vix) = 0 : |z|<a mit Vo>V
Vit z>a

Zur Losung verfahrt man hier ganz analog wie in allen vorigen Beispielen, dies soll daher nicht
noch einmal explizit durchgefiihrt werden. Als allgemeines Losungskonzept halten wir aber die
einzelnen Schritte noch einmal fest:

1. Losung der Schrodinger-Gleichung auf den einzelnen Bereichen mit dem Exponentialan-
satz 1 (x) = ek

2. Verwendung der Normierbarkeitsbedingung insofern, dass man iiberpriift, ob die auftre-
tenden reellen Exponentialfunktionen auf ihren Definitionsbereichen normierbar sind. Ist
dem stets so, dann ergibt sich keine weitere Bedingung, andernfalls ist der zu diesem Term
gehorende Koeflizient Null zu setzen.

3. Verwendung der Stetigkeits- und Differenzierbarkeitsbedingungen, man erhélt doppelt so
viele Bdingungen wie man Ubergangsstellen hat, im Allgemeinen zwei weniger als die
Anzahl der zu bestimmenden Koeffizienten.

4. Verwendung der Normierbarkeitsbedingung liefert eine letzte Gleichung.

Fiir das oben definierte Stufenpotential ergeben sich fiir die drei zu betrachtenden Félle folgende
Ergebnisse, das Nachpriifen dieser sei als Ubung empfohlen:

e 0 < EF < Vy: Man erhilt finf Gleichungen fiir vier Unbekannte, die Gleichung ist also nur
fiir diskrete Energiezustédnde (Bindungszusténde) losbar.

e V. < F < V_: Hier ergeben sich fiinf Gleichungen fiir fiinf Unbekannte, die Gleichung ist
also fiir vorgegebenes E stets losbar, das Spektrum ist somit kontinuierlich.

e [/ > V,.: In diesem Fall erhdlt man fiinf Gleichungen fiir sechs Unbekannte, die Gleichung
ist also stets 16sbar.
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14.2.6. Allgemeines Potential

Im allgemeinsten Fall ist das Potential V' = V' (z) durch eine Funktion gegeben, wobei die beiden
Randbedingungen

xll)llloo V(z)=V_ und mh_}nolo V(z) =Vy
gelten, wobei auch Vi = oo zugelassen sind. Dann kann E fir Vi, < E < min(Vy, Vo) nur
diskrete Werte annehmen (Bindungszustinde), wihrend das Spektrum fiir £ > max(Vy, V_)

kontinuierlich ist (Streuzustédnde). Fiir den Bereich dazwischen lésst sich keine allgemeine Aus-
sage ohne nidhere Kenntnis des konkreten Potentials treffen.

14.3. Der eindimensionale harmonische Oszillator

Ganz am Anfang der klassischen Mechanik haben wir in Abschnitt ab Seite [§ den klas-
sischen harmonischen Oszillator ohne Reibung untersucht und die Bewegungsgleichung gelGst.
Dabei war V(z) = %k’a:Q das Potential zur Kraft F, = —% = —kx, womit wir spater (Abschnitt
ab Seite im Rahmen des klassische Hamilton-Formalismus die Hamilton-Funktion auf-
gestellt haben:

1 k
H =T+V=—p>+_-22.
(z,p) =T+ 5P 5t

14.3.1. Quantisierung des Systems

Dieses System wollen wir nun vom quantenmechanischen Standpunkt aus betrachten. Der
Hamilton-Operator ergibt sich direkt aus
1 - k

H=T+V=_—P"+_X?,
2m 2

wobei im Folgenden % = %uﬂ und m = 1 sei. Verwendet man dann weiter die Vertauschungs-

relation [X, P] = ih, so folgt

1. ) R U
H:§<P2+W2X2):§(_1P+WX)(iP+wX)—§iw[X,P]
1 L 1 . 1
- wX—iP)- wX +1iP) hw + = hw
\/ﬂ< \/ﬂ( ) 2
1 N 1 N1
— hw (wX—iP)- (wX+iP)+]
[2wh V2wh 2

fiir den Hamilton-Operator. Man definiere dann weiter die beiden nicht selbstadjungierten Ope-
ratoren

a .= \/21(71 (wX + 1f’> und al = \/21(’71 (wX — 1]5)

mit denen wir umgekehrt (aber nur hier in diesem Beispiel) den Orts- und Impuls-Operator
durch

X:\/z(d—l—cﬂ) und P=_iw %(d—cﬂ)
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14. Quantenmechanische Eigenarten am Beispiel eindimensionaler Probleme

ausdriicken konnen. Damit lasst sich der Hamilton-Operator des eindimensionalen, quantenme-
chanischen, reibungsfreien, harmonischen Oszillators kurz als

. 1 1
H=m<afa+2> ::hw(N+2>

schreiben, wobei N := afa sei. Die Eigenschaften dieser neu definierten Operatoren werden
durch ihre Vertauschungsrelationen deutlich, also berechnen wir die Kommutatoren:

~ A~

4,61 = — (&p&fq +iw[P, X] — w[X, P] + [P, P]) = owh=
[N,a) = [a'a,a) = a'aa — aafa = [af,ala=—a  und  [N,al]=af

— [H,a)=—hwa und  [H,al] = hwa' .

14.3.2. Oszillator-Eigenzustinde

Als niichstes konstruieren wir die Eigenvektoren von H und N. Dazu sei der Ket-Vektor |n) mit
vorlaufig beliebigem n ein Eigenvektor zu N mit Eigenwert n, also N|n) = n|n). Man betrachte
dann, dass fiir den neuen Vektor a'|n) die Eigenvektor-Eigenschaft

N (af|n>) —afa (af|n>) — [N, af]|n) + aTN|n) = af|n) + afnln) = (n + 1) (&T|n>>

gilt, also ist auch af|n) ein Eigenvektor von N, allerdings zum Eigenwert n + 1. Véllig analog
findet man dann

N(a\m) = [N,d]|n) + aN|n) = (n — 1) (&W) :

sodass a|n) ein N -Eigenvektor zum Eigenwert n — 1 ist. Per Induktion folgt dann natiirlich,
dass diese Eigenschaft auch durch wiederholte Anwendung der Operatoren nicht verlorengeht -
(a%)?|n) ist folglich ein N-Eigenvektor zum Eigenwert n + 2, usw. Man hat also allgemein

alln) = dyn +1) und aln) = cpln—1)

wobei wir die Normierungsforderung (n|n’) = d,,, fiir alle n, n’ zur Bestimmung der Vorfaktoren
¢, und d, verwenden, also

n> n—+1

1 1
1= (n+1n+1)= (n|aa’|n) = (n|[a,a’] +ata|n) = e
n

 ldn]?  [dnf?

Somit erhalten wir |d,|? =n+1 <= d, = v/n + 1 bei geeigneter Phasenwahl. Véllig analog
findet man den Faktor ¢, = y/n fiir den anderen Operator, sodass wir

atln) = vn+ 1jn + 1) und  aln) = /nln — 1)

erhalten. Mehrmaliges Anwenden der Operatoren @ bzw. a' fithrt bei der bestimmten Normie-
rung dann zu (a")2|n) = vn + 1v/n + 2|n + 2) baw. a%|n) = aaln) = /nv/n — 1|jn — 2).

Durch den Operator @ werden die Eigenwerte von N durch sukzessives Anwenden jeweils um
Eins erniedrigt. Die Eigenwerte dieses Operators N kénnen aber nicht negativ sein, sodass fiir
jeden beliebigen seiner Eigenwerte o gilt

o = (0| Nla) = (alafd]a) = (ala), ala)) =
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Folglich muss es also einen kleinsten Eigenwert ngy geben, sodass a|ng) = 0 gilt. Die Normierung
der N-Eigenvektoren erzwingt dann, dass ng = 0 ist, denn fiir jeden Eigenzustand |n) gilt

1
l=(n—-1n—-1)=(n— 1|€L[n>%
fiir ng gilt also einerseits (ng — 1|a|ng) = /no, andererseits aber (ng — 1|a|ng) = 0, da es der
kleinste Eigenzustand ist, also hat man ny = 0. Der Vektor |ng) =: |0) wird als Grundzu-
standsvektor bezeichnet, wobei (0/0) = 1 die Normierung ist. Dann ergeben sich alle Eigen-
vektoren durch von N ausgehend von |0) durch sukzessive Anwendung von &', also

— (n—1an) = Vi,

(ah"
In) = |0) firn=0,1,2,3,...

Vn!

Damit sind alle Eigenwerte und Eigenvektoren von N konstruiert, und man kann durch sie iiber
. . 1
H|n) = hwN|n) +7?Lu§]n> = hw <n+ ) |n) =: Ep|n)

direkt auf die Eigenwerte und -Vektoren von H schliefen. Wegen ihrer Eigenschaft beziiglich der
N-und H -Eigenwerte werden die Operatoren ¢ und a' oft als Leiter-Operatoren bezeichnet.
Im Rahmen der Quantenfeldtheorie tauchen sie in dhnlicher Form als Vernichtungs- und Er-
zeugsoperatoren wieder auf, umgekehrt bezeichnet man sie hier deshalb auch als ,Vernichtungs-
und Erzeugungs-Operatoren vom Anregungsquantum fw®. Mit

1
E, = hw -
(n+2>

erhalten wir jedenfalls, dass ein rein diskretes Spektrum vorliegt, was aber nach den Potential-
beispielen des vorigen Abschnitts nicht weiter tiberrascht.

14.3.3. Konkrete Darstellungen

Nachdem wir die Zustdnde des quantenmechanischen harmonischen Oszillators kennen, wollen
wir nun konkreten Darstellungen der Wellenfunktionen ermitteln. In der Ortsdarstellung gilt
In) — (z[n) =: Yg, (z) mit X|z) = z|z). Man betrachte dabei speziell den Grundzustand
n = 0, hier gilt

Vi, (7) = o(z) = (2[0) .

Da aber |0) durch die Eigenschaft a|0) = 0 definiert war, folgt (z|a|0) = 0 und mit der Definition
a= ﬁ(w)( + iP) des Operators folgt

\/ﬁ/dx' (z|alz’) (2/]0) = /dm’ (lwX + 1Pl o (') = 0.
Mit den Ortsdarstellungen (z|X|2') = 2/6(z — ') und (z|P|z) = —ih-Ld(z — ') gilt
0= /dx [ (/5 —a")) + <1hdd,5(:17—a: ))] o(@') =0
2 /da: 5z — o) <wx + h) Yola!) = <w$ + hi) Yola)

= Lap(a) = ~Layo(a)
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14. Quantenmechanische Eigenarten am Beispiel eindimensionaler Probleme

dies ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung. Im Ansatz ¥g(z) = Cexp (—%‘%2)

lasst sich die Konstante C' aus der Normierungsbedingung zu

1= (0]0) :/dx (0])([0) = /dw [o()|* = !C\z/dﬂc exp (—222)

= |0|2/dye—92\[ |0|2,/ — ==
w hm

bestimmen, die Wellenfunktion des Grundzustands lautet in Ortsdarstellung also

2
_ 4w _wr
to() = hweXp( h2)’

dies ist eine Gaufs-Funktion um x = 0 mit der Breite Ax = \/g Die angeregten Zustidnde
ergeben sich durch die Anwendung des Leiter-Operators a! dann mittels |n) = ﬁ(dT)"|0> aus
diesem Zustand, man erhélt in Ortsdarstellung '

1 /
{xln) = \/E< z|(ah)"|0) = \ﬁ/dﬂf )"|2")(2'10)

11 1[z]? @ h
n = _— — = | — Hn t = )
< Yp(x) NG exp( 5 L‘o] ) <m0> mi xo -

wobei H,, ( ) die sogenannten Hermiteschen Polynome bezeichnet, die durch

:(*1)7162 d 4. 22

| mn
H,(z) = n—l ?ge_t%r%rt_"_l dt = [edee_(m_t)Q] e
t=0

271 dtn

definiert sind.

Bemerkung: Die betrachteten Eigenzustéinde |n) waren Energie-Eigenzusténde, also insbeson-
dere stationdr und deshalb mit trivialer Zeitentwicklung |1, t) = exp ( 1E t) |E,). Der Erwar-
tungswert (n|O|n) einer beliebigen Observablen ist deshalb zeitlich konstant Durch geeignete
Uberlagerung verschiedener |n)-Vektoren kann man aber wellenartige Zusténde konstruieren,
die zeitlich oszillieren.
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15. Symmetrien in der Quantenmechanik
und der Drehimpuls

15.1. Allgemeines iiber Symmetrietransformationen

In der klassischen Mechanik haben wir bereits ausfiihrlich (vgl. Kapitel (3| ab Seite Symme-
trien und Erhaltungssétze behandelt. Eines der wichtigsten Bindeglieder ist dabei das Noether-
Theorem, welches mathematischen Symmetriegruppen Erhaltungsgrofien zuordnet. Man fragt
sich jetzt natiirlich, inwieweit sich diese Ergebnisse auf die Quantenmechanik iibertragen lassen.

15.1.1. Darstellung von Symmetrietransformationen im Zustandsraum

Man betrachte eine beliebige Transformation des Systems. Operativ bedeutet dies, dass die Ap-
parate, die den Zustand des Systems praparieren bzw. die Observablen definieren (Messgeréte)
entsprechend transformiert werden, z.B. durch eine Verschiebung um d, eine Drehung um die
Achse n mit Winkel ¢, eine Spiegelung am Ursprung, die Vertauschung aller Ladungen, etc.
Man formuliert dies in der Quantenmechanik allgemein als

W) = T[)] =¥y O—=T[0]=0".

Genau wie in der klassischen Mechanik ist T' eine Symmetrietransformation, wenn sich dabei
alle physikalischen Eigenschaften des Systems nicht &ndern, d.h. wenn alles Messbare invariant
ist, also [{¢[)[? = [{¢'[1)")|?. Betrachten wir dies genauer.

Ein Zustand wird durch den Zustandsstrahl |7,/~)> = {eiﬂw> fp € R} beschrieben, sodass eine
Transformation 7" im Grunde eine Transformation

) = T[|¥)] =:1¥')
zwischen Strahlen ist. Die Ubergangswahrscheinlichkeiten |{¢[t)|? werden ermittelt, indem man
aus den Strahlen |@) und |¢) jeweils einen repriisentativen Ket-Vektor auswihlt und das Skalar-
produkt dieser bildet. Man beachte, dass es ohne weiteres nicht trivial ist, aus der Zuordnung
von Strahlen Aussagen iiber die Zuordnung einzelner Ket-Vektoren zu treffen. Aus der Funk-
tionalanalysis ist aber bekannt:

Satz 21 (Wigner): Wenn zwischen den Strahlen des Hilbertraums H eine bijektive Zuord-
nung [¥) — |4y C H existiert, sodass fiir zwei beliebige Strahlen |(@|)|> = |(¢'[¢)|? gilt, so
kann durch geeignete Phasenwahl innerhalb des jeweiligen Strahls eine Zuordnung der einzelnen
Vektoren des Hilbertraums durch

o) = 1@ und ) = [)

definiert werden, welche entweder durch einen linear-unitdren Operator U oder einen antilinear-
antiunitdren Operator 34 beschrieben wird. Diese Operatoren U bzw. 3 sind bis auf eine Phase
eindeutig.
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15. Symmetrien in der Quantenmechanik und der Drehimpuls

Bemerkung: Der Unterschied zwischen linear-unitiren und antilinear-antiunitdren Operatoren
sieht wie folgt aus:

e Linear-unitér: Es gilt U(a1|¢1> + aglthg)) = a10(|¢1>)+a2f](|w2>) und U~ = Ut, wobei
der adjungierte Operator durch

(l(O1)) = (@IO716))”

definiert ist, es folgt (¢'|¢/) = (p|UTUL) = (¢lv), also gilt |(¢'|v)[* = [{plv) .
o Antilinear-antiunitér: Hier ist ﬁ(al\d)l} + azlth)) = a’{ﬁ(|¢1>)+a§ﬁ(|d)g>) und 4~ = df,
wobei der Adjungierte durch

(ol (L)) = (] (51F]))

definiert ist, und deshalb (¢/|) = (¢/|U|) = (W|Ut|e") = W|Ul|e) = (W]p) gilt, also
gilt auch hier folglich die Gleichheit |{¢'[{')|* = |(p|¥)|?.

15.1.2. Eigenschaften linear-unitarer Symmetrietransformationen

Ab jetzt wollen wir nur noch linear-unitdre Symmetrietransformationen betrachten. Da die
Erwartungswerte von Observablen unter Symmetrietransformationen erhalten bleiben sollen,

W01y = (|Of) |

muss dann wegen (7,/}|U tTO'Uy) = <1MO|1/J> fiir alle Zusténde |¢) offenbar die Transformations-
beziehung U0 =0 — O =U0oUut gelten. Da das Spektrum eines belbstadjunglerten
Operators unter einer unitdren Transformation erhalten bleibt, hat dann folglich auch O’ das-
selbe Spektrum wie 0.

Ein weiterer Aspekt ist die Zeitentwicklung: Transformierte Zustandsvektoren miissen dieselbe
Zeitentwicklung zeigen, wie die urspriinglichen, d.h. aus der Schrédinger-Gleichung

lh;|¢7t0§t> = H[Y,to;t)  muss folgen ihaathp’,to;w = H|' to;t) .
Mit [, t) = U |1, t) ist dann durch Einsetzen und Nachrechnen geméfs
1) = 0 0k, 1) = O o 1) = DIk, 1) = CHDMO R, 1)
— UHU 1) = Hl, 1)

schnell die Bedingung UHUT = H <= UH = HU < [ﬁ, U] = 0 gefunden. Der zu einer
beliebigen Symmetrietransformation 7' gehorende unitére Operator U = U(T) muss also mit
dem Hamilton-Operator H kommutieren.

15.1.3. Symmetriegruppen und das quantenmechanische Noether-Theorem

Wie schon in der klassischen Mechanik treten Symmetrietransformationen im Allgemeinen grup-
penweise auf, d.h. es gibt im Allgemeinen eine ganze Symmetriegruppe G = {T1,...,Tj,...}.
Die zugehorigen unitdren Operatoren erfiillen dabei

A~

U(T)U(Ty) = U(Tp)e ) and - U(T71) = UN(T))
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15.1. Allgemeines iiber Symmetrietransformationen

Die Zuordnung 7T; — U(TZ) ist dann eine lineare unitire Darstellung der Gruppe G, ndhere
Details finden sich in der Darstellungstheorieﬂ oder Abhandlungen iiber Lie-Gruppen in der
Mathematik. Es gibt dann zwei Moglichkeiten:

o U(T) selbstadjungiert: Ist jeder Operator U(T) auch selbstadjungiert, also U(T') = U(T),
dann wiirde UU ! = UU' = U? = 1 folgen, d.h. die Operatoren beschreiben Spiegelungen
und die Symmetriegruppe G = {U 1} besteht nur aus zwei Elementen.

G ist also eine endliche Symmetrlegruppe und weiter U eine Observable, da durch einen
selbstadjungierten Operator U beschrieben. Insbesondere ist U dann wegen [U H ]=0
eine Erhaltungsgrofe.

Beispiel: Sei T die Transformation der Raumsp1ege]ung, die klassisch durch 7 — —7
definiert ist. Der zugehérige unitéiire Operator U(T) = P ist dann entsprechend durch
P|7) = |—7) definiert, was

P17 = |7

impliziert. Diese Symmetrietransformation wird oft als Paritdt bezeichnet und hat in der
Elementarteilchenphysik wichtige Bedingung.

o U (T') nicht selbstadjungiert: Ist der dargestellte unitéare Operator nicht automatisch selbst-
adjungiert, dann muss die Gruppe G kontinuierlich-unendlich sein, es handelt sich also um
eine s-dimensionale Lie-Gruppe, die durch G = {T(gl, S, E5) 1EjE R} parametrisiert
wird. Zur Abkiirzung definieren wir

Uety...,e5) == U(T(e1y-..,65)  mit  U(0,...,0)=1 .

Man kann dann auch infinitesimale Transformationen betrachten, wobei wir uns der Ein-
fachheit wegen auf eine eindimensionale Betrachtung beschrénken. Durch Taylorentwick-
lung gilt

U(e) = U(0) + <—;L> cA+0(E?) =1 —%521 +0@2)

fiir infinitesimales e gilt also U(e) = 1 — *EA Aukerdem ist der Operator A selbstadjun-
giert, wie man durch

Ut = (11-%21) (11 +15AT> ]l——e(A AN +0@Ed) =1
h h h

schnell iberpriift, es muss also A— At =0 < A = Af sein. Also ist A insbesondere eine

Observable und da auferdem 0 = [U, H] = [(1- %efl),ﬁ] = —%5[21, H] < [A,H]=0

gilt, ist A auch eine Erhaltungsgrofe. Ist dann die Dimension der Lie-Gruppe s > 1, so

findet man ganz analog

. i ) .
Uel,y...,e5) = ]l_ﬁ (51/11 +...+58A5) ,

wobei alle A1, . .., A, ebenfalls selbstadjungiert sind und wegen [/12, H | = 0 fiir alle ¢ Erhal-
tungsgrofen darstellen. Man bezeichnet diese Operatoren A; dann auch als Generatoren
der Symmetrie.

!Fiir nihere Informationen siehe beispielsweise das Vorlesungsskript ,,Symmetrien in der Physik“, zu finden
unter der Webadresse http://www.study.brimspark.de.
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15. Symmetrien in der Quantenmechanik und der Drehimpuls

Satz 22 (Quantenmechanisches Noether-Theorem): Zu jeder s-parametrigen kon-
tinuierlichen Symmetrie-Lie-Gruppe G gehdren s Erhaltungsgréfien, die durch die Gene-
ratoren Aq, ..., As reprdsentiert werden.

Bemerkung: Man beachte noch, dass sich eine endliche kontinuierliche Transformation
umgekehrt aus den infinitesimalen Transformationen durch Exponentiation ergibt, also

N .
06 =0 ()0 () = Jim (1-554) = (5e4)
15.2. Anwendungsbeispiel: Translationen und Rotationen

Wie wir es bereits in der klassischen Mechanik tatigten, werden wir nun die klassischen Beispiele
fiir Symmetrietransformationen noch einmal im Rahmen der Quantenmechanik untersuchen.
15.2.1. Raumliche Translationen

Das System sei invariant unter der Symmetriegruppe der rdumlichen Translationen, also un-
ter G = {T~‘ € IR{?’} wobei klassisch 7 — 7+ a gilt. Der zugehérige unitdre Operator sei
U(Tﬂ) =: Tz, wobei der Operator T durch seine Wirkung auf die Ortseigenvektoren geméaf

Tolf) = 7+ @)
fiir alle @ definiert sei. Fiir die Wirkung auf beliebige Ket-Vektoren |¢) folgt durch Basiswechsel

Tojo) = Ts || @10 = ] @ e " ] e - a)

in Ortsdarstellung gilt also fiir einen transformierten Zustandsvektor |¢') =: )z
val®) = (s = [[[ 7" @F = ) = (- ale) = v -a)
Wir berechnen dann den Erwartungswert Ty fiir den Zustand |1), es findet sich
witsl) = [| @it = [ Ere@ee-a .
Falls nun die Translation @ infinitesimal ist, so erhédlt man mit Taylorentwicklung

Y7~ @) = 9(7) — V() + 0(@) 2 () — 2a (~inFu() | (15.1)

und Einsetzen in den vorigen Term liefert fiir den Erwartungswert somit

(I T5lv) = // PPFY* (7 F’)+///d3ﬁ/} <_a> (_ihﬁwf))
_ha/// d3fw*(F) —th(ﬁ) - <¢‘ <11—;iaf3> ¢>

Aus der klassischen Mechanik wissen wir, dass die zur Translationsinvarianz gehérende Er-
haltungsgrofe der Gesamtimpuls ist. In Ortsdarstellung hat der quantenmechanische Impuls-
Operator die Form des in ([15.1]) ausgeklammerten Terms, es gilt also

P=—in% =  PX = iV ).

Durch die Zusammensetzungsregeln Ty, Ty, = Ty, T, von Translationen in verschiedene Rich-
tungen erhalten wir dann die Vertauschungsrelationen [Px, P, y) = 0 fiir die einzelnen Komponen-
ten des Impuls-Operators.
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15.2. Anwendungsbeispiel: Translationen und Rotationen

15.2.2. Raumliche Drehungen, Drehimpuls und Spin

Drehungen des Raumes werden entweder durch Angabe einer Drehachse 7 und dem Winkel ¢
oder die drei Eulerwinkel a, 3,~ parametrisiert. Klassisch sind Drehungen als 7 — 7/ = RF
definiert, wobei R = R;, = Rp(p) € SO(3) eine orthogonale 3 x 3-Drehmatrix ist, also gilt
R'R=1 <= R~ != R Fiir eine Drehung mit Winkel ¢ um die z-Achse erhilt man so

cosp —sing 0 e 1-5 - 0
minitesimal: €
R=R.(p)=|sing cose 0 ‘ € 1—% 01,
0 0 1 0 0 1

und analog ergeben sich auch die infinitesimalen Rotationsmatrizen fiir die z- und y-Achse

1 0 0 1-5 0 «
Ry,(e)=|0 1-=% —e und Ry(e) = 0 1 0
0 0

2 5
13
€ 1-5% —€ 1-5

V]

Man beachte dabei, dass es bei der Hintereinanderschaltung von Drehungen um verschiede-
ne Achsen auf die Reihenfolge ankommt. Betrachten wir beispielsweise den Kommutator der
infinitesimalen Rotationen um die x- und y-Achse, so gilt

[Ro(e), Ry(e)] = Ra(e)Ry(e) — Ry(e)Rale)

1 —2 0 1-5 — 0
=1 1 0|-1=] &2 1-5 0|-1=R(?-1.
0 0 1 0 0 1

Eine Drehung wird im quantenmechanischen Formalismus durch einen unitdren Operator
U(T,) =: D(R,) =: D(p) beschrieben. Empirisch zeigt sich, dass die Wirkung des Rotations-
Operators D bzw. die Darstellung von D im Raum der Wellenfunktionen von der Natur der
Teilchen abhéngt. Dabei gilt, dass man den meisten Mikrosystemen (also einzelnen Teilchen)
einen Drehimpuls zuschreiben muss, der auch im Ruhezustand des Systems nicht verschwindet.
Dieser Ruhe-Drehimpuls wird als Eigendrehimpuls des Teilchen, innerer Drehimpuls oder
Spin bezeichnet, er auflert sich expirisch durch das magnetische Moment geladener Teilchen.
Der Gesamtdrehimpuls J eines solchen Teilchens - dies ist die eigentliche Erhaltungsgrofe - ist
dann

J=L+8§,
wobei L den Bahndrehimpuls und S den Spin bezeichnet.

Teilchen mit Spin 0

Der Drehungs-Operator D(R) zur SO(3)-Drehmatrix R wird #hnlich wie der Translations-
operator im vorigen Beispiel durch seine Wirkung auf Orts-Eigenvektoren |7} definiert, wobei
D(R)|7) = |RF) gilt. Dabei sei |R7) der Orts-Eigenvektor zum Eigenwert R7. Fiir die Wirkung
auf einen beliebigen Zustandsvektor findet man dann

D)) = D) [[f @) = [If @ @ 1oire)
= [J] 7w = o
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15. Symmetrien in der Quantenmechanik und der Drehimpuls

als gedrehten Zustand. Betrachten wir dann die Ortsdarstellung dieses Zustands, so finden wir

vrl) = (e =[] & (R0 07 = (R T) = w(R)

fiir den Erwartungswert des Drehungs-Operators gilt dann insbesondere weiter

(Y|D(R)|y) = /// d*7 (|7) (FID(R)|¢p) = /// dPrg* (PR

Speziell fiir den Fall einer infinitesimalen Rotations-Transformation um die z-Achse mit der
Matrix

2

1-5 € 0 T Yy
R =R@E)=| - 1-2 0| = Rler=|y]|+e| -2
0 0 1 z 0

und einer Taylor-Entwicklung der Wellenfunktion in Orts-Darstellung

DR = 607 + ey b(7) — () = <n ~se o (ings ) - <ih§y)]>w(ﬁ

folgt dann fiir den Erwartungswert der z-Rotation

wipr) = [ #re @) (n x|y (ings) - (m(fy)])w(f)
= [ e |1 (50, - 7)o = (o] (1-35) o)

wobei J, der Generator der Drehungen um die z-Achse ist. Insbesondere ist dann durch Iden-
tifikation des Bahndrehimpulses als Generator von Rotationen aus der klassischen Mechanik
J. =L, der Operator des Bahndrehimpulses, analoges gilt fiir die Herleitung von L, und L

Fiir endliche Drehungen um die z-Achse um einen Winkel ¢ gilt dann die Exponentlaldarstellung

ﬁ(RZ(cp)) = exp (—;gpf,z> und allgemein ﬁ(Rn(gp)) = exp <—;ig0ﬁl_:> .
Teilchen mit Spin ungleich 0

Untersuchen wir nun was sich dndert, wenn der Eigendrehimpuls eines betrachteten Teilchens
nicht verschwindet. Tatsache ist, dass man zu jedem Spin s eine andere unitére Darstellung der
Symmetriegruppe der Drehungen erhélt. Allgemein gilt

) = DRI = (1427 ) 10}

und bei Symmetrie unter Drehungen ist der Gesamtdrehimpuls eine Erhaltungsgréfse. Man kann
dann die Vertauschungsrelationen der J;-Operatorkomponenten bestimmen, die folgen aus der
Zusammensetzungsregel

220
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infinitesimaler Drehungen, also gilt auch analog fiir die Operatoren

N A~ ~ ~

D(Ry(2))D(Ry(¢)) — D(Ry(2)) D(Ry(¢)) = D(R.(€%)) — 1

i - . g2 . . i - - e . . e . .
L1 —%62JAZ -1 — [jx, jy] =ihJ, bzw. allgemein [jl, jj] = iheijkjk .

Aukerdem kann man den Bahndrehimpuls als Li = €imnXmP, schreiben, wobei sich fiir die
Vertauschungsrelationen mit dem Orts- und Impulsoperator
[IA;Z', Xj] = iheiijk und [I:z, Pj] = ihﬁijkpk

-

ergibt. Aus R)? = exp (i ))? ( %cﬁf) folgt dann iiber

> A oxp (—5¢E) 1| = % [exp (3L ) 1]

ebenfalls die Darstellung ﬁ(R(gB)) = exp (—%@'E) fir s = 0.

Bei einer Symmetrietransformation transformieren sich die Observablen-Operatoren geméfs
O’ = U(T)OU(T), bei Drehung also durch O’ = D(R)OD'(R). Man bezeichnet insbesondere
eine Observable als drehinvariant, wenn

O=D(R)OD'(R)  oder  [0,D(R)] =0 <= [0,J]]=0 firi=1,2,3

gilt. Demnach folgt aus []-17 , jz] = 0 also nicht nur, dass die Drehimpulskomponente J; eine
Erhaltungsgrofse ist, sondern auch, dass der Hamilton-Operator drehinvariant ist.

15.3. Eigenwerte und Eigenvektoren des Drehimpulses

15.3.1. Inkompatibilitdit der Komponenten, Leiteroperatoren

Die Bestimmung der Eigenzustinde des Drehimpulses verlduft &hnlich wie beim harmonischen
Oszillator durch Konstruktion von Leiter-Operatoren. Wir betrachten dazu ganz allgemein einen
Satz von drei Operatoren Ji, Jo und J3 mit den Vertauschungsrelationen

[ji, j]] = 1hezjkjk .

Es gilt dann unter Verwendung dieser Kommutatoren ebenfalls allgemein, dass das Léngenqua-
drat J2 := J2 = Jy,J,, dieses Operators mit jeder Komponente J; kommutiert, denn es gilt

~

(T2, 0] = [mdm, ] = T[Ty i) + [y Ji) I = ihemip(Jmdk + Jidm) =0

da €, antisymmetrisch unter Vertauschung von m und k ist, wahrend jmjk + jkjm symme-
trisch ist. Demnach kann man gemeinsame Eigenvektoren von J? und einer beliebigen Kompo-
nente jz bilden. Man wahle JAz = jz, d.h. wir betrachten die gemeinsamen Eigenvektoren |\, j,)
von J2 und jz, sodass

j2|)‘7jz> = hQ}‘|)‘7jz> und jz|)‘>jz> = h]z|)\7]z>
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15. Symmetrien in der Quantenmechanik und der Drehimpuls

gilt. Man bestimme nun die moglichen Werte von A und j, und konstruiere die zugehorigen
Eigenvektoren |, j,) dann orthonormiert. Dazu definieren wir die Operatoren

JE = J, +iJ, mit (JHF =J—,
welche den folgenden Vertauschungsrelationen geniigen:

[T, JE) = [ o, Jo 2 i) = [Jo, Jo] £ilJs, J,)] = £hJE
[J2, 0% =0 und [JT,J7] =2hJ, .

Man betrachte dann einen beliebigen gemeinsamen Eigenvektor |, j.) von J? und J, und
bilde J*|\, j.). Fiir das Langenquadrat gilt dann

P () = (274 4 T 72) e = 12 (5000

also ist auch J *|), j.) ein Eigenvektor von J? zum Eigenwert \. Fiir die Anwendung des Ope-
rators J, auf diesen Vektor findet man

Jo (FEING2) = (s 5]+ TE L) o) = G £ 1) (FEA ) )

d.h. die Operatoren J* erhéhen bzw. verringern den Eigenwert von J, um Eins. Daher werden
die Operatoren J* analog zum harmonischen Oszillator auch Leiter-Operatoren genannt,
und fiir einen Eigenvektor |, j,) hat man

oy J= oy Iy o J+
N ) == N ) = A A D) = A+ 2)

15.3.2. Normierung der gemeinsamen Eigenvektoren

Als néchstes kiimmern wir uns um die Normierung. Dazu betrachte wir die Wirkung der JE-
Operatoren auf die gemeinsamen Eigenvektoren als

JEIN j2) = Nif, jo £1) .
Die Ny lassen sich aus der Normierungsbedingung (X, j. |, j) = d\nd;, 5, iiber
IN£? = (A Ge £ 1A G 1) = (A, 1| TTT5|A )
bestimmen. Verwendet man dazu die Identitat
2= T2+ I+ T2 = (T Fidy) (Jo £idy) FilJe, Jy) + J2 = JTJE LRI, + T2,
also JFJ* = J2 F hJ, — JE, so ergibt sich weiter fiir die Normierungsfaktoren
[Ne? = (A el J2 F 1 = T2, G = 12 (A = 32 F 52) (X =1 )

und damit nach der Phasenwahl von Condon und Shortley Ny = hy/A — j2 F j.. Damit lautet
die Wirkung der passend normierten Drehimpuls-Leiteroperatoren

JEIN ) = i/ A = 52 F 4o\ . £ 1)
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15.3. Eigenwerte und Eigenvektoren des Drehimpulses

Andererseits gilt aber auch
INE? = O 3al 7 (FEING2)) = (17532 2 0,

also ist A — j2 — j, > 0 und gleichzeitig A\ — j2 + j, > 0. Man gehe zunichst davon aus, dass
A > 0 ist und setze dann \ := j(j + 1) fiir geeignetes j > 0. Dann muss gelten

§G+1) =z +1) =20 3G +1) = j:(j: —1) 2 0
1

= JU+D)+5250:+1)+; JG+D+5>5:0. - 1)+
— (G+3)°>0.+3) (G+3)7>0.—3)?

. 1 . 1 . 1und . 1 . 1 . 1 )
= —j+51<i+3<i+3 —i+3l<i—5<i+3
= —j-3<h+3<ity -3 <i-3<i+;

— —j—1<7.<J —j<j.<j+1

insgesamt also —j < j, < j. Mit anderen Worten muss also bei vorgegebenem A = j(j+1) bzw.
J kann j, nicht beliebig grof bzw. beliebig klein werden. Betrachtet man andererseits erneut die
Wirkung der Leiteroperatoren JE
T e = = ) M+ ) - N+ 2)

so kann dies nur dann konsistent sein, wenn bei fortgesetzter Anwendung des Leiter-Operators
J+ irgendwann die Reihe abbricht. Dies wieder kann beim Aufstieg nach oben nur so erreicht
werden, dass irgendwann der Normierungsfaktor N, = 0 wird, also wenn j.(j, + 1) = j(j + 1)
ist, d.h. j, = j. Umgekehrt muss auch beim Abstieg, also nach wiederholter Anwendung von
J~, irgendwann einmal N_ = 0 gelten, d.h. es muss j.(j. — 1) = j(j + 1) und somit j, = —j
gelten.

Also gibt es bei festem A\ = j(j + 1) nur die Moglichkeiten j, = —j,—j + 1,...,5 — 1,3
fiir die z-Komponente des Drehimpulses, diese représentieren n Schritte, d.h. es muss aus der
Breite (jz)max — (Jz)min = J — (—j) = n <= 2j = n folgen. Demnach gibt es fiir j nur

die Moglichkeiten j = 5§ mit n = 0,1,2,..., also kann j nur die Werte j = O,%,l,%,Q,...
annehmen, und bei gegebenem j kann j, die Werte j, = —j5,—7 + 1,...,7 — 1,j annehmen -

man spricht von der Quantisierung des Drehimpulses.

15.3.3. Allgemeine Form der gemeinsamen Eigenvektoren

Damit ist ein Weg gefunden, um alle gemeinsamen Eigenvektoren |\, j,) =: |j, j.) des Drehim-
pulsquadrats J2 und der z-Komponente .J, zu konstruieren:

e j=1:|1,-1) und |1,0) und |1,1)

5, —3) und |3, —4) und |3, ) und |3, 3), usw

[\][+)

® j =

Allgemein gibt es zu jedem j stets 25 + 1 verschiedene Eigenvektoren.
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15. Symmetrien in der Quantenmechanik und der Drehimpuls

Man ermittle nun die Erwartungswerte der restlichen Drehimpuls-Komponenten in diesen
Eigenzustanden. Fiir die z-Komponente gilt

. 1, . - A
<]a]Z|Jx|]7]Z>:§<]a]Z|J++J |Ja]z>

= §(N+ (4,7217,7- + 1) +N_ (4, jz7, 4= — 1)) =0,
0 0

ebenso ist auch die y-Komponente (7, jz|jy|j, jz) = 0. Betrachten wir dann das Quadrat der
x-Komponente, so gilt

T s s C e A2
(G 3=\ 2N3, 32 = (G, deldadald, =) = (G gl TEdaldo 32) = || el d=) ]| = 0
und mit JE + JE =J? - JE gilt aufierdem
(o del T3+ T3, 52) = 5.3210% = T21j, 42) = (P3G + 1) = B252) (. 3z )
=1 (?+j-j2)>0.
Der Drehimpuls-Vektor im Zustand |j, j,) ldsst sich graphisch wie folgt veranschaulichen:

Iy

\

Der Eigenvektor bewegt sich dabei auf einer Kreisbahn um die z-Achse, sein Erwartungswert
im Bezug auf die iibrigen Komponenten ist demnach Null.

15.4. Der Bahndrehimpuls

15.4.1. Drehimpuls-Operator in Kugelkoordinaten

Die Eigenschaften des Drehimpulses bzw. allgemein eines Satzes von drei Operatoren mit den
Vertauschungsrelationen

A~

[f/i, f/]] = ihfijkffk und [IA;Q, LZ] =0

haben wir im vorigen Abschnitt detailliert untersucht. Die gemeinsamen Eigenvektoren von 12
und L, sind dabei durch |, ¢,) gegeben, sodass man die Eigenwertgleichungen

L26,0,) = R0+ 1)|6,6,)  und  LyJ6,6,) = he,|e,L.)
erhélt. Speziell fiir die Bahndrehimpuls-Komponenten IA/Z gelten wegen fLZ = eimnmen noch
die zusatzlichen Vertauschungsrelationen

[I:Z', XJ] = ihe,-ijk und [IZ“ Pj] = ihﬁijkpk
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15.4. Der Bahndrehimpuls

mit Orts- und Impuls-Operator. Das Ziel soll nun sein, die Orts-Darstellung der gemeinsamen
Eigenvektoren |/, ¢,) zu bestimmen, wobei fiir dieses Problem hilfreich ist, sphérische Kugelko-
ordinaten zu verwenden. Die gesuchten Eigenfunktionen sind dann von der Form

Ve, (7) = (P, L) = (r, 0,0l L) = Ypp. (1,90, 0)
wobei fiir die Darstellung in Kugelkoordinaten bekanntlich der folgende Zusammenhang gilt:
x = rsind cos ¢ y = rsindsinp z=rcost .

Driickt man dann weiter die partiellen Ableitung nach z, y und z durch jene der Kugelkoor-
dinaten nach r, ¥ und ¢ aus, so erhélt man

0 w0 00 00 0 d 0 dsng D
Or Oxdr OxdY Oz dy or r 09  rsind dp
2:@2—1—@3—1—({)—(’Di:sinﬁsin(pg—i—lcosﬁsincpﬁ—i—ECOS('Di
Jdy Oydr Oyodd 0Oy dy or r 09 rsind dy
g oOro0 0990 0Op 0 o 1. .0
aZ@g—i—&%—i—&%zcosﬂa—;smﬁ%

Damit erhélt man fiir die Darstellung der Bahndrehimpuls-Operatoren L; im Bereich der Wel-
lenfunktionen folglich

. : 0 0 . . 0 0
L, =—ih (yaz — Z@y) = —ih <— sin 4,0% — cot J cos SD@QO)

> : 0 0 : 0 .0
L, = —ih <z — x> = —ih <cos o5~ cot ¥ sin <p6>

Ox 0z )
- 0 0 ., 0
» = —ih (acay — y@x) = —177,% )

sie wirken auf Funktionen 7 = (7,9, ), wobei man beachte, dass in Kugelkoordinaten keine
Ableitung nach r auftritt. Man setzt deshalb

1/}@,62 (7’, Q97 90) = R(T) ' Yv@,@z (197 ()0) ;

wobei die Radius-Funktion R(r) beliebig gewéhlt sein kann, also nicht fiir die Eigenwertgleichung
fiir L? und L, bestimmt ist. Auferdem gilt in Kugelkoordinaten fiir das Lingenquadrat

. J .. .. 2 ) 1 9?2
I?=L,L,+LyLy,+ L,L,=—h? <+cot?9—|- ) ,

_— 15.2
0192 99 sin? 0 0p? (15:2)

wobei wir und die explizite Kennzeichnung der Orts-Darstellung der Operatoren sparen.

15.4.2. Losung des Eigenwert/-vektor-Problems

Fiir die Eigenwertgleichung der z-Komponente J. ergibt sich in Kugelkoordinaten somit

« .0
Lz}/f,fz (197 SO) = MZYV@,KZ (’ﬁv 90) <~ _I%YZ,@ (79’ ()D) = EZY'&KZ (197 90) .

Mit dem Seperationsansatz Y (¢, ) = ®(¢)O(¥) ergibt sich dann die Losung

Yir. (9, 0) = €90, (0) .
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15. Symmetrien in der Quantenmechanik und der Drehimpuls

Mit dem oben bestimmten Operator L2 des Quadrats des Drehmimpulsvektors ergibt sich dann
analog als Eigenwertgleichung fiir L?

L0 (0, 0) = B20(0 + 1)Yy0_ (0, )

= 82+ tﬁa & +L(L+1))Ope.(¥)=0
992 "9 T sinZo G =

2 2
iy [(1 — tQ)% — Qtj +0(641) — Z } O (t) =0, (15.3)

wobei fiir die partiellen Ableitungen die Umformulierung

o + tﬁg 1 g 1n?98
002 "9 T smoav Mo

verwendet wurde. Diese Differentialgleichung (15.3)) ist die Bestimmungsgleichung fiir die Le-
gendre-Polynome Py ¢_(t), auf die wir gleich zuriickkommen werden. Insgesamt erhalten wir also

Y. (0, 9) = Ce,zzewz“"Pg,gz (cos®)

als Losung des Eigenwertproblems, wobei sich fiir den Normierungs-Faktor nach léngerer Rech-
nung unter Berticksichtung der Legendre-Polynome schliefslich

20410 +2,)!
Yo, (0,90) = (‘1)&\/ . MG&@PE,@(COSM

ergibt. Hierbei handelt es sich um die sogenannte Kugelflichenfunktionen.

Bemerkung: Man beachte, dass bisher fiir £ die halbzahligen Werte £ = 0, ;, 1,32 5, ... moglich

waren. Anschaulich lasst nun leicht mit Hilfe der eben ermittelten Form der Yy ¢, argumentieren,
dass ¢, ganzzahlig sein muss, damit die Wellenfunktion unter Drehung von ¢ = 27 eindeutig
ist, d.h. es soll

Yoo, (9, 0) = Yor. (9,0 + 2m) N o2mil _

gelten. Also muss {, ganzzahlig sein - diese einfache Argumentation ist allerdings unvollstéindig,
da nach unseren vorigen Definitionen der gesamte Strahl von Wellenfunktionen physikalisch
dquivalent ist, und wir alleine durch eine Phasenwahl argumentieren. Die korrekte Argumenta—
tion erfolgt iiber die zusatzlichen Vertauschungsrelationen der L; mit den X; und P,

Der Bahndrehimpuls ¢ ist also ganzzahlig und entsprechend dann auch jedes ¢, = —/,... (.
Fiir die einzelnen Bahndrehimpulse wahlt man die Bezeichnungen

{=0:S {=1:P {=2:D {=3: F

15.4.3. Eigenschaften der Kugelflichenfunktionen

Definition 23: Man bezeichnet jeden Satz von drei Operatoren V; mit i = 1, 2,3 als Vektor-
Operatoren, falls fiir V; die Vertauschungsrelationen

mit dem Drehimpuls-Operator erfiillt sind.
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15.5. Der Spin

Betrachten wir nun weiter die gesamte Eigenfunktion des |/, £,)-Drehimpuls-Zustands
Ve, (F) = (P, L2) = (r,0, 0|0, £2) = Vi, (9,0) - R(r) = Nig, €% Pry,(cos9)

wobei hier die Legendre-Polynome durch

(_l)m m / 2 2 0
gegeben sind. Zum einen gilt die Beziehung Yy, (9, ) = (—1)42}/4*& (9, ¢) bei Wahl der ent-
gegengesetzten z-Ausrichtung, sowie fiir das Verhalten unter Spiegelung ¥ — 7/ = —r, d.h.

¥ = m—9 und ¢ = ¢ + 7 in Kugelkoordinaten,
)/E,Kz (197 90) = (‘DZZYK,& (7T - 197 Y+ 7T) .

Die Menge {ngygz :4=0,1,2,... mit —£</, < E} bildet einen vollstdndigen Funktionensatz
im Raum der (9, p)-abhéngigen Wellenfunktionen, d.h. fiir beliebige Funktionen f (¥, ) gilt

[e's) l

0.0 =3 3 o Yee ) mit an, = [ d0Y5.0.010.0)

=0 L,=—4

wobei d§2 = d(cos ) dy ist. Fiir die Kugelflichenfunktionen Yy, (9, ¢) = Yy 0. (¥, p) mit m := hl,
gelten also die folgenden Eigenschaften:

Orthonormalitét: / Yor () Y00 (2) dQ = 8ppr Sy

) V4
. 1. . % 1
Vollstandigkeit: E g Yo, (91, 01)Yem (92, p2) = 6(p1 — @2)d(V1 — ﬁz)sinﬁl
=0 m=—¢

2041

m=—

L
4
Additionstheorem: Py(cos ) = il Z Yim (Y1, 1) Yem (P2, @2) ,
¢

wobei hier ¢ = ny - ng, d.h. cos ¥ = cos ¥ cos o + sin ¥y sin e cos(p1 — @2), ist.

Beispiel: Eine explizite Spezialfille der Kugelflichenfunktionen sind die Folgenden:

1 [ 3 /3 /3 .
Yo,0 = T Yii=-— S—Wew sin ¥ Yio= Ecosﬁ Yio1= S—Tre_w sin ¥
15 15 . b}
Yoo = ”32762w sin? ¥ Yo1 =/ 3276“0 sin 9 cos ¥ Yoo = ”167(3 cos® 9 — 1)

Allgemein gilt, dass die Kugelflichenfunktion Yy, ein Produkt aus e'=#(sin9)!*! und einem
Polynom vom Grad { — || in cos?) ist. Je groker £ ist, desto mehr ist Yy, in die x-y-Ebene
konzentriert.

15.5. Der Spin

15.5.1. Eigenschaften der Spin-Operatoren

Die meisten Teilchen haben auch im Ruhezustand einen Drehimpuls, den sogenannten inneren
Drehimpuls, Eigendrehimpuls oder Spin, der sich empirisch beispielsweise als magnetisches
Moment manifestiert.
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15. Symmetrien in der Quantenmechanik und der Drehimpuls

In der nichtrelativistischen Quantenmechanik ist dieser Spin-Freiheitsgrad unabhéngig von
den Freiheitsgraden der rdumlichen Bewegung, also insbesondere mit diesen gleichzeitig messbar.
Mit S; seien die Operatoren des Spins bezeichnet, diese erfiillen die Vertauschungsrelationen

[Si, Sj] == ihéi]‘ks’k und [52, SZ] =0.

Zur vollstdndigen Spezifikation des Zustands eines Teilchens sind noch (zusétzlich zu den mit
der rdumlichen Bewegung verkniipften Observablen) die Angabe des Wertes von S? und S,
notwendig, wobei die méglichen Werte von S? durch

R’s(s4+1)  fir s=0,%,1,3,2,.

loh—l
w\oo

gegeben sind, und wie beim Bahndrehimpuls —s < —s, < s gilt. Der maximale Satz von kom-
patiblen Operatoren ist dann beispielweise X, Y, Z sowie S? und S,. Man beachte, dass anders
als beim Bahndrehimpuls fiir die Vertauschungsrelationen mit Orts- und Impuls-Operator

[S'Z',Xj] =0 und {S’Z,pj] =0

gilt, der Spin ist also von diesen Gréfsen unabhéngig.
In der Teilchenphysik gilt nun, dass der Wert von s fiir die Art des Teilchens bezeichnend ist,
d.h. alle Teilchen derselben Art haben auch den gleichen Spin s.

Beispiel: Elektron: s = %, Proton: s = 2, Neutron: s = 3, die Materiebausteine haben also
alle den gleichen Spin. Pion: s = 0, I/VjE/Z0 Boson: s =1, Photon: s =1, Graviton: s = 2

Bei zusammengesetzten Objekten (Kernen, Atomen, etc.) ergibt sich der Spin s als Gesamtspin
der Bestandteile und Bahndrehimpulse ihrer Relativbewegung, wobei die genaue Addition von
Drehimpulsen vergleichweise kompliziert ist, wir kommen spéter darauf zuriick.

15.5.2. Spin 1/2 und Darstellungsarten

Ist also die Teilchenart (und damit der Spin S 2) vorgegeben, so ist der maximale Observablensatz
XZ, S, und es existieren wegen der Kompatibilitiat der Observablen gemeinsame Eigenvektoren
|7, o), wobei

N

X|F, o) =77, o) und S.|F, o) = hol|F, o)

gilt. Man betrachte nun im Weiteren nur Teilchen mit s = % d.h. fiir die z-Komponente des
Spins sind lediglich die beiden Moghchkelten Sy =0 = +2 und —5 moghch Sei dann \1/1)
ein beliebiger Zustand eines solchen Spln-* Teilchens, dann kann der Zustand in der X-S.-

Darstellung

) = vty = ot = (0778 = (010 (1)

formuliert werden. Bei der zweikomponentigen Grofse handelt es sich um einen sogenannten
Spinor. Die physikalische Bedeutung der Komponentenfunktionen 14 (7) ergibt sich aus

[P (AP = [0 (7, 5)P = (7.0 = 31)1?
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15.5. Der Spin

dies ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das Teilchen am Ort ¥ mit dem Spinzustand s, = %
vorgefunden wird. Weiter muss dann

wiv)=1= [If PE W) P olv) = § [ #reor
= [J] #7(1ws @ + 10-P)

fiir die Erhaltung der Gesamtwahrscheinlichkeit gelten. Ein allgemeiner Spin—%-Zustand ist

durch
= > ///d 7 e (F)|F, o)

_il

gegeben. Man beachte, dass wir zur Spezifikation des Spinzustands bisher immer die z-Kompo-
nente des Spins und das Langenquadrat des Spinvektors gewéhlt haben. Man kann das Konzept
auch auf eine beliebige X-S;-Basis verallgemeinern, wobei S, die Komponente des Spins in
Richtung n ist, also S = Sh. Die zugehorigen gemeinsamen Eigenvektoren seien dann

70, 0) = |P)|R, o),

wobei |7) € Hortsraum und |, o) € Hepin = C? liegen. Dann lésst sich ein beliebiger Zustands-
vektor |x) im Spinraum durch

=Y all, o) = aPla,+) + alPln, —) =, + IR, +) + (R, — )R, )
a:i%

darstellen. Alternativ kann |y) auch als spinorielle Gréke in Sp-Darstellung

o 1))

geschrieben werden. Man wéhle ab jetzt wieder 7 = 2 und bezeichne |n, o) = |2, 0) =: |o) als den
Spin-z-Zustand, dies ist die allgemein iibliche Wahl der unabhéngigen Drehimpulskomponente.
Es gilt also

o NO! N
o = (00) = ()= () = ()

In dieser Darstellung hat man |0 = +) — ((1)) und |0 = —) — (?), und in S.-Darstellung erhilt
man fiir den S,-Operator

& \S 5 (FISo[+) (HIS/=) Y _ k(1 0
(8955 = lold) = (1112 w2t .
(=18z+) (=1S:[=)/ 2\0 -1
Um die S,-Darstellung der iibrigen Komponente- Operatoren S, und S zu bestimmen, verwen-

det man die Vertauschungsrelation [Sz, S 2] = 1hS der Spin- Komponenten Damit lassen sich
dann die einzelnen Matrixeintrége bestimmen: Aus

(+

Sall =) = (+15:81-) = (+1825:1-) = 5 (HISel =) + (+15:1-))

= I(+]Se|=) = ih(+]Sy[—)
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15. Symmetrien in der Quantenmechanik und der Drehimpuls

folgt zuerst (4|S;|—) = i(+|S,|—) und analog (—|S,|+) = i(—|S,|+). Aus

ergibt sich (+]Sz|+) = (+|S,[+) = 0 und analog (—|S,|—) = <—|S |—) = 0 fiir die S.-

182, 8u]|+) = (18280 4) — (+]825.]+) = 0 = iA(+|S, [+)

Darstellung. Als néchstes folgt aus der Vertauschungsrelation [gm, S Y = iS5, dann
h2
{(+| Se, S, J|+) = in (+5.|+) = 15 und

(H8:8,14) = (+18,5ul+) = 3 ((+8el0) o181+ — (+S,l0)o15u1+))

[

= (S ) {18yl +) — (+15, ’_><_|Sx|+> = 20(+|Sa| =) (=18s 1 +) = 2i[(+] Sz )7,

und daraus erhalten wir |<—|—\S |—)[2 = & was nach Phasenwahl zu (+|5,|—) = B fiihrt. Damit
sind alle Matrixeintrage der S, Darstellung bestimmt, und wir erhalten so

. R0 1 . h (0 —i . h(1 0
S“?_>2<1 0) Sy_>2<i 0) SZ_>2<0 —1)'

Zur vereinfachten Notation definiert man weiter die sogenannte Pauli-Spin-Matrizen

(0 1 (0 —i (10
w=1{4 oa=1{ o=y _1) -

die wir dann in einem Vektor ¢ := (04, 0y, 0.) zusammenfassen. Der Vektor der einzelnen Spin-
Operatoren kann dann als

‘53,» S.-Darstellung

no | St
Qu

geschrieben werden - man beachte aber dass S nicht der Operator des Spin-Vektors ist, da die
einzelnen Komponenten nicht unabhangig voneinander sind. Die Pauli-Matrizen haben dabei
die Eigenschaften o? = 1, deto; = —1 und Sp(o;) = 0. AuRerdem sind sie wegen O'T = 0

selbstadjungiert und erfiillen die Beziehungen
04, 05] = 2iejjr08 und {0i,0;} = 0505 +0jo; =26; 1,

sodass sich daraus o;0; = 0;; + i€; ;0% ergibt. Fiir einen beliebigen Vektor @ hat die Matrix des
Skalarprodukts dann die Form

as al — ia2
4= 050y + Tyy t oz = al + iaz as ’

!
[

und mit $? = 1he? = Ih* (o2 + 05 +02) =321 = k(3 4+ 1) 1 gilt ebenfalls wieder die Form
s(s+ 1) fiir das Langenquadrat des Spins. .

Der Operator zu Drehungen R() ist ﬁ(R( @) = exp (—1 ng) wie wir von Seite 220] wissen.
Daraus ergeben sich nun d1e Drehungen im Hilbertraum Hspin = C? der Spinoren zu Spln—l—
Zusténden, denn dort ist J = S. Eine Drehung ist dort also durch

exp <—7295’§>
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15.6. Addition von Drehimpulsen

beschrieben. In der Sz—Darstellung gilt also

_(cos‘g 0 > .. 90< o3 @1—1@2>
= o | —isinz (. T 5 5
0 cosi 2 \p1+1p2 —¥3
und die Wirkung des Drehungs-Operators dufserst sich durch ﬁ(R((ﬁ)) |n, o) = |Rn, o).

Beispiel: Betrachten wir den Zustand | = 2,0 = +3) = |+)-Zustand. Dann beschreibt in S.-
Darstellung die Anwendung des Drehoperators

1 Rotation mit R(g) A 5 1 cos £ — ip, sin £
<O> D(R(gp)) (0> — < 72 #z S 2@
(—ipy + @y) sin &

den Spin-Zustand eines Spin—%—Teilchens, wo die Spin-Komponente in R(g)2-Richtung den Wert
1

Umgekehrt kann man auch fragen, was die physikalische Bedeutung eines Spinors (g) mit
a,B € C und |af? +|B|? =1 ist. Dieser beschreibt ein Teilchen wo die Spinkomponenten in
n-Richtung gleich o = % sind, d.h. es ist ein Eigenzustand des S’ﬁ—Operators mit dem Eigenwert
L in Zeichen

5(3) = 60() =2()

Dabei ist 1 jene Richtung, die man aus %2 durch Drehung des Zustands um R(F) erhélt, wobei

¢ =@, bz =2, gy =T und $, == £ durch die Gleichung

<a> _ (cos‘g —icﬁzsinEP)
B (_i‘ﬁx + @y) sin %

bestimmt sind.

15.6. Addition von Drehimpulsen

Die klassische Addition von Drehimpulsen gestaltet sich durch J = Ji 4+ Jy sehr trivial als
komponentenweise Addition von Vektoren. Da wir aber bei quantenmechanischen Drehimpulsen
wegen der Inkompatibilitdt der einzelnen Koordinaten niemals den kompletten Drehimpuls-
Vektor vollstandig spezifiziert haben, verlauft die Addition deutlich komplizierter.

Die beiden Drehimpulse Ji und J, seien unabhéngig voneinander, also gleichzeitig messbar.
Fiir die einzelnen Operatoren gilt also

[jlﬂ', jg}j] =0 fir alle i,j

Fiir die Vertauschungsrelationen der einzelnen Gesamtdrehimpuls-Komponenten J; = Ji; +Jo;
folgt dann

[Jis Jj] = [J1i + Jog, Jij + Jaj] = theu(J1g + Jok)
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15. Symmetrien in der Quantenmechanik und der Drehimpuls

und [jlﬂ',jj] = [jl,i7jl,j + j27j] = [jl,i,jl,j] = iheijkij 75 O sowie [jl,i,jQ] = 0, analoges gilt
entsprechend auch fiir den zweiten beteiligten Drehimpuls Js. Die einzelnen Langenquadrate
der Drehimpulse sind wegen

[j127 j2] - [j12’ j12 + j22 + <f1<f2 + J_'QJ_ﬂ = [j127 jl,rj27r] + [j12, j27rj1,7”]
= J1,[JE, Jos] + [JE Tl oy 4 Jop[JE, J1p] + [JE, Jop)Jis =0

und analog auch [j22, J 2] = 0 mit dem Lingenquadrat des Gesamtdrehimpulses kompatibel. Als
letzte Vertauschungsrelation betrachten wir dann noch

J2, 0] =[J3 )+ 3 Jo.) =0  wnd  [J2,J]=0,

d.h. wenn wir die vorigen Ergebnisse noch einmal zusammenfassen, dann kommutieren sowohl
die Operatoren j12, j22, j1,z, j27z als auch j12, j22, j2, J, miteinander, sie bilden jeweils einen
maximalen Satz von kompatiblen Observablen. Entsprechend existieren auch zwei mogliche
Satze von Basisvektoren fiir den Drehimpuls-Freiheitsgrad, zum einen der Satz der getrennten
Einzeldrehimpulse {|j1,j2,m1,m2>} = {|j1,m1> @ Uz,m2>} mit

T2 19ldn, das ma,ma) = W21 e (e + 1)1, g2, ma, ma)
jl,z|jlaj27m1)m2> — hm1|j17j2)m17m2>
Ja 2|41, G2, M1, ma) = hmalji, j2, mi, ma)

und zum anderen der gemischte Satz {\jl,jg, J, M>} mit
T3 ol ga. J, M) = 121 s (i ja + D, o, J, M)

T2 11, g2, J, M) = RI(J + 1)|j1, j2, J, M)

Jzj1, jas J, M) = hM|j1, j2, J, M) .
Die Frage ist nun, welche Werte J und M bei gegebenen Werten j; und js annehmen konnen.
Da je nach Ausrichtung sich der Gesamtdrehimpuls J maximal addieren kann, also J = j; + jo,

oder aber maximal entgegengesetzt stehen kann, d.h. J = |j; — jo|, gilt folglich, dass fiir J alle
sich um Eins unterscheidenden Werte

|71 — jo|l < J < ji+jo

in Frage kommen, und fiir festes J gilt dann M = —J, —J +1,...,+J.

Beispiel: Seien j; = % und jo = 5 gegeben, dann gilt |j1 — jo| = % und j1 + j2 = %, gibt es fiir
den Gesamtdrehimpuls die Moglichkeiten J = %, %, %, % Fiir J = % lduft die z-Komponenten
dann im Bereich M = —%, —%, e %, %.

Um nun zwei gegebene Drehimpuls-Zustinde |j1,m1) und |j2,m2) zu addieren, miissen wir
folglich den Basiswechsel von {|j1,m1) ® |j2,ma)} — {|j1,J2; J, M)} durchfilhren. Bei gege-
benem j; und jo gibt es (251 + 1)(2j2 + 1) Zustandsvektoren der Form |j1,j2, m1, mo), da
—71 < my < —js ist - also gibt es 251 + 1 Moglichkeiten fiir den ersten Drehimpuls und analog
242 + 1 Moglichkeiten fiir den zweiten, und da die beiden Drehimpulse unabhéngig voneinander
sind, erhalten wir das Produkt der Moglichkeiten.
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15.6. Addition von Drehimpulsen

Man fragt sich dann, wie viele Zustandsvektoren |ji, j2, J, M) es gibt. Dazu sei ohne Beschran-
kung der Allgemeinheit j; > j2 angenommen, dann gilt

Ji+j2
Yo @I+ = 5(]1 +J2 = i1 — Jol + 1) ((2’.71 — g2l + 1) + (2051 +j2) + 1))
J=|j1—7j2|
1, . ) ) .
= 5(2J2 +1)(451 +2) = (251 +1)(2j2 + 1),

in der anderen Basis gibt es also genauso viele Zusténde. Rein formal ist der Basiswechsel von
|j1,jg,m1, m2> nach |j1,j2, J, M> dann durch

’j17j25J7M> = Z Z <ji7jévmlvm2|j17j27JaM> |j£7j§amlam2>

) )
J1,M1 Jo,Mm2

Basiswechsel-Koeffizienten

gegeben, wobei die Skalarprodukte (j1, 75, m1, ma|j1,j2,J, M) als Clebsch-Gordan-Koeffi-
zienten bezeichnet werden. Wir kénnen die vier Summationen noch ein wenig verkiirzen, in dem
wir gewissen Bedingungen bzw. Symmetrien dieser Koeffizienten betrachten. Aus der Selbstad-
jungiertheit von j12 folgt iiber

<ji7jévm17m2|j12|j1>j27ja M> = hQ]i(]i + 1)<ji7jé7m17m2|j17j27‘]7 M>
= thl(jl + 1)<.jiajéam1>m2|j1>j2a J7 M>

dann die notwendige Gleichheit ji = j; und analog j, = jo. Ganz dhnlich erhalt man aus

<j1)j27m17m2|j2’j17j27 J7 M> = h(ml +m2)<j17j27m17m2|j17j27 ‘]7 M>
= WM (j1, j2, m1, m2|j1, ja, J, M)

noch die Beziehung M = mj + ms. Damit verkiirzt sich die Vierfach-Summe iiber die Clebsch-
Gordan-Koeffizienten im oberen Basiswechsel zu

1o das MYy = > {1, jayma,maljn, g, J, M), g2, ma, ma)
mi+mo=M
J1
= Z <j17j27m17m2 =M - ml’jlvj% J, M>‘j17j27m17m2 =M — m1> .
mi1=—j1

Die eigentliche Berechnung der Clebsch-Gordan-Koeffizienten ist relativ kompliziert und erfolgt
iiber rekursive Methoden, deshalb werden die Koeffizienten iiblicherweise in Tabellen nachge-
schlagen, die es unter http://pdg.1lbl.gov/2005/reviews/clebrpp.pdf bzw. im Anhang zu
finden gibt. Das eigentliche Resultat ist nun, dass im Rahmen der Quantenmechanik die Addi-
tion von Drehimpulsen keine eindeutigen Ergebnisse im Sinne eines eindeutig definierten Dre-
himpulszustands liefert, sondern eine Superposition verschiedener Drehimpulszustdnde, deren
Gewichtung durch die Clebsch-Gordan-Koeflizienten gegeben ist.

Beispiel: Wir betrachten einige explizite Beispiele fiir die Additon von Drehimpulsen, wobei
wir zur Abkiirzung die Notation |my, mso) fiir die Summanden benutzen:

531,00 = (I3 -3) + =3 5) = 55 (10 +1in)
530,00 = = (15 -0 - -5 ) = (1 + 1)
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15. Symmetrien in der Quantenmechanik und der Drehimpuls

In der Atomphysik tauchen des éfteren die folgenden wichtigen Gesamtzustdnde als Addition

der Drehimpulse von Zwei-Elektronen-Systemen mit j; = jo = % auf

1
V2
T =1,M = 1) = 1)
J=1,M=0)=1 (IN> + |m>) Triplett-Zustand
J=1,M = —1) = |1)

1J=0,M=0) = (m) - \m) Singulett-Zustand

Die Bezeichnung dieser Summen riihrt daher, dass eine genauere quantitative Untersuchung
dieser Zustédnde unter Beriicksichtung relativistischer Korrekturen einen einzelnen und drei sehr
nahe beeinander liegende Spektrallinien liefert.

Bemerkung: Fassen wir noch einmal die wesentlichen Dinge zusammen: Bei der Addition
zweier Drehimpulse j1 und jo erhélt man Zustdnde mit dem Gesamtdrehimpuls

J=1lj1—Jals- - 51+ 2

und bei gegebenem J gilt fiir die z-Komponente —J < M < J. Den Zustandsvektor fiir gegebe-
nes J und M erhélt man schlieflich unter Verwendung der Clebsch-Gordan-Koeffizienten durch
die Summation
J1
|j17j25 J7 M> = Z <jlaj27m17m2 =M — ml’jl)jZa Jv M>|j17j2)mlam2 =M — m1> .

m=—ji
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16. Potentialprobleme im Dreidimensionalen

In diesem Kapitel wollen wir uns mit der konkreten Lésung dreidimensionaler Probleme be-
schiftigen, wobei wir vornehmlich vom Vorhandensein von Zentralkréaften ausgehen. Die Bei-
spiele sollen dabei Probleme aus der Atomphysik sein, wobei wir schlieflich eine vollstdndige
Beschreibung des Wasserstoffatoms erhalten werden.

16.1. Teilchen in sphdrisch-symmetrischen Potentialen

16.1.1. Schrodinger-Gleichung in Kugelkoordinaten

Wir betrachten ein Teilchen ohne Spin in einem sphérisch-symmetrischen Potential V' = V(r),
der Hamilton-Operator ist dann durch

X—Darstellung hQ
— A4V
5 A+ VI(r)

gegeben. In der klassischen Mechanik bleibt der Drehimpuls stets erhalten, wir erwarten al-
so, dass auch der quantenmechanische Drehimpuls erhalten bleibt. Zunéchst driicken wir das
Léngenquadrat des Drehimpulses durch

A 1 2 5
H=—P*+ V(X
ol t (X)

£2 = IA/ZIA/Z = 6ikl)zvk]sl : fzmnmen = €ikl€imnxkﬁ)l)zmpn

aus, wobei allgemein €;x1€;mn = Okmdin — Oknlim gilt, also erhalten wir unter Verwendung der
Vertauschungsrelationen der Operatoren

L? = X, P X,P, - XkPleXk = XkaPsz thkPk -~ thkPk — X, PP X,

A~

=

~
—

— X2P2 _9in(X - P) — (X - P)PX, = X2P% — 2in(X - P) — (XP)(XP) + 3ih(X P)
— X252 _ (XP)(XP) +ih(XP) .

—

Man definiere nun neue Operatoren R := \/ 2und P, := R~ NX ) sodass wir das Abstands-
quadrat und das Skalarprodukt von Orts- und Impuls-Operator als

R? = X? und Rpr:)_fﬁ
schreiben konnen. Das Langenquadrat des Bahndrehimpulses wird damit zu
I? = R?P? — (RP,)(RP,) + ihRP, < R 2L?=P?> - R 'P.(RP,) +ihR'P, .

Durch die Definition entspricht R=+vX2+4+Y24 Z2 dem Radius r im Wellenfunktionsraum,
wahrend fiir das Skalarprodukt von Orts- und Impulsoperator in Kugelkoordinaten

— ih g—% 8+g
Tor Yoy T %oz

P,
1 1 si
= —ih [rsmﬁcosgp(smﬁcosgp cosa?coscpaaﬁ Tiiig;@)+]
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16. Potentialprobleme im Dreidimensionalen

als Wirkung im Wellenfunktionraum folgt. Schlieflich ist noch die Wirkung von P, als

P = R*l()?ﬁ) — (—ih)aa
-

zu finden. Betrachten wir dann die Identitat

R7?L? = P> = RT'BRP, +ihR™'P, = P — B} +ihR™' P, + 1hR' P,
%, N ~ ~ N 2, 82 1 8 1.
2 _ P2 i p—1 -272 2 . : 2
< P*=P7—-2ihR P, + R °L* — (-h )6r2 — 217@;(_171)787“ + 72L

und verwendet schlieflich noch die bereits in ((15.2]) genannte Darstellung des Langenquadrats

i o2 o 1 o
e (L peotnl L
(&92 TS T snZo a¢2>

in Kugelkoordinaten, so erhalten wir schliefflich durch

~ 92 290 113>
P? = —R’A T TRy
- <8T2 + ror r2h2

den Impuls ausgedriickt durch den Drehimpuls. Insbesondere aber liefert uns dies den Laplace-
Operator A in Kugelkoordinaten. Damit erhalten wir die Schrédinger-Gleichung in Kugel-
koordinaten

ihgtzp(f’, t) = Hip(7,t) bzw. zeitunabhéngig Eyp(F) = Hpp(F)
: _h2<a2 20 11z

it A=-— (L 29 2
i 2m \O0r2  ror r2h2 >+V(T)

Bemerkung: e Die Definition des radialen Impulsoperators P, = ]:Z_I(X , ]3) ist nicht ein-
deutig. Aufserdem ist P, nicht selbstadjungiert, eine andere Méglichkeit zur Definition ist
daher

B = %(R*l()?ﬁ) +XP)RT)

die selbstadjungiert ist und zur selben Schrédinger-Gleichung fiihrt.

e Die Transformation zu Kugelkoordinaten gilt nur fiir r # 0, d.h. der oben erhaltene
Laplace-Operator A ist nur fiir r # 0 giiltig und entsprechend dann auch die damit
definierte Schrédinger-Gleichung fiir g (7) nur fir r # 0. Der Wert ¥ g(0) ergibt sich

dann aus der Forderung, dass der Hamilton-Operator

R h?

selbstadjungiert sein muss, daher darf die Losung ¢ () bei r — 0 nicht singuldr sein.
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16.1. Teilchen in spharisch-symmetrischen Potentialen

16.1.2. Bahndrehimpuls-Eigenzustinde

Falls das Potential V = V() nur vom Radius abhéngt, so gilt [H, L;] = [L?, L;] = 0 fiir alle
1 =1,2,3, d.h. die einzelnen Drehimpuls-Komponenten sind Erhaltungsgréften, da im Hamilton-
Operator nur der Anteil T%i? auf ¥ und ¢ wirkt. Die Losung der zeitunabhéngigen Schrédinger-
Gleichung in Kugelkoordinaten erfolgt durch einen Seperationsansatz von

¢E(T>197¢) = <T7197S0|E7€7€Z> :

Hierbei bildet H , L2 und L. einen maximalen Satz von miteinander kommutierenden Operato-
ren, es existieren also die oben bereits verwendeten gemeinsamen Eigenzusténde |E, ¢, ¢,). Die
Schrodinger-Gleichung lautet dann

2 2 5 )
o (2t 2 ) H VO B| ROS(.0) = 5 L PRO)S0, )
2
= S(¥,p) [—h27’2 <§2 + 25) ) + 2mr? (V(r) — E)] R(r) = —R(r)L25(¥, ¢)
2 A
- R?r) [‘h ' (387«2 " i;) + 2 (V(r) - E)] R(r) = - 5(191’ LW

und in dieser Gleichung ist die linke Seite nur von r abhéngig, wahrend die rechte nur von den
Winkeln ¢ und ¢ abhéngt, es miissen also beide Seiten gleich einer Konstanten sein, die als
R20(¢ 4 1) gewihlt wird. Wir erhalten dann die Eigenwertgleichung

L2Sp . (0,¢) = B0+ 1)SEee. (9, 0) ,

fiir das Langenquadrat 12, die allerdings unabhéngig vom Parameter F ist. Losungen sind die
bereits in Abschnitt bestimmten Kugelflichenfunktionen fiir £ = 0,1,2,... und —¢ <
l, < 0, es gilt also Sp ey, (V,0) = Yo, (U, ¢) unabhingig von £ und V(r). Verwenden wir die
ﬁ2—Eigenfunktionen dann, so wird aus der obigen Gleichheit

0? 0
{—h2r2 (r + - > +2mr?(V(r) — E)] Ri(r) = —h*(L + 1)Rgo(r)
o d* 24 R0+ 1)
. R S — =F
= [ (er + . d7“> + <V(T) + Sy )] REg () Rp(r)
diese bestimmt den Radialteil Rg (7). Man wahle dann als Losungsansatz die Funktion

Ugu(r) N [ h? d?

REK() r 2 d2

Ve >] Upa(r) = EUp.(r) | (16.1)

wobei aber Ug ¢(0) = 0 wegen der Hermitizitét sein muss (vgl. nochmal den zweiten Punkt der
Schlussbemerkung des letzten Abschnitts). Von allen méglichen Losungen sind nur die normier-
baren physikalisch sinnvoll, wobei auf Grund der Normierung

1= // om0, )2 d3F = / R o(r)Pr? dr - / Yoo, (9, 0) sin 9 d di
0

—1 :/ Rio(r) 2 dr :/ Upo(r)? dr !
0 0
gelten muss. Als |E, ¢, ¢,)-Eigenfunktionen in Kugelkoordinaten erhalten wir damit schlieflich
Ug(r
VB0 (1,0, ) = E’T( )Yuz (0, 9)
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16. Potentialprobleme im Dreidimensionalen

wobei Ug ¢ eine normierbare Losung der Gleichung ((16.1)) ist, die aukerdem Ug ¢(0) = 0 erfiillt.
Somit erhalten wir vollstdndig bestimmte Energie-Drehimpuls-Eigenzustande ¢y ¢, (7,7, ¢).

Bemerkung: e Das konkrete Potential bestimmt nur die radiale r-Abhédngigkeit der Lé-
sung und tritt deshalb nur in der Bestimmungsgleichung auf. Der Drehimpuls bzw.
die Isotroprie des Raums ist deshalb ein Formprinzip der Natur.

e Man betrachte den Fall, dass das Potential V (r) bei Anndherung r — 0 weniger singulér
als %2 ist. In diesem Limes geht die Bestimmungsgleichung in

R R+ 1)
61) — =% . |- =% 0
2mdr2+2m 72

Upu(r) = EUgy(r)

iiber. Da Ug 4(0) = 0 sei soll, bestimmt also fiir r — 0

d? 0(0+1)
WUE,E - r2

Ug,

das Verhalten des exakten Radialteils Ug (1), wobei diese Differentialgleichung mit der
allgemeine Lésung Ug ¢(r) = aer’™ + byr—t hat, wie man durch Einsetzen schnell nach-
priift. Da bei U(0) = 0 sein muss, ist der Koeffizient by = 0 in der allgemeinen Lisung,
also erhalten wir fiir alle Potentiale V (r) das Verhalten

Ug(r) r=0 angl .

16.2. Freie Teilchen

Die Differentialgleichung (16.1]) soll nun fiir ein freies Teilchen geldst werden, d.h. wir betrachten
die Gleichung fiir V(r) = 0:

B (T 2 i
Man setze nun die Energie E := % — p= \/zh—’?iE und p := pr, wobei die obige Gleichung
die Form

018 (-3

hierbei handelt es sich um die Differentialgleichung der sphirischen Besselfunktionen, deren
Losung von der Form

Teyle) wnd ) = (<) [T )

sind. Die Losung ny ist jedoch fiir 7 — 0 singulér, kommt also nicht als physikalische Losung
des Radialteils in Frage. Es gilt also fiir die Wellenfunktion

s

je(p) = R

2mp . . ) o' ! ips
Ve (:0.9) =\ i Vi 0 0) mit ilp) = 5y [ - s

-1
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16.3. Das Coulomb-Potential

Fiir das asymptotische Verhalten von j, gilt fiir p — 0 bzw. p — oo

. 1 ¢ . 1 . ™
Je(p) o mp bzw. Je(p) ;sm (P - 55) )
wobei a!! :=1-3-5--- als Fakultét ungerader Zahlen steht. Diese ermittelten Wellenfunktionen
sind Eigenfunktionen von H, L? und L.. Analog findet man Eigenfunktionen von P, P, und
P,
ipr
= A 2
-
diese sind insbesondere auch Eigenfunktionen von H, da hier H = ﬁfﬂ ist. Eine Transforma-

tion zwischen beiden liefert dann fiir p in z-Richtung

o0
P iprcosd _ Ziz(% +1) - jo(pr)P(cos ) .
£=0

16.3. Das Coulomb-Potential

Als néchstes betrachten wir den Spezialfall, dass V() = V(r) = —% das Coulombpotential ist,
z.B. ist im Falle zweier Ladungen gje und goe die Konstante a = q1g2¢?. Eingesetzt ist (16.1)
liefert dies die Radialgleichung

{_712<d2 L2 d>+h2€(£+1)—Z—E] Rpu(r) =0

om \dr2 ' rdr 2mr?
& 24d 1 1
<~ |:d1"2+T’dT‘+A+BT+CT2:| RE,E(T)—O

mite den Abkiirzung A = %;—QE, B = 22’3“

normierbare Losung, d.h. die Bedingung

und C = —¢(¢ + 1). Man suche nun wieder eine

/ |RE75(7‘)‘2T2 dr < oo
0

muss wegen [[[ d>F|vpee.|? = 1 mit d3F = r?drdQ gelten, d.h. der Radialteil R(r) muss
im Unendlichen schneller als % verschwinden, um eine normierbare Losung zu erhalten. Man
betrachte dann das Verhalten der Differentialgleichung im Unendlichen, hier gilt

d2
T5R(r)=—AR(r) = R(r) = e*"V=A

mit A = A(E). Ist nun die Energie £ > 0, so hat man weiter fiir den Faktor

2 2 2
\/—A:\/—BZLE:i\/FZLE = Rocexp(:l:i h?Er) fiir r — oo,

d.h. die Wellenfunktion ist in r quasinormierbar fiir jeden positiven Energiewert E. Fiir den
Fall E < 0 ergibt sich dagegen

2m 2m
V—A= ﬁ]E\ER = Rocexp(—\/hﬂE\?),
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16. Potentialprobleme im Dreidimensionalen

wobei wir dieses Verhalten durch Definition des Bohrschen Radius

h?
"B \/_* om|E|

in R « exp —LB) umformulieren koénnen. Diese Funktion ist offensichlich immer normierbar,
sodass wir im Folgenden weiter die Bindungszustdnde mit £ < 0 betrachten. Als Ansatz fiir
den Radialteil wahlen wir dann

Risa(r) = exp (—7;) Vilr)

dann liefert dies eingesetzt in die obere Differentialgleichung

i) vz (- L) v (2- 2 -1 o

Wir verwendet dann weiter den Ansatz Vy(r) := 732 cirt = 32 ¢;ri+!, dann liefert Ein-
setzen dieses Ansatzes in die obige Gleichung entsprechende Bestimmungsgleichungen fiir die
Koeffizienten ¢;. Bei der Bestimmung der ¢; ist dabei zu beachten, dass die resultierenden Funk-
tionen

Rpy(r) = exp——r ch

einerseits normierbar sind und andererseits fiir » — 0 nicht singulér. Nun ist

oo
Vi(r) = cort + errtt + Z cr'
=2

fiir unterschiedliche Fille gilt dann

0=0:  Vo(r) :cO+c1r+Zciri ; Vo(r) :Cl+zicﬂ'i_l
=2 '
und  Vy'(r) = Zz(z — 1)gr' ™2
i=2
f =1": ‘/1(7') = coT + Zciri+1 , V{(T‘) Z(Z —+ 1) ’L+1 1
i=1 =0
und VY'(r) =Y i+ 1)(i+1—1)cr 2
i=0
0>1: V)= (i+ 0™ und V(r)=> (i+03+E— e,
i=0 =0

also gelten die Beziehungen fiir £ = 0,1,2,... und somit folgt

° . 1 1\ & .
LG+ —1 S i+£—2 2= - — Py 5 i+4—1
Z(z—i— V(i + eir + (r >Z(z+ Jeir

,
i=0 B/ =0

= (B 2 i+1)
L= 2 _
+§ch (7“ rrg. 1 > -
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16.3. Das Coulomb-Potential

[(i +0) (i + £ — V)ei + 206 + £)ci — £(£ + 1)e;]r T2

00 9 9 ‘
E . . _ . i+0—1 __

[+ 0)(i — € = 1)e; +2(i + O)ci — L€ + 1)¢;] 2

+Z <— G+e—1)+ [B — ZD ¢t =0

2 .
— Z( [+ 0)( z+€+1)—€(£+1)]ci+[B—(i—i—K)] ci_l)r”“:o,
B

!
o

@
Il
o

]
s

@
Il
o

folglich miissen alle Koeffizienten verschwinden, und deshalb gilt dann die Rekursionsformel

[+ 0+ L+1) =L+ 1)]e + [B— (i+€)7i] ¢i-1 =10

2 i+{— B2
rg (i +0)GE+0+1)—L(l+1)"

fiir grofe 4, d.h. grofer als Eins und B%E, gilt also die Approximation

i 2 21 1/ 2\
Ci R Ci—15— =C-1——"—~ - G~
1“rpg ret ! \rp

— C; = Ci—1

und somit erhalten wir fiir grofe r (wo in der Summe die Terme mit grofen ¢ dominieren)

schlieflich

=172\, 2
Vo(r) ocr Zl—' ) r=rtexp| )
=0 - \'B B

Dies wiirde jedoch bedeuten, dass sich fiir grofte r die radiale Funktion Ry(r) wie

Ry(r) = exp <_7;> Vi(r) ~ r exp <7;>

verhélt, allerdings ist diese nicht normierbar. Man erhilt also nur dann eine normierbare Wel-
lenfunktion, wenn der Koeflizient in der Rekursionsformel fiir irgendein ¢ = n, identisch Null
wird, denn dann sind auch alle weiteren Koeffizienten gleich Null. Das modifizierte Potenti-
al Vp(r) wird dann zu einem gewohnlichen Polynom, welches mit dem Faktor exp (—%) eine

normierbare Funktion Ry(r) liefert. Man erhélt somit eine normierbare Losung, wenn

z’+£—B%B:0 fiir irgendein i = n, = 1,2,3, .. .

gilt. Setzt man nun n, +£ =1,2,..., so findet man B2 = /+n, und es folgt B2 2 = 4n?. Die
explizite Berechnung findet sich auf den Bléttern 214a) - 214c). Mit rp = y/ —5 Eund B = Zma
folgt fiir die Energieeigenzustinde FE,, dann weiter

1ma? 1

E:En:En‘l‘ve:_QFiQ mltn:nr+1:1,2,3,
n
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16. Potentialprobleme im Dreidimensionalen

dies sind die moglichen (negativen) Eigenwerte. Man berechne nun weiter die zugehorigen Ener-
gieeigenfunktionen

Vi, 00, (1,0, 0) = Ry (1) Yo, (U, @)

wobei die R,, ¢(r) normierbare Losungen der eingangs betrachteten Differentialgleichungen sind.
Man verwende nun

\/ 1 ﬁ\/ L | P e
r = — I — — = ne = —nN =17Trogn
B B Ap 2mE, m2a? ma o

man bezeichnet ry als Bohrschen Radius. Dazu definieren wir die Variable p =
die zu betrachtende Differentialgleichung die Form

A

=g wodurch

2 2d 1 1
+—1+BTB+C:|Rn’g prg) =0
Lip? pdp p P (ers)

annimt. Weiter faktorisiere man den Radialanteil R,,, dann geméf R, o(prp) = pze_’)wmg(p),
dann muss sich wy ¢(p) fiir p — 0 wie eine Konstante verhalten, und man erhélt als Bestim-
mungsgleichung fiir wy,

¢’ 200 +1 d B 200 + 1 =
[,odpQ+ (C+1=p) o+ [Bra -2+ ﬂ}wn,g(mo.

Setzt man dann noch z := 2p, so gilt

d—2+(2€+2— )i+ Ip —(£+1) (5)=0
Zd2:2 z dz 9 B Wnpe\lg) =Y.

Diese Gleichung hat die Form einer aus der Mathematik bekannt Gleichung, der sogenannten
konfluent hypergeometrischen Differentialgleichung, welche im Allgemeinen die Gestalt

<z£i22+(7—z)i —a) F(z)=0

fiir z € C hat, wobei a € C beliebig und v € C mit v # 0,—1,—2,... liegt. Die allgemeine
Lésung dieser Differentialgleichung lautet

F(2) = F(a,7;2) = AFLi(e, 75 2) + pz' TR (e =y +1,2 = 52)

wobei hier A, u € C beliebig ist. Dabei ist F7 ; die konfluent hypergeometrische Funktion,
die sogenannte Kummer-Funktion, die durch die fiir alle z konvergente Reihe
az  ala+1)2?
Fiila,v;2) =14+ -S4 ——2° 4 .

(e 7:2) Y1 A+ 1) 2!
definiert ist. Falls o eine negative ganze Zahl it, wird F}; zu einem Polynom vom Grad —o.
Man beachte auch, dass der zweite Teil der allgemeinen Losung bei z — 0 singulér ist. Bei der
zu untersuchenden Differentialgleichung handelt es sich um eine konfluent hypergeometrische
Differentialgleichung mit

1
y=20+2 und a:—(23r3—8—1>:—(nr—l):—nrﬂ—l,
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16.3. Das Coulomb-Potential

die allgemeinste nicht singulédre Losung ist also
Wne(z2=2p) =AF11(a=—n,+1,y=20+2;2=2p) .

Fiir ganzzahlige Koeffizienten «, stimmen die Fj ;(a,v;2) mit den zugeordneten Laguerre-
Polynomen L}(z) iiberein, welche durch

iy — (o .
Li(z) = (-1) p!(q_p)!F1,1( (g—p),p+1;2)

gegebn sind, wobei L} (z) aukerdem die folgende Potenzreihendarstellung

Lb(z) = H(q)’”1 () 2
1 — (q—p—K)(p+k)k!
hat und zudem gemi LY(z) = %Lq(z) mit den gewdhnlichen Laguerre-Polynomen
Lq(z) = LY(z) verkniipft sind, wobei diese wiederum durch
z dq —Zz
Ly(z) =e @(e 9
definiert sind. Hier ist —(¢ —p) = —(n, —1) und p+1 =2/+2 <= p = 2/+1 und

q=mn, —14+p=n+ 1. Es ergibt sich also schliefslich
wn,e(p) = ALZY (2 = 2p) .

Die gesamte Energie-Eigenfunktion zum Eigenwert FE,, ist also durch den Radialteil

y4
r 2r 2r . n—¥¢—1)
Ry, ¢(r) = Ny gexp <—> <> Lfﬁ? <> mit N, = —2 ( 3 )3
B/ \TBn TBn [(n+ O nr,

gegeben, wobei Lfﬁ}l (%) ein Polynom vom Grad ¢ — p = n, — 1 ist. Man beachte, dass die
Energie-Eigenwerte F, nur von n = n, + ¢ mit £ = 0,1,2,... und n, = 1,2,... abhédngen.

Sie sind also entartet, zusétzlich zur Entartung hinsichtlich der z-Komponente ¢,. Zu einem
gegebenem E,,, d.h. zu gegebenem n gehdren also die Eigenzustande 1, ¢, mit

=0 (n, =n) t=1(n,=n-1) t=2mn,=n-2) ... =n—L(n=1),

und zu jedem £ noch ¢, = —¢,—¢ + 1,...,£ — 1,¢, d.h. dieselbe Energie wird von verschiede-
nen Drehimpulsen ¢ und verschiedenen Ausrichtungen der z-Drehimpulskomponte /¢, realisiert.
Folglich ist der Entartungsgrad der Energie gleich

n—1

DU+ =0+D)+Q+D)+(@E+1D)+... 4+ (2(n—1)+1)
=0
=1+(1+2)+(1+4)+...+ (14+2(n-1))
=n+204+2+...+n—1)=n+(mn—-1n=n.

Die zusétzliche Entartung (zusétzlich zur (24 1)-fachen Entartung fiir jedes ¢) riithrt davon her,
dass im Coulomb-Potential eine weitere Erhaltungsgrofe (zusitzlich zu L?) existiert, nimlich
der Operator des Runge-Lenz-Vektors

2, 1 /2 2 > 2 T
RL:—(PXL—LXP)—aR’lX.
2m

Der Runge-Lenz-Vektor ist ein polarer Vektor, der immer auf das Perihel zeigt.
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16. Potentialprobleme im Dreidimensionalen

16.4. Das Wasserstoffatom und einelektronige lonen

16.4.1. Kompatible Operatoren und Annahmen

Das vorige Ergebnis soll nun noch an einem konkreten Beispiel ausgewertet werden. Wir be-
trachten dazu zwei vorerst spinlose Teilchen. Ein solches Zwei-Teilchen-System besitzt als Ob-
servablen 71, 7, p1, P2, L1, Lo, also ist

—

X, Xy, P, P, Li, L

ein maximaler Satz von Operatoren, wobei die vektorielle Drehimpuls-Operatoren lediglich
Platzhalter sind. Die beiden Teilchen seien aufserdem verschieden, beispielsweise ein Elektron
und ein Proton. Alle Operatoren, die sich nur auf Teilchen 1 beziehen, miissen dann notwendig
mit allen Operatoren von Teilchen 2 vertauschen, es gilt also

[XLz',Xz,j] = [pl,hPQ,j] =0 und [Xl,z‘,Pz,j] = [Xz,z‘,pu] =0

und aulerdem natiirlich [Xl,i, Xu] = [I:’Li, Plhj] = 0 sowie [Xl,z', ]517j] = ihd;;. Daher wéhlen wir
die Ortsdarstellung, die von den gemeinsamen Eigenvektoren |7, 7) der Ortsoperatoren auf-
gespannt werden. Fiir die Wellenfunktion eines beliebigen Zwei-Teilchen-Zustands [, t) erhélt
man dann

T,Z)(T_‘)l,f‘g,t) = <’F1,F2|7;Z)7t> )

dies ist eine Funktion R6*! — C. In dieser Darstellung sehen die Impuls-Operatoren dann wie
]31 — —ihﬁﬁ und ﬁg — —ihﬁﬁ

aus. Angenommen die Teilchen wechselwirken - wenn keine dufere Kraft vorliegt - geméf einem
Potential V(71 — 7%), dann nimmt der Hamilton-Operator die Form
e Lpy LRy % o Ae-TLoan - A v -
= — = — = — = ™M —T
2m1 1 2m2 2 ! 2 2m1 " 277‘L2 "2 ! 2
an. Insbesondere ist dieser Operator dann translationsinvariant, also jaff j;r = H , der Gesam-

timpuls P = P, + P, ist deshalb eine Erhaltungsgrofe, bzw. in Operatorformulierung

— =

ﬁ:P1+P2 = [ﬁ,ﬁ]zo

16.4.2. Umformulierung in Schwerpunkts- und Relativkoordinaten

Als néchstes verwenden wir nun Schwerpunkts- und Relativkoordinaten zur Beschreibung des
Problems. Hier gilt
mi7] + maTs 1

Ry e M tmara 1
CM Vi —>M

— —

::7’1—7”2—>X1—X2

!

(ml)?l + 777@)?2) und

PoM = P1 + D2 und  p=

i £ pe

Mop1 — M1p2 _ p1 P2
mq ma

fiir Schwerpunkt, Relativkoordinaten, Schwerpunkts- und Relativimpuls, wobei die Grofen die
Vertauschungsrelationen [;, p;] = ihd;; und [Rowmy, p;] = 1hd;; erfiillen. AuRerdem gilt fiir die
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16.4. Das Wasserstoffatom und einelektronige lonen

Laplace-Operatoren dann

A._ 0 0 9 (OB D O ON_ 9 (mid O
Tl_aTLi aTu _87‘1,@‘ 87’17,‘ aRj 8T17i aT’j _8?”i M@Ri 8n~

= <@>2 0 9 + ii + 2@ 9 i und analo
N M 6RZ (9R1 8ri (97‘1' M 8RZ 87*@- &
moN2 0 O 0 0 mg O 0O
An === —_—— —2— —
"2 < M ) aRz 8Rz + a’l“i 873 M 8RZ aT‘i
sodass wir fir damit dann
Ay, Ay, 1 1 2 0 0 mo 1 2 0 0
= A A A — A, - — —
2m1 2m2 |: R T M 8R 8 + R + mo M 8RZ 87”Z:|
:1AR+1<1+1)A7’ wobei L_Fizw:l
2p 2\m1 me mp me mims %

erhalten. Der zuvor aufgestellte Hamilton-Operator lautet in den Schwerpunkts- und Relativ-
Koordinaten dann

. 1 1
H=-1|—Agp+ —A, + V(7
[2u BTt (T)] ’
sodass wir als zeitabhéngige Schrédinger-Gleichung damit

0 = h? h2

erhalten.

16.4.3. Losung der zugehorigen Schrédinger-Gleichung

Selbstverstéandlich soll diese Gleichung nun gelést werden, man ermittle also nun die stationéren
Zwei-Teilchen-Wellenfunktionen, welche von der Form

wuiﬁt>—exp(—@Ew”>aménﬁ

h
ist, eingesetzt in die Schrodinger-Gleichung erhélt man dann folglich

h2 h2 R N
|:_2MAR — 7A + V( ):| w(R, 77) - Etotw(R7 77) .

—

7) = ®(R)y(7) findet sich dann weiter
v (-2 ay A V() ) 607) = B (R)U)
(gate) w0 - w0 (-

1 h? - 1 h
N —AR(I)R>+<—A +V7’>"L/JT =F y
wm<2ﬂ () + = (~ 320+ V) 60 = B
wobei der erste Summand nur von R und der zweite nur von 7 abhangt. Wie schon zuvor miissen
dann beide identisch einer Konstanten FEcn bzaw. ERe) sein. Somit erhédlt man zwei Gleichungen

B2 . .
Freie Gleichung: —ﬂAP}P(R) = Ecu®(R)

Mittels dem Seperatlonsansatz ]%

2
Relativ-Gleichung: <_;LAT + V(F)) Y(7) = Eratp(7) ,

245



16. Potentialprobleme im Dreidimensionalen

wobei diese iiber Ecy + Erel = Fiot zusammenhéngen. Eine mogliche Losungen fiir die freie
Gleichung ist

. 1 ipR L 1 ﬁ2t> ipR
O(R)=—c¢ — = R, 7t) = ——e —i— e — |,
D= o xp< h) wRR = o (<54 e (7

dies ist eine gemeinsame Elgenfunktlon von Py, P und P, und natiirlich insbesondere von
H aber auch von HRel, L2 und L,. Man wihlt dann meist 9 = 0, dies fithrt zu einer reinen
Relativbewegung.

Betrachten wir dann speziell das System eines Protons und eines Elektrons. Das elektrische
Wechselwirkungspotential zwischen beiden ist durch V(7 — ) = V(7) = V(r) = —ZTEQ gege-
ben, sodass fiir die zeitunabhéngige Schrodinger-Gleichung

MpMe MpMe

h? i
[_A + V(7 )] be(r,0,¢) = EYp(r,d,¢) mit p= mytme  m,

folgt, eine Losung dieser ist dann durch
2r 2r
wE,f,fz (7", 79) (P) = Nn,f exp <_> ( > L?f:_gl < ) Yvé@ (T 9 SO)
B B B

gegeben. Hierbei handelt es sich um Polynome vom Grad n, —1 = n; — 1. Fiir £ < 0 (Bin-
dungszusténde) sind diese Eigenfunktionen nur normierbar, falls

2 2.2 2\ 2 2 2
me a“ 1 mgc® (e 5 1 MeC” o 9 1 , e 1
E,=—F—=--"t — | 2= =———a" Z°— t =— =
"T T 2 2 <hc> n2 o ¢ C oz M YT e T 137.036
—— ~
13.6eV Feinstrukturkonstante
1 o . ho1 ~10
= =hy)— == t = —=10.529-10
B Bn 2me|En] ZTL mi To et O m

ist, wobei « die elektromagnetische Feinstrukturkonstante ist und rg als Bohrscher Radius be-
zeichnet wird. Die radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeit dafiir das Elektron zwischen r und
r 4+ dr zu finden ist durch

// (9, ) B = / R(r)Pr2 dr = 12| Ry ?
Vv

gegeben, sodass man den radialen Erwartungswert

r) :///d3fw*(F,t)Fw( 7 t) = %(371 — (L +1))ro

erhélt. Man betrachte speziell einen Zustand mit hohem n und ¢ = £, = n — 1, hier gilt
1 r 2r
(ry=mn (n + > 0 und Rypn-1(7) = N m—1exp (‘) " 1L%Z % <) )
2 B B
wobei das Laguerre-Polynom L%Z %( B) konstant ist, da es in diesem Spezialfall vom Grad
np—1l=n—-1=n—-1—-¢=n—(n—1)—1=0 ist. Mit dem Erwartungswert

(r?) =n? <n + ;) (n+1)rd
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16.4. Das Wasserstoffatom und einelektronige lonen

und der Definition (Ar)? = (r2) — (r)2 des mittleren quadratischen Fehlers folgt dann

1 (r)
Ar=—nv2n+lrg = ——— .
r=gnvan+ lrg TR

Fiir sehr grofse Energie-Quantenzahlen n folgt dann fiir den relative Breite des Aufenthalts

Ar 1 N300 0
— .
(r) Van +1
Auferdem beachte noch das Verhalten der speziellen Wellenfunktionen )y, 10, = —(n — 1)

und Y,y _(n—1),e,(J,p) o sin” Ye {"=D¢ wobei der Faktor sin? ¢ fiir grokes n nur nahe bei
v = 5 wesentlich verschieden von Null ist, d.h. das Teilchen ist mit grofser Wahrscheinlichkeit
in der z-y-Ebene anzutreffen. Filir n — oo verhélt sich das Teilchen also quasi klassisch, das
Teilchen bewegt sich dann anndhernd auf einer Kreisbahn.
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17. ldentische Teilchen

In der klassischen Mechanik ist es prinzipiell egal, ob in einem Mehr-Teilchen-System lauter ver-
schiedene oder gleiche Teilchen vorkommen, in der Quantenmechanik zeigt sich eine interessante
Phanomenologie fiir identische Teilchen.

17.1. Vertauschbarkeit von identischen Teilchen

Hierbei handelt es sich um Teilchen derselben Art, d.h. sie stimmen in allen inneren Quanten-
zahlen (Ladung, Masse, Spin, etc.) iiberein. In der Quantenmechanik sind identische Teilchen
insbesondere ununterscheidbar, d.h. man kann sie durch keinerlei Messung unterscheiden, und
deshalb nicht langs einer Bahn verfolgen. Betrachten wir beispielsweise ein System von N = 2
Teilchen:

o Zwei unterscheidbare Teilchen (Elektron, Proton): In der X-S.-Darstellung gilt

?ﬁ(Fa,C’a,Fb, Ubat) = w(XCHXb)t) = w(av bat)

fiir die Wellenfunktion dieses Systems. Es ist dann |1)(X,, X, t)|? die Wahrscheinlichkeits-
dichte bei einer Messung zur Zeit ¢ das Proton bei 7, mit Spinzustand o, und gleichzeitig
das Elektron bei 73, mit Spin o} anzutreffen. Detektoren kénnen beispielsweise aufgrund
unterschiedlicher Masse leicht zwischen Proton und Elektron unterscheiden, folglich ist
allgemein die Wahrscheinlichkeit

Wia = [1h(Xa, Xp)|* # [1h(Xp, Xo)|? = Way
nicht symmetrisch unter Vertauschung der beiden Teilchen.

o Zwei identische Teilchen (zwei Elektronen): In diesem Fall hat man wegen der Ununter-
scheidbarkeit der beiden Teilchen in den Detektoren die Symmetrie

Wiz = [¢(Xa, Xp)[* = [9(Xa, Xp)|* = Way

der Wahrscheinlichkeiten unter Vertauschung. Wir bezeichnen mit P12 den Austauschope-
rator, der Teilchen a und b miteinander wechselt. In derAOrtSdarstellung ist seine Wirkung
dann (X, X,4) = P510(Xa, Xp), sodass insbesondere P2, = Id gilt.

Bei ununterschiedbaren Teilchen beschreibt ¢ (X,, X}) also denselben Zustand wie (X3, X,),
es muss also

QJZ)(‘va; Xa,) = ﬁ){gﬂ}(Xa,Xb) = eiqu/)(XaaXb) — e2ie —

gelten, also ¢ = 0 oder ¢ = 7 und deshalb ¢'¥ = 1 oder —1. Insgesamt erhalten wir somit das
Verhalten (X4, Xp) = £¢(Xp, Xq), d.h. die Wellenfunktion der beiden Teilchen muss entweder
symmetrisch oder antisymmetrisch unter Vertauschung der beiden Teilchen sein.
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17.1. Vertauschbarkeit von identischen Teilchen

Man betrachte nun N identische Teilchen, wobei N beliebig sei. Fiir einen Zustand |)) in der
X-S5,-Darstellung hat man dann

‘w> — <171,0'1,...,77N,O'N‘w,t> =: w(Fl,Ul,...,FN,UN) =: I/J(Xl,...,XN) =: w(l,...,N) .

Die Observablen des Systems seien A, B, usw., von denen man dann den Erwartungswert

<¢fl|1/}):/d:cl---/dqu,Z)*(l,...,z’,...,j,...,N)AX@Z)(L...,z’,...,j,...,N)

betrachte. Wegen der Ununterscheidbarkeit der Teilchen muss dies gleich dem vertauschten
Zustands-Erwartungswert

<1/zfl\zp):/da:l~-/dachp*(l,...,j,...,z’,...,N)AXw(l,...,j,...,z’,...,N) (17.1)

sein. Die Transformation der Vertauschung von i und j wird als ‘JADZ-J' bezeichnet, wobei die unitére
Darstellung dieses Operators im Wellenfunktionsraum durch

Py, iyeoy gy, N) = 0(1, .00y ydy e, N)

gegeben sei. Es gilt dann ’P2 =1d, d.h. ‘.P - AU = Pz] wegen der Unitaritét, also ist der

Vertauschungsoperator iPU selbstadjunglert Dann kann auch der Erwartungswert (17.1]) als

(WAl = (Piyp| A|Pijp) = (| P] APij 1)

geschrieben werden, und da der Zustand |1)) beliebig ist, folgt somit A= fPT AiP,J oder eben
A, CPU] = 0. Alle Observablen-Operatoren des betrachteten Systems mit 1dentlschen Teilchen
miissen also mit dem Vertauschungsoperatoren iPZJ kommutieren. Dies gilt insbesondere fiir den
Hamilton-Operator H der Gesamtenergie, also [H CPU] = 0. Weiter sind die Operatoren T”
selbst als selbstadjungierte Operatoren wieder Observablen mit den Eigenwerten 41, denn ist
|A) ein Eigenvektor von fj’ij, dann gilt

Pylay = AN = PN =22 = A=+l

Es gibt folglich gemeinsame Eigenvektoren |E, \) von H und ‘.]51]

Jede beliebige Permutation kann bekanntlich als Produkt von Transpositionen geschrieben
werden. Im Allgemeinen besteht der Operator einer beliebigen Observablen eines N-Teilchen-
Systems aus Teilen, die sich auf die einzelnen Teilchen beziehen, beispielsweise

P=P +P+...+ Py = Z +ZVZJXX

i#]

Dann gilt allgemein: Fiir eine beliebige Transposition von ¢ und j nicht notwendig identischer
Teilchen

Piu;B(1,...i...,5,...,N)=B(1,...,j,...,%,...,N) .
Zu Beweis betrachte die Situation in der X—S’Z—Darstellung, dort folgt dann
PE(BYA, .. iy NN (X0, X X X))
=BYX(,. g NN (LG N) = BN
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17. Identische Teilchen

Speziell fiir ein System von identischen Teilchen gilt aufserdem

es folgt also insbesondere die Gleichheit B(1,...,4,...,75,...,N)=B(1,...,4,...,4,...,N) fir
beliebiges j)w Die Observablen eines Systems von N identischen Teilchen miissen also total
symmetrisch unter Vertauschung der den einzelnen Teilchen zugeordneten Operator-Teilen sein.
Damit ist dann automatisch gewéhrleistet, dass der Erwartungswert einer beliebigen Observa-
blen operativ invariant unter Vertauschung der Teilchen ist, egal wie sich die Wellenfunktion
unter dieser Vertauschung verhélt.

Man betrachte dann speziell den Hamilton-Operator H = ﬁ(l, ..., N):

e Sei N =2, also H = H(1,2), dann ist [fPU, H] = 0. Es existieren also gemeinsame Eigen-
vektoren von H und ZP” Die Eigenwerte der Vertauschungs—Operatoren P; ij sind A = £1.
Sei |E) der Eigenvektor des Hamilton-Operators H, also mit H|E) = E|E), dann gilt fiir
‘3512, dass auch @12\E) ein Eigenvektor von H zum selben Eigenwert ist, denn

HP5|E) = ProH|E) = P1oE|E) = EP15|E) .

Entweder ist dann 9’12]E> = A|E) mit A = £1, sprich |E) ist als gemeinsamer Eigenvektor
auch Eigenvektor von P1a, oder es ist fP12|E> # MFE), dann ist E entartet - dies nennt
man Austauschentartung.

Empirisch gilt, dass die in der Natur auftretenden Energie-Eigenvektoren immer auch Ei-
genvektoren des Vertauschungs-Operators P1a sind, d.h. sie sind symmetrisch bzw. anti-
symmetrisch unter Vertauschung von 1 und 2. Dabei gilt, dass sie fiir identische Bosonen
symmetrisch sind, wéahrend sie fiir identische Fermionen antisymmetrisch sind. Dabei
sind

— Bosonen Teilchen mit ganzzahligem Spin, wie etwa Photonen, Pionen, Mesonen, ...

— Fermionen Teilchen mit halbzahligem Spin, beispielsweise Elektronen, Protonen,
Neutronen, ...

e Sei nun N beliebig. Es sind dann viele Vertauschungen méglich, die zugehdrigen Opera-
toren vertauschen aber im Allgemeinen nicht miteinander. Trotzdem ist es moglich ge-
meinsame Eigenvektoren aller Transpositionen und von H zu konstruieren, diese bilden
allerdings keinen vollstdndigen Satz.

Falls ein solcher Eigenvektor auch Eigenvektor einer speziellen Transposition jJij zum kon-
kreten Eigenwert a;; = £1 ist, also jDi}j’¢> = a;j]¢), dann ist er notwendig auch Eigenvek-
tor zu allen anderen Vertauschungen P;; mit demselben Eigenwert a;;. Dieser gemeinsame
Eigenwert ist zeitlich invariant.

Auf empirischem Weg findet man nun:
5. Axiom der Quantenmechanik: Der Zustandsvektor eines System von N identischen Bo-
sonen ist total symmetrisch, von N identischen Fermionen total antisymmetrisch unter beliebi-

gen Permutationen der Teilchen. Fir beliebige Permutationen P mat 0(3’) =P gilt j”z/z = fiir
identische Bosonen und P = sign(P)y fir identische Fermionen.
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17.2. Total symmetrische/antisymmetrische Wellenfunktionen

17.2. Total symmetrische/antisymmetrische Wellenfunktionen

Um auf einer beliebigen Wellenfunktion [¢) einen entsprechenden total symmetrischen bzw. total
antisymmetrischen Zustand zu erhalten, definiere wir die beiden Symmetrisierungs-Operatoren

Sym.: § = — P und Antisym.: A := sign(P)P .

1

Die Wurzel der kombinatorischen Vorfaktoren riihrt daher, dass erst das Betragsquadrat eine
Wabhrscheinlichkeit liefert, in [1|? finden sich dann die erwarteten Faktoren. Dann sind die nach
Anwendung der Operatoren zugehdrigen Wellenfunktionen

(X1, .. XN) = S(X1,...,XN)  bzw.  tu(Xi,...,XN) = AU(X1,..., XN)

total symmetrisch bzw. total antisymmetrisch.

17.2.1. Paulisches Ausschlussprinzip

Aus dem zuvor genannten flinften Axiom der Quantenmechanik folgt aufserdem das wichti-
ge Paulische Ausschlussprinzip in allgemeiner Gestalt, denn fiir identische Fermionen gilt
wegen Antisymmetrie der Wellenfunktion

dann aber muss v = 0 sein. Folglich konnen zwei identische Fermionen nicht gleichzeitig am
selben Ort mit derselben Spinkonfiguration auftreten. Dieses Pauli-Prinzip lasst sich als Aus-
tauschwechselwirkung storungstheoretisch quantifizieren, und trégt entscheident zum Aufbau
des Periodensystems und zum Aufbau der Elektronen bei.

17.2.2. Wellenfunktion als Produkt von Ein-Teilchen-Funktionen

Man betrachte ab nun identische nicht miteinander wechselwirkende Teilchen, z.B. N Teilchen in
einem gemeinsamen duferen Potential V(7). Das System sei dann durch den Hamilton-Operator

N
. 1 2 2,
H= Z; %Pf + Z V(X))

beschrieben. Die Wellenfunktion des Gesamtsystems kann dann als ein Produkt von Ein-Teilchen-
Funktionen zusammengesetzt werden, also

Y(r1,01,72,02,. .., TN, ON) = ©a(T1,01) - @p(T2,02) - - on (TN, ON) ,

wobei die ¢; (7, 0;) Losungen der bekannten Ein-Teilchen-Schrédinger-Gleichung

1 = > o o
<2mP2 + V(X)> 0i(Ti,01) = €ipi(Ti, 04)
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17. Identische Teilchen

sind, wobei die ¢; die moglichen Ein-Teilchen-Energieniveaus bezeichnet. Die Summe ), &, = E
liefert entsprechend die Gesamtenergie des beschriebenen Systems. Durch Einsetzen sieht man
dann direkt

n

1 2 2
> <2mPZ2 + V(Xi)> »=Ey .
=1

Im Falle von Wechselwirkungen bilden diese Produktwellenfunktionen eine Basis fiir die eigent-
lichen (in der Regel nicht mehr so einfach faktorisierbaren) Wellenfunktionen, d.h. die korrekten
Wellenfunktionen bei Wechselwirkung sind von der Form

P12, N)= > Canpa(D)@p(2) - on(N) .

...,

Fiir identische Teilchen sind derartige Produkt-Wellenfunktionen sicherlich nicht zuldssig, da
sie nicht symmetrisch oder antisymmetrisch sein konnen. Man bildet deshalb

e fiir identische Bosonen (X1, ..., Xy) = Sga(1) - - @n(N) und
o fiir identische Fermionen v, (X1,..., Xy) = Ap,(1)- - @n(N)

Man betrachte nun noch einmal speziell N identische und nicht miteinander wechselwirkende
Fermionen, mit der antisymmetrisierten Wellenfunktion

Q;Z)(la7177]7’N):\/;T'[Qpa(l)@T(Z)Ws(j)@n(N)j:}
=—¢(1,...,j,...,i,...,N):—\/%![%(1)-..@r(j)...gos(i).-.cpn(N)i...} .

Ist dann 7 = j, so sieht man leicht ein, dass ¥ (1,...,N) = 0 gilt, und es ergibt sich:

Satz 24 (Pauli-Prinzip, engere Form): Zwei identische Fermionen kénnen sich nicht im
gleichen Fin-Teilchen-Zustand befinden bzw. dasselbe Ein-Teilchen-Niveau besetzen.

Wie schon erwéhnt findet dieses Prinzip im Periodensystem der Elemente bei Vernachlassi-
gung der Elektronenwechselwirkungen (Hartree-Naherung) eine wichtige Anwendung.
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18. Stationare Storungstheorie

Viele Probleme der Quantenmechanik lassen sich nicht direkt iiber die Schrédinger-Gleichung
16sen, da der zugehorige Hamilton-Operator zu komplizierten Differentialgleichungen fiihrt, die
keine analytische Losung haben. Da solche Situationen auch bei (zumindest in der Anschauung)
vergleichsweise einfachen Systemen (etwa Zwei- bzw. Mehr-Elektronen-Atome) auftreten, ist
die Storungstheorie eines der wichtigsten Gebiete um die Quantenmechanik zur Anwendung zu
fiihren.

18.1. Storungtheorie nicht entarteter Zustande

Prinzipiell handelt es sich bei der Storungstheorie um nichts anderes als die aus der Mathematik
bekannte Taylorreihen-Entwicklung, allerdings speziell auf den Formalismus und die typischen
Situationen der Quantenmechanik zugeschnitten. Wir betrachten zuerst ein System, dessen
Hamilton-Operator aus

H=Hy+V mit V klein gegen Hy
besteht, wobei wir V als Storung bezeichnen. Die Eigenvektoren und -werte des Grundoperators
Hj seien bekannt und durch

fI0|n>0 = ET(LO)\MO mit Normierung o{n|m)o = dnm

bezeichnet. Wir wollen daraus jetzt die Eigenvektoren und -werte von H=Hy+\V bestimmen,
wobei A € [0,1] ein mathematischer Hilfsparameter ist, mit dem sich die Stoérung ein- und
ausschalten lasst. Dafiir entwickeln wir zunéchst formal den Eigenzustand |n) und zugehorigen
Eigenwert F,, durch

In) = |n)o+ Aln)1 + A2 nYa+...  und B, =EO 4 AEM £ N2E? 4
in Potenzreihen von \. Die Normierung der Zusténde sei dabei so gewéhlt, dass o(n|m)o = dpm
und ¢(n|n) =1 gilt, dann folgt wegen

1 =o(nn) = o(nn)o+ A o(n|n)1 + A2 -o(nn)a + ... ,

dass g(n|n); = 0 fir alle ¢+ = 1,2,3,... gelten muss, da A beliebig gewdhlt werden kann. Set-
zen wir dann die A-Potenzentwicklungen von Eigenzustand und -wert des gestorten Hamilton-
Operators in die Eigenwertgleichung H|n) = E,|n) ein, so folgt

(Ho + \V) (\n)o + \n)1 + A n)a + .. ) = (E,(LO) +AEW + N2E2) 4 ) (\n)o +.. )
fiir die Eigenwertgleichung. Ordnet man das Produkt nach Potenzen von A, so erhélt man

A Holnyo = EP|n)o

M Hyln)i 4+ Vin)o = EQn), + E

A2 Hyln)y+ Vin)y = EQn)s + E

Ao Hln)g + VIn)e—1 = EQn) + EXnYiy + ...+ E¥Yn); + EWn), .

Yn)o

Vinyy + E®n)y  und allgemein

—~ 3~

3
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18. Stationare Storungstheorie

Betrachten wir dann weiter den Term erster Ordnung, dann ergibt sich durch Multiplikation
mit o(n| unter Verwendung der zuvor bestimmten verschwindenden Skalarprodukte und der
Normierung

o(n|V|n)o + o(n|Holn)1 E(O o(nln)1 + E{No(nln)o
— o(n|V|n)o + EQ¢n|n) EY «— EM = o(n|V|n)o ,

die erste Korrektur zum Eigenwert FE,, ist also der Erwartungswert des Storpotentials im unge-
storten Zustand. Fiir den allgemeinen Fall ergibt sich durch analoge Uberlegungen

o(n|Ho|n)i + o(n|VIn)k—1 = EPo(n|n)e + EMo(nin)e—1 + ... + EFo(n|n)o
— EW = y(n|V|n)i_1 ,

die k-te Korrektur-Ordnung zum Eigenwert E,, braucht folglich immer die (k — 1)-te Ordnung
der Korrektur zu |n), beispielsweise B = o(n|V|n);.

Als néchstes ermitteln wir nun die Eigenzustdnde |n); zum Eigenwert E,. Dazu betrachte
man den Basiswechsel des ersten Korrekturzustands

n)1 =Y Im)oo(mln)1 = Y o{mln)i|m)q

m#n
Zur Bestimmung der Linearkoeffizienten o(m|n); betrachte man dann

o(m|Holn)1 + o(m|V[n)o = EPo(mn)1 + ENo(mn)o

n

= ofmln) (B = BD) = om|V|n)o

Da nach Vorraussetzung keine Entartung der Eigenzusténde vorliegt, gilt flir die Eigenwerte
E(O) #* E ) fiir m Z# n, also folgt

1 « ‘ m\V\n 0 2
o{mln)r = —m——g50(m[Vin)e = Z ©
fiir die Korrektur |n); erste Ordnung zum Eigenvektor. Die Korrektur zweiter Ordnung des
Eigenwerts ldsst sich damit dann als

~ o(m|V|n)o o(n|V|mo
B2 = olnlVinh = 3 <(0)’ | 30) (nlVIm Z’ O _ (0)
m;ﬁnE” — Em m#n

no) E(O) < 0 und

schreiben. Man beachte, dass fiir den Grundzustand n = 1 insbesondere E,”;
damit ET(L:) < 0 folgt. Im Allgemeinfall findet sich durch Multiplikation mit o(m| dann

o<m|ﬁg\n)k + o<m|f/\n)k,1 = E (m\n>k + E( olmnyg—1+ ...+ E£k71)0<m|n)1

(0)

und mit o(m|Ho|n)y = Em’o(m|n) gilt dann weiter

1 N _
o{mln)r = —G— [o<m\V\n>k71 — EWo(m|ny—1 — ... — EFYo(min),
E) — E;,
= )k = > o{mln)klmo
m#n
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18.2. Skizzierung: Stdrungstheorie fiir entartete Zustinde

fiir den Zustandsvektor-Korrekturterm k-ter Ordnung. Dieser Vektor ist allerdings noch nicht
normiert, dies geschieht nun durch Definition von Definition von |7) := /z|n) und der Forde-
rung, dass die Konstante z so gewéhlt wird, dass

1= (nln) = z(njn) <= z= Tl bzw.  o(n|n) =/n-o(nn) =/n

gilt. Den Faktor z bestimmen wir durch Verwendung der Entwicklung nach )\, es gilt

% = (nln) = [otn] + X1l + X2 dn] + .. [Imbo + Alm)y + X2 + ...
= o(n|ndo +)\[1(n|n>0 —|—0<n|n>1] A2 [1<n|n>1 n ] b
m Vn 2
=14\ T;n (}27;0) ’_ |E§§)})2 + 0\
mVn 2
— z:1_A2n;M+o<A4> |

Es wird deutlich, dass es sich hier immer effektiv um eine Entwicklung in Potenzen des Erwar-
tungswerts

o(m|V|n)o
EY - B

handelt, wobei diese fiir alle m # n klein sein miissen.

18.2. Skizzierung: Storungstheorie fiir entartete Zustande

Allgemeiner seien die Energieniveaus des Hamilton-Operators H nun k-fach entartet, d.h. es
existieren k Eigenvektoren |n,r) fir r = 1,...,k zu einem Eigenwert E,,. Wir erhalten also die
Eigenwertgleichung

-H0|n7 ’f‘> = Er(LO) ’Tl, 7ﬂ>0

fir r = 1,..., k. Man erwartet nun, dass die Entartung der Energieeigenzustéinde durch Ein-
schalten der Stérung V aufgehoben wird. Man erhélt dann wie in den obigen Ausfiihrungen
Summen der Storungs-Erwartungswerte. Da allerdings mehrere Eigenwerte gleich sind, fithren
die Terme |n,r) wegen

zu Singularitiiten, es sei denn dass der zugehérige Zéhler o(n,r|V|n,s)o fiir r # s ebenfalls
verschwindet. Dies ist aber im Allgemeinen nicht der Fall, aber alle Linearkombinationen der
|n, 7)o sind ebenfalls Eigenvektoren Hy zu quo)7 wir versuchen das Problem also durch einen
einfachen Basiswechsel zu umgehen. Man bilde also jene orthonormierten Linearkombinationen
|n, p)o, fir welche

o(n, p|Vin,o)o =0  fiir alle p # o
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18. Stationare Storungstheorie

gilt. Zur Konstruktion dieser Eigenzusténde setzen wir zunéchst naiv

k

In, p)o = Z om0

r=1

mit noch zu bestimmenden Koeffizienten ¢, an, sodass o(n, p|V|n, o) = 0 gilt. Man betrachte
dann die k x k-Matrix

0<n,1\‘:/\n,1>0 0(%,1":/|n2>0 0<n,1\‘:/]n,k>0
Vr(:‘) — VT,S 0(71,2\‘./\71, 1>0 0(n,2]Y|n2>0 . 0<n,2ﬂ./]n, k>0 ?
o(n, E[VIn, 1o o(n, k[V[n,2)0 ... o(n,k|V|n,k)o

die Eigenschaft o(n, p]V|n,a>0 = 0 besagt dann gerade, dass diese Matrix diagonal sein soll-
te. Zur Diagonalisierung bestimmen wir zunéchst die Eigenwerte von V', die sich durch das
charakteristische Polynom

det(V-A1)=0 =  A=¢,, firp=1,...,k

ergeben. Zu jedem Eigenwert ¢, , bestimmen wir dann die Eigenvektoren ¢ (®) durch

Ve = en,pé’(”) — Z VysclP) = 5n’pcgp) ’

wobei wir die @) orthonormiert durch die Forderungen

(p)

wéhlen. Es gilt dann mit den ¢’ fiir die Eigenvektor-Basis |n, p)o = Zf 1 G ]n )0, denn mit

o(n, p|V|n, p)o = (Z <C£P)>*O<n 7‘]) 14 (Z Dn, 8>0> Z (cﬁp))* D o(n, r|Vn, s)o
Z ( p)) ZV ) =S <C£p>)*cgp)

folgt o(n, p|V|n, o)y = €n,p0ps, also ist die Matrix mit diesen Eigenvektoren diagonalisiert und
wir haben das Problem mit den Singularititen gelost. Ein Vergleich mit dem nicht entarteten
Fall liefert dann gerade die Ubereinstimmung Enp = Er(Ll,)) der Eigenwert, also folgt im Vergleich
zur vorher betrachteten Situation ohne Entartung

ro{m|Vn, p)o
EO) - EO) —I—E,(;z,—i—... und In, p) = |n,p>o+z O;'OHE((?H Yo+

m

wobei die gestrichene Summe Y’ dafiir steht, dass nicht iiber die |n, o) summiert werden soll.

256



18.3. Anwendungsbeispiel: Stark-Effekt

18.3. Anwendungsbeispiel: Stark-Effekt

Zuletzt wollen wir die Ergebnisse der Stérungstheorie noch in einem kleinen Beispiel anwenden,
wozu der Stark-Effekt dienen soll. Anschaulich versucht dieser die Tatsache zu quantifizieren,
dass die (in guter Ndherung) Kreisbahn des Elektrons eines Wasserstoff-Atoms im elektrischen
Feld deformiert wird, was sich in gednderten Anregungszustdnden des Atoms dufert.

Wir betrachten also ein Wasserstoff-Atom in einem &ufseren homogenen elektrischen Feld,
beschrieben durch das Sklarpotential ®, sodass der ungestérte Hamilton-Operator durch

HO = HElektron im Kernfeld = HWasserstoff

gegeben ist und die Storung durch klassisch durch V' = —e®(7). Das Potential des konstanten
E-Felds hat dabei die Form & = —E7, denn es gilt E(7) = —V® = E. Weiter betrachten wir
dann das Feld in z-Richtung, erhalten also schlieftlich als Storterm V = eEF = eE3.

Sei dann |n)g = |n, £, £.) ein ungestérter Eigenvektor von Hp, wobei man beachte, dass die-
se gemeinsamen Eigenfunktionen mit dem Bahndrehimpuls hinsichlich ¢, entartet sind, vgl.
Abschnitt bzw. Seite 243 Es gilt aber

V,L.]=eE[Z,[.]=0 und [V,S.]=

d.h. fiir die Eintrége der zuvor abstrakt behandelte Matrix V' gilt (n, £, £.|V|n, £, 0.) = e 00,
die Matrix ist hinsichtlich dieser Entwicklung also schon diagonal. In der Summe )/ sind die
verschiedenen /,-Werte also nicht mitzunehmen.

18.3.1. Wasserstoff im Grundzustand

Der 1s-Grundzustand des Wasserstoff-Atoms ist nicht entartet. Fiir die Grofse der Energiever-
schiebung beim Einschalten der Stérung in Form des dufleren elektrischen Felds gilt in erster
Ordnung dann

B, = o(alV o = (1,0,01711,0,0) = ¢ (] &7 biun()z0100(7

= ¢cE /// 37" Y300 (=7 ) (=2 )100(—7') = —eE /// 37300 (F) 290100(7)

es folgt also E( )1 = 0. Die Energleveranderung tritt also frithestens in zweiter Ordnung von
V auf, wobei der zweite Korrekturterm E proportional zu E? ist - daher auch der Name
quadratischer Stark-Effekt.

18.3.2. Wasserstoff im ersten angeregten Zustand

Im Anregungszustand n = 2 gibt es fiir das Wasserstoff-Atom wegen der dann moglichen Dreh-
impulse £ = 0,1 und der fiir £ = 1 folgenden £, = —1,0, 1-Entartung bereits vier Zustande

s:02,0,0)  2p:]2,1,—-1)  2p: [2,1,0)  2p: [2,1,1),

wobei die £,-Entartung in den 2p-Zustédnden hier unbedeutsam ist. Fiir die V-Matrix gilt nun
mit der Kurznotation |n, ¢) fiir die Zusténde

v ((20V[2,0) (2,0V]2,1)) _ 0 2,0VI2,1) _ [0 Vi
" \(2,1V[2,0) (2,1]V]2,1) (2,1|V[2,0) 0 Vig 0 )7
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18. Stationare Storungstheorie

wobei dann Vo1 = Vi, gelten muss. Fiir die Eigenwerte dieser Matrix findet man tiber den
iiblichen Weg der Nullstellen des charakteristischen Polynoms dann )\ /2 = +|Via| = ep—2,, mit
p=1,2, wobei

Vig = eE /// d37 1oy (F) 24ha0 (F) = —eE - 31

gilt, die Korrektur ist also proportional zu E und wird deshalb auch linearer Stark-Effekt
genannt. Fiir die zugehorigen Eigenvektoren gilt dann mit (V' — -2, )¢ P) =0 fiir p=1,2

1 /1 1 1
(1) _ _— >(2) _ &
c —\/§<1> und c —\/§< 1>a

sodass sich die Eigenzusténde iiber |n =2,p)g = >
die Eigenzusténde also explizit

.C|n=2,7) ergeben. Insgesamt lauten

1 1
|n:2,p:1>:$<|2,0,0>+\2,1,0>> — By = +eE -3

1 1
]n:2,p:2>:\ﬁ<|2,0,0>—\2,1,0>) — By =1 —cE -3
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A. Vektoranalysis verallgemeinerter
Koordinaten

In der Newtonschen Mechanik haben wir manchmal statt der iiblichen kartesischen Koordi-
naten (z,y,z) Kugelkoordinaten (7,7, ¢) verwendet. Der Raum ldsst sich aber beispielsweise
auch durch Zylinderkoordinaten beschreiben, und ganz allgemein durch beliebige orthogonale
Komponenten. Orthogonal bedeutet dabei, dass an jedem Raumpunkt die drei aufpannenden
Einheitsvektoren des verwendeten Koordinatensystems orthogonal zueinander stehen. Die Ko-
ordinatenverldufe miissen dabei aber nicht geradlinig, wie bei kartesischen Koordinaten, sein.
Derartige allgemeine Koordinaten sollen nun néher behandelt werden.

A.1l. Allgemeine orthogonale Koordinaten

Jeder Vektor 7 lasst sich in kartesischen Koordinaten als eine Linearkombination der drei nor-
mierten Basiseinheitsvektoren 2, § und Z schreiben

Tx
T=|ry | =re2+r,g+r.2,
Tz

wobei die é; in Richtung der Koordinatenachsen zeigen. Wie schon erwahnt, ist es fiir viele
physikalische Fragestellungen aufgrund der vorhandenen Symmetrie des Problems nicht sinnvoll
kartesische Koordinaten zu verwenden. Betrachten wir beispielsweise Kugelkoordinaten

sin ¢ cos
F=r| sindsing | = +ryd + 1,0
cos v

oder Zylinderkoordinaten

p COS @
7= | psing | =r,p+rep+r.2,
z

dann sind die Einheitsvektoren der jeweiligen lokalen Basis durch Ableitung nach der jeweiligen
Komponente gebildet. Fiir eine beliebige Koordinate ¢; sei also

Q
1

T
~ 0g;
i ‘ or

Q)
=

Die geometrische Bedeutung dieses Vektors ergibt sich wie folgt: Halten wir die beiden anderen
Koordinaten, die mit ¢; und g, bezeichnet seien, fest und betrachten die durch ¢; parametrisierte
Kurve 7(¢;) = 7(qi,qj, qr) im R?, so ist §; der auf Linge Eins normierte Tangentenvektor an
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A.2. Vektorfelder

dieser Kurve. Man beachte dabei, dass im Allgemeinen der Vektor ¢; vom Ort 7, d.h. von ¢,
gj und g abhéngt, dies ist bei kartesischen Koordinaten ausnahmsweise nicht der Fall, wo die
Einheitsvektoren ortunabhéngig sind.

Im Folgenden werden wir die allgemeinen Koordinaten mit (g1, ¢2,¢3) bezeichnen. In den
allermeisten Féllen sind diese betrachteten Koordinaten orthogonal zueinander, d.h. die Ein-
heitsvektoren 41, ¢o und §s stehen an jedem Ort 7 senkrecht aufeinander. Dies trifft neben der
kartesischen z.B. auch bei Kugel- und Zylinderkoordinaten zu.

Des Weiteren haben die Koordinaten meist eine vom Ort 7 unabhéngige, einheitliche Orientie-
rung, d.h. die Einheitsvektoren 1, ¢2 und §s bilden bei geeigneter Anordnung an jedem Punkt ein
rechtshéndiges Dreibein. Bei den kartesischen Koordinaten gilt dies fiir die Anordnung (, gy, 2),
bei Kugelkoordinaten ist die rechtshéndige Reihenfolge (f,ﬁ, ¢) und bei Zylinderkoordinaten

(h, 9, 2).
A.2. Vektorfelder

Die Einheitsvektoren i1, ¢o und g3 bilden an jedem Ort 7 eine Orthonormalbasis des dreidimen-
sionalen Raums. Jedes beliebige Vektorfeld F'(7) kann daher als

F(7) = Fig1 + Fado + Fads

geschrieben werden, wobei die Koeffizienten F; = F;(7) im Allgemeinen vom Ort 7 abhéngen
werden. Da die ¢; normierte Vektoren sind, entspricht F; der Lange der Projektion des Vektors
F auf den Vektor ¢;. Diese kann durch Bildung des Skalarprodukts ¢§; - F' berechnet werden, also

Fi=g;-F.

Da wir im Folgenden nun héufiger den Betrag der Tangentenvektoren bendtigen, definieren
wird zur Abkiirzung

- Jor)
gi ‘= 8%

9

sodass die normierten Einheitsvektoren durch

o
Vi 04i

gegeben sind.

qi

A.3. Gradient

Der Gradient einer skalaren Funktion f(7) ist ein Vektorfeld und lésst sich daher an jedem Ort
7 als eine Linearkombination der jeweiligen Einheitsvektoren schreiben, also

V/(7) = h1di + haGo + hads .

In kartesischen Koordinaten ist uns der Gradient bereits als
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A. Vektoranalysis verallgemeinerter Koordinaten

bekannt. Wir berechnen nun die Komponenten des Gradienten in allgemeinen orthogonalen
Koordinaten, indem wir das Skalarprodukt mit den zugehorigen Einheitsvektoren bilden und
die resultierenden Ausdriicke auf kartesische Koordinaten zuriickfiihren. Es gilt also

N 1 or af . 1 axkA
hi=¢q;- Vf(r)= —_— — = — x ,

und wegen Z; - £y = 0, folgt dann

00, 0f 5 1 500 0f
Z dqi Oxy,

Nach der Kettenregel der Differentiation entspricht dies dann

Lo
V9 0g;

also erhalten wir fiir den Gradienten in allgemeinen Koordinaten die Formel

4)21af L of . Lof. 1o,

P =

773

VG 0g T Jmon T Vmon® " /g5 o

A.4. Divergenz

Die Divergenz eines Vektorfelds F (7) ist iber den Gaufschen Satz definiert. Dieser besagt, dass
fiir ein beliebiges Volumen V mit dem Rand 0V das Integral {iber die inneren Quellen des
Volumens gleich dem Fluss des Feldes durch die Oberflache ist, d.h. es gilt

// S Fav—dl Foai.
Vv oV

Die linke Seite dieser Gleichung ist dabei ein Integral iiber das Innere des Volumens und die
rechte Seite {iber die Oberfliche derselben. Sofern die Divergenz stetig ist, gilt also fiir ein kleines
Volumen AV am Ort 7

mathematisch exakt folgt daher im Grenzwert fiir ein verschwindendes Volumen

. o1 L
V-F(f'):Al‘l/rgoA—V 8(AV)F(T)-dA, (A1)

die Form des kleinen Volumens AV ist dabei egal. Zur Auswertung der rechten Seite betrachten
wir daher einen einfach handzuhabenden Kubus, dessen Kanten in Richtung der Koordinaten
liegen. Exemplarisch berechnen wir den Beitrag des oberen und unteren Flachenstiicks zum
Integral. Da die Koordinaten orthogonal sind, ist die obere Fliche gerade das Produkt der
entsprechenden Kantenldngen, wobei die Linge der ersten Kante durch

. . or
[7(q1 + Aqi, 2,03 + Ags) — 7(q1, g2, 43 + Ags)| = ‘8(11 Aq = Va1 Aq

262



A.5. Rotation

gegeben ist. Entsprechendes gilt auch fiir die andere Kante, sodass fiir den Flachenvektor AA,
auf der oberen Fliche

Ado =y, 9192AQ1A(]2(§3|q17q27q3+Aq3

gilt. In gleicher Weise erhalten wir fiir den Flachenvektor auf der unteren Fléache

A&, = — /715200 Agais)|

q1,92,93

Zusammen liefern das obere und untere Flachenstiick also den folgenden Beitrag zum Oberfla-
chenintegral:

F3AAO|q1,q2,q3+Aq3 + F3AAu|q1,q2,q3 - (F3 V9192 ‘q1,q2,q3+Aq3 — Iy glgz‘quqmg) AqnAgy

0
~ 5o F3V/0192) AqAgAgs -
a3 1,92,43
Analoge Ausdriicke ergeben sich auch fiir die Beitriage des linken und rechten sowie des vorderen
und hinteren Fléachenstiicks. Das Gesamtvolumen AV ist dann folglich durch das Produkt aller
drei Kanten gegeben, sodass

AV = /919293Aq1 Aq2Aq3

gilt. Setzen wir nun die erhaltenen Identitdten in die Divergenz-Definition (A.1) ein, so ergibt
sich die folgende Formel zur Berechnung der Divergenz in allgemeinen Koordinaten

R 1 o P 5
VB = s o F)+ o o)+ — E
)= Joigaga |og V029D + 5, (VOLGsFo) + 5o (Vg Fy)

A.5. Rotation

Waéhrend wir zur Definition der Divergenz den Gaufsschen Integralsatz verwendet haben, be-
nutzen wir nun den Stokesschen Integralsatz zur Definition der Rotation. Dieser besagt, dass
fiir eine Fliache A mit Rand 0A das Integral iiber die Verwirbelungen des Feldes in der Fliache
gleich dem Umlaufintegral des Feldes iiber den Rand ist, d.h.

//wxﬁ).dg: F-dS.
A 0A

Die i-te Komponente der Rotation an einem Ort 7 definieren wir durch eine dort befindliche
kleine Flache A;, welche senkrecht zur i-ten Koordinatenrichtung steht, also

. . 1 L
(Vx F)i= Jim o0 yg(AAi)F-dS . (A.2)

Die Form der Fldche spielt hier wieder im Prinzip keine Rolle, wir betrachten hier also ein
(einfach zu berechnendes) kleines Rechteck. Im Folgenden betrachten wir exemplarisch den Fall
¢ = 1. Da die Koordinaten orthogonal sind, gilt fiir die Lange z.B. der unteren Kante

or

7(q1, @2 + Aga, g3) — 7(q1, g2, 43)| = Ers Agy = \/92Aq2 .

263



A. Vektoranalysis verallgemeinerter Koordinaten

Der Beitrag der unteren Kante zum Integral ist also

B \/‘(TQAQQ ‘QI:QZ#IS ’

In entsprechender Weise gilt fiir den Beitrag der oberen Kante

—F v gQAQ2|Q1,Q27¢I3+AQ3 )

Zusammen macht dies dann

0
= —87(\/9721?2)&]2&13 ;
a3 q1,42,93

—F\/92Aq2 + Fo/92Aqo

q1,92,93+Aq3

q1,92,43

die verbleibenden beiden Kanten liefern dann analog

(v 93F3)AgzAgo

9
dq2

41,492,493

Setzen wir diese beiden Beitrige, sowie den Flacheninhalt

AA1 = \/9293AqAg3

in die Definitions-Gleichung (|A.2)) ein, so erhalten wir fiir die Rotation in allgemeinen Ko-
ordinaten

1 0 Oqx,
) — F|
Tior aqj (\/ 91 Fr) a( V' 9j ])

wobei (i, 7, k) in dieser Reihenfolge eine zyklische Vertauschung von (1,2, 3) ist, also eine Kom-
bination (1,2,3), (2,3,1) oder (3,2,1) ist.
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B. Orts- und Impuls-Operator

Bekanntlich wirken der Orts- und Impulsoperator X bzw. P auf quantenmechanische Wellen-
funktionen und sollten verniinftigerweise ein reelles Spektrum besitzen, d.h. dass sie insbesondere
ausschlieflich iiber reelle Eigenwerte verfiigen. Versucht man dies mathematisch zu prézisieren,
so stellt man fest, dass die Forderung der Hermitizitdt dafiir nicht ausreichend ist, denn es gibt
Beispiele hermitescher Operatoren, deren Spektrum aber nicht reell ist. Fiir selbstadjungier-
te Operatoren ist das Spektrum jedoch sehr wohl reell. Dies wird durch den Spektralsatz fiir
selbstadjungierte Operatoren sichergestellt.

Die Schwierigkeit, Orts- und Impulsoperator mathematisch sauber zu definieren, besteht im
Allgemeinen darin, zu einem gegebenen hermiteschen Operator, den Definitionsbereich so an-
zupassen, dass der resultierende Operator selbstadjungiert ist - dies soll im Folgenden néher
erldutert werden.

B.1. Der Hilbertraum der quadratintegrablen Funktionen

Die quantenmechanischen Wellenfunktionen ) sind Elemente eines Hilbertraums. In der Regel
verwenden wir dafiir den Hilbertraum L?([a,b]), wobei wir uns nur auf eine Raumdimension
beschriinken. Der héherdimensionale Fall lisst sich véllig analog behandeln. Der Raum L?([a, b])
ist die Menge der im Lebesgue-Sinne quadratintegrablen Funktionen, definiert durch

2oy = {v: ol — € [ )P <oob

Dabei ist L?([a,b]) insbesondere ein Vektorraum, auf dem sich durch

b
<ww>/wwwmm

ein unitdres Skalarprodukt definieren ldsst. Dieses Skalarprodukt induziert die iiblicherweise
verwendete L2-Norm

b
1012 = v/, 9) = /W(I)Pdw.

Als Vektorraum zusammen mit einem Skalarprodukt ist L?([a,b]) ein Pri-Hilbertraum, ein
Hilbertraum muss zusétzlich aber noch vollstéandig sein.

Dazu beachte man, dass beispielweise eine ebene Welle ¢ (z) = e#* auf dem unbeschrinkten
Intervall |—o0, oo[ nicht quadratintegrabel ist und daher im strengen Sinne keinen quantenme-
chanisch mdglichen Zustand darstellt. Es gibt aber Superpositionen ebener Wellen, die iiber
eine endliche L2-Norm verfiigen. Damit L? = L?([a, b]) ein Hilbertraum ist, muss er beziiglich
der L?-Norm vollstéindig sein - dies beinhaltet der Satz von Riesz-Fischer.

Beim Umgang mit Elementen von L? muss man beachten, dass diese nur bis auf eine Menge
vom Lebesgue-Maf Null eindeutig bestimmt sind, d.h. zwei Funktionen #(x) und ¢(x) sind als
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B. Orts- und Impuls-Operator

gleich zu betrachten, wenn sie sich nur auf einer Menge vom Mafs Null unterscheiden. Wir sagen
dazu auch, dass die Funktionen ,fast iiberall* gleich seien. Eine Funktion ¢ (z) aus L? wird
daher auch genau dann als stetig bezeichnet, wenn es eine stetige Funktion ¢(z) in L? gibt, fiir
die ¢ (x) = ¢(x) fiir fast alle x € [a, b] ist.

Entsprechend lassen sich auch Begriffe wie Differenzierbarkeit iibertragen. Aufterdem sei an
dieser Stelle noch bemerkt, dass viele Untervektorriume von L? existieren, wie z.B. die Menge
aller stetigen oder die Menge aller differenzierbaren Funkionen von L?, die dariiber hinaus wieder
dichte Teilmengen von L?([a, b]) bilden.

B.2. Der Ortsoperator

Als Definitionsbereich fiir den Ortsoperator X wihlen wir D < ={v € L?: ap(z) € L*}, dann
ist der Ortsoperator selbstadjungiert. Um dies explizit nachzuweisen, miissen wir zeigen, dass
D4 C Dg; und Dy D Dy, liegen und X'Top(z) = Xo() fiir alle ¢(z) € Dy gilt.

® D¢ C Dgy:Seitp € Dy fest und ¢ € Dy beliebig gewéhlt. dann folgt

(6. %0)] =| [ v o0(0)) o

=| [ v o(e)as
Wegen 1)(z) € Dy ist dann 2 € L? und man kann den Betrag des Skalarprodukts zu

(%, Xo)| = (X9, 0)| < | K¢ - |14l

auswerten, wobei im letzten Schritt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung angewendet wur-
de. Wegen der damit erhaltenen Ungleichung

(¥, X¢)| < | X0l - 19|

ist nun ¢ ein Element von

Dy ={v € L? : es gibt ein ¢ € R, sodass |(¢, X¢)| < ¢||¢| fiir alle ¢ € Dy}
= {w eL?: ¢ (¥, Xqﬁ) ist stetiges, lineares Funktional auf DX} :

® D¢ D Dygi:Seiy € Dy, sodass ¢+ (1), qu) ein stetiges lineares Funktional auf D ¢ ist.
Der Satz von Hahn-Banach garantiert nun die Existenz einer stetigen, linearen Fortsetzung
T : ¢ — T(¢) dieses Funktionals auf den ganzen Hilbertraum L2. Da der Definitionsbe-
reich D ¢ dicht in L? liegt, ist diese Fortsetzung dariiber hinaus auch eindeutig.

Fiir stetige, lineare Funktionale auf dem ganzen Hilbertraum liefert der Satz von Riesz-
Fréchet dann, dass es ein & € L? gibt mit der Eigenschaft, dass T'(¢) = (&, ¢) fiir alle
¢ € L? gilt. Daher gilt erst recht fiir alle ¢ € Dy, dass (v, X¢) = (£, ¢) ist, also folgt

[ -rods=o.

Daraus folgt, dass fast iiberall z1) — & = 0 ist, andernfalls wére entweder Re(x) — §) # 0
oder Sm(xy — &) # 0 auf einer Menge M vom Maf grofer als Null und die Wahl ¢(x) = 1
auf M und 0 sonst wiirde der vorigen Integralbedingung wiedersprechen. Damit ist

=€ e L*
und damit ¢ € D .
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B.3. Der Impulsoperator

e Der adjungierte Operator XT ist durch (XTI/J,QS) = (Q,Z),ng) bestimmt. Wie wir bereits
unter dem zweiten Punkt gesehen haben, gilt

Xty =¢=ap =Xy
fir alle ¢ € D¢y = Dg. Also stimmen X und X iiberein.

Damit ist gezeigt, dass der Ortsoperator X auf dem Definitionsbereich D  selbstadjungiert ist.

B.3. Der Impulsoperator

Einen passenden Definitionsbereich fiir den Impulsoperator P zu finden ist schwieriger als fiir
den Ortsoperator. Wir geben im Folgenden daher nur eine mogliche Wahl desselben an. Bevor
wir dies aber tun, filhren wir zunéchst die folgende Begrifflichkeit ein: Eine Funktion ¢ (x) heifte
absolut stetig auf dem Intervall [a,b], wenn es eine integrable Funktion x(x) € L' gibt, sodass

gilt. Absolut stetige Funktionen sind inbesondere differenzierbar mit ¢’(z) = x(z). Als differen-
zierbare Funktionen sind sie also stetig und auf jedem kompakten Intervall quadratintegrabel.

Fiir den Impulsoperator P beschrinken wir uns zunéchst auf ein endliches Intervall [a, b] und
wahlen als Definitionsbereich eine geeignete Untermenge von

D; = {¢ € L*([a,b]) : ¢ ist absolut stetig und ¢’ € L*} .

Fiir 4, ¢ € D ; folgt unter Verwendung partieller Integration

R b
w.Po)= [ (—iddx@ dz = —iy*g

b by d \* L .

+f (—ldw> bda = —iv"o| +(Pv.9) .
a a i a
Damit P wenigstens hermitesch ist, miissen wir also fordern, dass

vo| = v o) - ¥ (@s(@) =0 (B.1)

fiir alle ¥ und ¢ im Definitionsbereich von P gilt. Setzen wir hier ¢ = ¢, so folgt inbesondere
|(b)| = |¢(a)| und daraus

Y (b) = e¥4(a)

mit einer Konstanten 6, welche die komplexe Phase spezifiziert. Solange ) an den Réndern nicht
verschwindet, muss dabei § unabhingig von ¢ gewihlt werden, etwa ¢(b) = el°¢(a). Dann folgt

aus Bedingung dass
$(0)*$(b) — ¥ (a)*d(a) = v(a)*¢(a)["7) 1] =0

ist, woraus wir wegen ¢ (a), ¢(a) # 0 die Gleichheit von # und o bis auf Vielfache von 27 folgern.
Damit haben wir gezeigt, dass P hermitesch ist, wenn wir als Definitionbereich fiir den Ope-
rator die Funktionenmenge

Dp = {w € L*([a, b)) : ¢ ist absolut stetig, ¢’ € L*([a,b]), 1 (b) = eiaw(a)}
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B. Orts- und Impuls-Operator

wahlen, wobei 0 eine beliebige, aber fest gewéhlte Konstante ist. Der Definitionsbereich von P
ist insofern nicht eindeutig bestimmt.

Zuletzt wollen wir noch zeigen, dass der Impulsoperator P auf diesem Definitionsbereich
selbstadjungiert ist. Dazu miissen wir noch zeigen, dass Dp; C D gilt, sei also ¢ € D ;. Dann
gibt es wie im Fall des Ortsoperators nach den Satzen von Hahn-Banach und Riesz-Fréchet ein
£ e L? C L', sodass

(1, Pg) = (€.¢)

fiir alle ¢ € Dp gilt. Nun definieren wir dazu
~ b
b= [ ey,

Dieses v ist absolut stetig auf [a,b] - dies impliziert, dass ¢ € L?([a,b]) liegt, falls @ und b
endlich sind - und es gilt ¢/’ = ¢ € L2. Daraus folgt fiir ¢ € D p dann

b
C [0y do
+ (i, Po) = [0 (0)e — ()] 6(a) + (ith, Po) . (B.2)

A b ~ ~ b ~ ~
(.06 = (€.6) = [ rode=ivo| - [(F¢ =i

b
a

="

Nun betrachten wir diejenigen ¢, welche in der dichten Teilmenge

DY :={¢:¢ € Dpund ¢(a) =0}

liegen. Fiir diese verschwindet der bei der partiellen Integration auftretende Randterm und es
gilt

(1, Pg) = (i), Pg) = (v — i, Pp) =0 (B.3)
Wir konnen dies auch als (¢ — i), ¢) = 0 fiir alle ¢ aus der dichten Teilmenge
PDY = {(: ¢ = P¢ fitr ein € € DY}

schreiben. Da also ~fiilr alle ¢ aus einer dichten Teilmenge gilt, muss fast iiberall 1) — iz/; =0
gelten. Damit ist ¢ = i) absolut stetig und die Ableitung ¢ = i¢ eine L?-Funktion. Auferdem
folgt, dass

(v, Pg) = (i), Pg)

fir alle ¢ € D¢ gilt, woraus sich wegen (B.2) die Bedingung zﬁ(b) = ewi/;(a) ergibt. Damit
liegt ¢ im Definitionbereich von P und der Impulsoperator mit diesem Definitionbereich ist
selbstadjungiert.
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C. Spezielle Polynome und Tabellen

In der Quantenmechanik stoft man bei der analystischen Bestimmung der Eigenzusténde des
harmonischen Ostzillators, den Kugelflachenfunktionen und den Eigenzustéinden des Wasserstoft-
Atoms auf einige spezielle Polynomtypen. Da diese Polynome immer wieder auftauchen, sind sie
hier noch einmal zusammengestellt. Nahere Informationen iiber ihre Herleitung bzw. die nétigen
Umformungsschritte finden sich etwa unter http://www.mathworld.com.

C.1. Die Hermite-Polynome

Die Hermiteschen Polynome tauchen bei der Bestimmung der Oszillator-Eigenzusténde auf (vgl.

Seite [214)), fiir sie gilt:

! da®
Ha(w) = o 55 P2zl gy _ (dtw)

Die ersten Hermite-Polynome lauten damit:

_ (_1)nex2 ﬁe—:ﬂ
t=0 dtr

() =1

(z) =2

(x) =4

(x) =8

(z) =1

(z) = 3225 — 1602° + 120z
(z) = 6425 — 48021 + 7202% — 120

(z) = 12827 — 13442° 4 13602 — 1680z

(z) = 2562° — 358420 + 134402* — 1344022 + 1680
(z) = 51227 — 921627 + 483842° — 80640x> + 302402

C.2. Legendre-Polynome

Die Legendre-Polynome werden manchmal als Legende-Funktionen erster Ordnung bezeichnet
und sind die Losungen der Legendreschen Differentialgleichung

2 d d
(1—x2)d—;é—2x£+€(€+l):0 —

. [(1 — xQ)dy] + 00+ 1)y =0

dx
und lassen sich durch

dt

1 I
Py(z) }I§(12ta:+t2) 3t ldtZZTE!W("T

— -1
27 )
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darstellen. Als zugeordnete Legendresche Differentialgleichung bezeichnet man dann

d dy m? B
d$[(l—x)dx}—f—(ﬁ(ﬁ—kl)—l_mz)y—o
5. d%y dy

m2

deren Losungen die zugeordneten Legendreschen Polynome

dm (_ l)m dZer

w[3
w[3

Py (z) = (-1)™(1 — 2°) dxmpe(fU) = Tﬁ(l —2?) Tl (2® + 1)f

sind. Die ersten dieser zugeordneten Legendre-Polynome sind:

P070(x) =1 P070(COS 9)

Pio(z) == Py o(cosf) = cos@
Pii(z)=—-(1- xZ)% Py 1(cosf) = —sinf

Prg(z) = $(32% — 1) Pso(cosf) = $(3cos® 6 — 1)
Pi(z) =—-3x(1 — x2)% P, 1(cosf) = —3sinf cos b
Pyso(z) = 3(1 — 2?) Py (cosf) = 3sin® 0

C.3. Laguerre-Polynome

Zuletzt finden sich die Laguerreschen Polynome bei der analytischen Lésung des Radialteils der
Wasserstoff-Wellenfunktionen. Diese sind Losungen der Differentialgleichung

d2y

dy
dx2+(1—x)—+)\y—0

d

und nehmen die Form

1 e 1t T oqn
L, _ n,—a
(z) 27i yg (1 —¢)tntt at = n' dzn PR

an. Ahnlich wie bei den Legendre-Polynomen gibt es eine allgemeinere zugeordnete Laguerre-
Differentialgleichung

d?y dy
- 1—2)— + Xy =
xd$2+(1/—|— $)d$+ y=20

aus der die vorige Variante fiir v = 0 hervorgeht. Die zugeordneten Laguerre-Polynome lassen
sich als

eTx~t dn ‘
L) = T et = () )
BV (CRRl ") oy
= O e —n.Z (00

schreiben.
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C.4. Clebsch-Gordan-Koeffizienten

C.4. Clebsch-Gordan-Koeffizienten

JoJ
Note: A square-root sign is to be understood over every coefficient, e.g., for —8/15 read —,/8/15. Notation:
m m
12x1/2 +i 10 0 3 5/2 .
Yy =4/ —cosf X ici
[+v2+u2] 1] o o An 2x1/2 5252 32 my; my | Coefficients
+1/2 -1/212 12| 1 3 ) [2 +2] 1)s12+3/2
“U2 +1/2]1/2-1/2)-1 Vi = —/=— sinf e +2 -12| U5 45| 5/2 3/2
|-12-12] 1 8 +1 +1/2| 4/5-1/5|+1/2 +1/2
5 /3 +1-1/2| 2/5 35| 52 32
vy = —(—(:0529——) 0+1/2| 315 -215|-1w2 -12
1x1/2 [32 dm\2
+32 32 U2 5 |o—1/2 3/5 215|512 32
[Fr+v2] 1wz +y2 Y= - [ 5 Gin0cos g cid -1+1/2| 2/5-3/5|-3/2 -3/2
; ’ . 2 -1-1/2| 4/5 15| 5/2
+1-12| U3 23| 32 12 8m 3/2x1/2 |
0+1/2| 23 -13|-1v2-1/2 15 . 2} 2 U |2 +v2) Y5 -4I5)-6/2
=TT ER RO, sin? 0 e2i¢ [F32+u2] 1]+1 +1 l2-v2] 1
I +3/2-12|ua 34l 2 1
-1+1/2| 1/3-2/3|-3/2
ox1[3 ST - +1/2 +1/2[3/4-1/4] 0 0
-1- 5/2
+a| 3 32x1 .25 =7 a2 +2-v2fyz vz2[ 2 1
[x2+1] 1]+2 +2 [F372 +1]  1]+3/2 +3/2 -12+12|1/2-12] -1 -1
+2 olus 23| 3 2 1 33/2 ol 275 35| 52 32 vz -12-12[34 14| 2
+1 +1]2/3 U3 +1  +1  +1 +1/2 +1| 3/5 -2/5|+1/2 +1U2 +1/2 -3/2 +1/2| 1/4-3/4]-2
+2-1|1/15 13 3/5 +3/2-1[|1/10 245 12 |-3r2-1/2] 1
1x1 |.2 +1 0|8/15 16-3/10[ 3 2 1 +1/2 0| 3/5 115 -U3| 52 32 U2
+2 2 1| | 0+1| 25 -2 v10] 0o o o -1/2+1(3/10 -8/15 16|-1/2 -1/2 -1/2
prefifa +1-1|1/5 1/2 3/10 +1/2-1|3/10 8/15 1/6
+1 o2 12l 2 1 o 0 0[5 o0-25] 3 2 1 -1/2 0| 3/5 -115 -13| 5/2 3/2
o+i1ly2-v2] 0o 0 0O -1+1|y5 -2 310 -1 -1 -1 -3/2 +1|1/10 -2/5 v2}-3/2 -3/2
+1-1|1/6 12 13 0-1| 2/5 1/2 1/10 |—1/2-1 3/5 2/5|5/2
0o ol23 o-u3l2 1 -1 ole/15 -1/6-3/10| 3 2 -3/2 0| 2/5 -3/5|-5/2
-1+1|ly6-12 v3|-1 -1] -2 +1|1/15 -1/3 3/5| -2 -2 [-ar2-1] 1
o-1fy2 2|2 |—1—1 23 13| 3
Y[m = (=1)mym -1 oj/2-12|-2 -2 0|1/3-2/3]-3 (j1jemima|jiie M)
|71 -1/ 1 d[ _ 4m ym e—imeé I’2 11 = 1)/ =132 (o4 jo ] 1
= e = (— mom JM
"o TSR (-1) (jojimamiljog JM)
J _ (_1ym—m/ 3] _ gJ 3/2x3/2 3 0 1+ cosf
dm’,m =(=1 dm,m’ - dfm,fm’ +31 3 2 (1(1)0 = cosf di/gl 5 = COS 5 (1% | =—
[+3r2+372] 1]+2 +2 ) /2,1/ 2 ) D)
2x3/2 [ 12— +32+2| v2 v2| 3 2 1 a2 —_sn? g1 _sinf
32 -
+2+12| 37 47|72 52 32 15415 |38 0 2o 3 2 T 0o 1 1—cosf
+1+3/2| 4/7-3/7|+3/2  +3/2 +3/2 12432 | U5 12 3/10 o o 0o o d1,71*T
+2-1/2| 1/7 16/35 2/5 +3/2 -3/2(1/20 1/4 9/20 1/4
+1+1/2| 4/7 VU35 -2/5| 72 52 32 12 12 _12|0/20 14-1/20-1/4
2x2 +j — 0+3/2| 2/7-18/35 1/5] +1/2 +1/2 +1/2 +1/2 15 T 9120 -14-1/20 U4l 3 2 1
+2-3/2| 1/35 6/35 2/5 2/5 -3/2 +3/2 [1/20 -1/4 9/20-1/4) -1 -1 -1
[+2 +2] 1] +3 +3
+1-1/2[12/35 5/14 0 -3/10 2-32| U5 U2 310
+2+1[12 v2| 4 3 2 _ _
0+1/2|18/35 -3/35 -5 Us| 72 52 32 v2| | yo-ya|ys o -2s5[ 3 2
+1+2|12-12]|+2  +2 +2 -1+3/2| 4/35-27/70 2/5 -1 10| -12 -1U2-U2 -V2| | 55,5 ya-12 310| -2 -2
+2 03/14 U2 27 +1 -3/2| 4/3527/70 2/5 1/10 2 -
+1 41| 47 0-37 4 3 2 1 0 -1/218/35 3/35-1/5 -1/5 ng jg 5%753 72
0 +23/14-1/2 2/7] +1 +1 +1 +1 -1 +1/2 12/35 -5/14 0 3/10| 7/2 5/2 3/2
> —1lU14 310 37 1Us -2 +3/2 | 1/35 -6/35 2/5 -2/5}-3/2 -3/2-3/2 |ar2-32] 1
+1 0| 3/7 1/5-1/14 -3/ 10 0 -3/2| 2/7 18/35 1/5
0 +1| 3/7 -1/5-1/14 3/10 4 3 2 10 1 -1o| 47 “y3s-2us| 772 52
-1 +2 [1/14-3/10 3/7 -15 0 0 o0 0 o0 2 2| U7-16/35 215| -5/2 -5/2
+2 -2 | /70 1/10 2/7 2/5 1/5 -1-3/2| 47 37|72
+1 -1 | 8/35 2/51/14-1/10 -1/5 -2-1/2| 317 -47\-72
0 0 [18/35 0-2/7 0 15
-1 +1 | 8/35 -2/5 1/14 1/10 -1/5[ 4 3 2 1 |—2 -3/2| 1
13/2 1+ cosf [’ -2 +2 | 1/70-1/10 2/7 -2/5 15| -1 -1 -1 -1
G3/23/2 = 5 983 +1 -2(1/14 310 37 15
) 14+ cosOy 2 0 -1| 3/7 1/5-1/14-3/10
a2 ghteostL 0 gz (;) -1 o| 37 -Us5-1U1a 0| 4 3 2
"3/2,1/2 9 2 g 2 -2 +1|1/14-3/10 3/7 -1U5| -2 -2 -2
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Figure 34.1: The sign convention is that of Wigner (Group Theory, Academic Press, New York, 1959), also used by Condon and Shortley ( The
Theory of Atomic Spectra, Cambridge Univ. Press, New York, 1953), Rose (Elementary Theory of Angular Momentum, Wiley, New York, 1957),
and Cohen (Tables of the Clebsch-Gordan Coefficients, North American Rockwell Science Center, Thousand Oaks, Calif., 1974). The coefficients
here have been calculated using computer programs written independently by Cohen and at LBNL.
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